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Uziti diskriminantu kvadratické rovnice
pri uréovani extrémi funkci

Dag Hruby

Abstract [Using the discriminant of a quadratic equation in determining
the extreme values of functions]: The article deals with determining the ex-
trema of functions without using the derivative of the function. Examples of
functions whose extrema can be determined using the so-called discriminant
of the function are given. This procedure is possible only in the case of such
a function y = f(z) for which the expression y — f (x) = 0 represents a quadra-
tic equation with parameter y (either with the unknown x, or — after substitution
—with another unknown). This procedure determining the extrema of a function
is referred to as the discriminant method.

Key words: discriminant function, discriminant method

Souhrn: Clanek se zabyva stanovenim extrémi funkci bez pouziti derivace
funkce. Jsou uvedeny piiklady funkci, jejichz extrémy lze uréit pomoci tzv.
diskriminantu funkce. Tento postup je mozny pouze v pripadé takové funkce
y = f(z), pro kterou vyraz y — f(x) = 0 pfedstavuje kvadratickou rovnici
s parametrem y (bud’ s neznamou x, nebo — po substituci — s jinou neznamou).
Tento postup urcovani extrémi funkce je oznacen jako metoda diskriminantu.

Kli¢ova slova: diskriminant funkce, metoda diskriminantu

MESC: D50

Ur€ovani extrému funkci je populdrni partii u¢iva matematiky jak pro zaky, tak pro
jejich ucitele. V piipadé, zZe je diferencidlni pocet zafazen do u¢iva matematiky, pak
se zpravidla pfi uréovani extrémi funkci pouziva prvni a druhé derivace funkce. Ci-
lem tohoto ¢lanku je ukazat, jak Ize urcit extrémy nékterych funkei jinym a v jistém
smyslu i jednodussim zplisobem. Metoda souvisi s kvadratickou rovnici, coz vytvari
jeji omezenou moznost pouZiti. Postup pti ur¢ovani extrému si vysvétlime na prikladu
kvadratické funkce
y = az’ + bz + ¢,

kde a, b, c jsou realna ¢isla a a > 0. Rovnost uvedeme na tvar

ar’ +br+c—y=0 )



Dostavame kvadratickou rovnici s parametrem y. Protoze x je redlné ¢islo, musi
byt diskriminant této rovnice nezaporny. Tento diskriminant budeme znacit D a pro
struénost nazyvat diskriminant funkce. Je tedy

D =b* — dac + 4ay

p 2 dac—b?
Z podminky D > 0 pl§2/ne b* —dac + 4ay > 0, tedyzy > 4
Tedy plati y € [‘migb ,—l—oo). Hodnota y = % predstavuje nejmensi hodnotu
funkce y = ax?® + bz + ¢,a > 0. Odpovidajici hodnotu z ziskame dosazenim do

rovnice (1).

az?® + bz + ¢ — M =0
4a
daz® +dabr +b> = 0
(2az +b)? = 0
|2az +b] = 0
B b
TS Ty,
Funkce y = az? + bz + ¢,a > 0 ma minimum v bodé z = —%. Tento postup, pfi

kterém bude mozné danou funkci vyjadfit ve tvaru rovnice (1) s diskriminantem D
budeme struéné nazyvat metoda diskriminantu.

S podobnym postupem se miizeme setkat v ¢lanku Bohumila Bydzovského [[1],
ve kterém je feSena tato uloha:

Kladné cislo a jest rozloZiti ve dva scitance tak, aby soucet jednoho scitance a polo-
vicniho ctverce scitance druhého byl co nejmensi.

Bydzovsky zde oznacdi s¢itance x a a — x a obdrzi vyraz

1
y=z+;(@=a) @
Vyraz (2) poklada za rovnici s nezndmou x
2 —2a—-Dz+a®>—2y=0

ng:(a—l):I: 2y—(2a—1)

Aby bylo x realné, musi byt 2y — (2a — 1) > 0. Nejmensi mozna hodnota y je proto
rovna a — % a prislusné « je rovno a — 1. Aby zminény soucet nabyl hodnoty co



nejmensi, musi byt druhy s¢itanec roven 1 a prvy a — 1. Také v knize Josefa Dvo-
taka [2] je podobnym postupem feSena nasledujici tloha:

2 _
T 21‘4—4?

Je-li x ¢isl ilné, v jakych ich hybuje y = —————
e-li x cislo redlné, v jakych mezich se pohybuje y S

Po tpravé dostaneme rovnici

(y—1Daz®+2(y+ Dz +4(y—1)=0

.  —(y+1)+£/-3y2+10y—3
12 = y—1
Aby bylo x redlné, musi platit —3y? + 10y —3 > 0, tedy (3y — 1)(y — 3) < 0. Odtud
jizplyne y € [%,3].
Metodu diskriminantu si ukaZzeme na nasledujicich ulohach.

Uloha 1 5
T
Urcete extrémy funk =
réete extrémy funkce y 122
Reseni.
2x
= — 0
Y71 + x2
yz? — 2z +y 0
D = 4—44°
4—492 > 0
lyl < 1

Nejmensi hodnota funkce je y = —1, nejvetsi hodnota je y = 1. Odpovidajici hodnoty
x ziskame dosazenim za y do rovnice yz2 — 2z +y = 0. Po ipravé dostaneme rovnice
224+ 2x+1=0ax?— 2z + 1 = 0. Odtud plyne, ze funkce ma minimum v bodg&
x = —1 amaximum v bodé x = 1. Graf funkce je na obr. 1.

Y

Obrazek 1



Uloha 2 ,
Urcete extrémy funkce y = Z;M
e+ ax+1
Resent.
22—z 41
R |
(y—Da? +(y+Da+y—1
D
By —1)(y —3)

>

0
0
—3y* + 10y — 3
0

3)

Funkce mé nejmensi hodnotu y = % a nejvetsi y = 3. Po dosazeni do rovnice (3)
dostaneme rovnice 2 — 22 +1 = 0 a 22 + 2z + 1 = 0. Funkce ma minimum v bodé
x = 1 amaximum v bod¢ x = —1. Prib&h funkce ilustruje obr. 2.

Obrazek 2
Uloha 3 )
2xc — 12 11
Ur¢ete extrémy funkce y = o lert
2 -6z +5
Resent.
2 —6x+5
(y — 2)z% + (12 — 6y)z + by — 11
D
4(4y = 7)(y — 2)
Yy

0

0

16y — 60y + 56

0

(—00, 11U (2, +00)

(4)



Hodnotu y = 2 musime vyloucit, protoze ze zadani funkce plyne

1

2 (2 _

a proto y # 2. Funkce nabyva pouze lokalniho maxima, jehoz hodnota je y = %. Po
dosazeni do rovnice (4) dostdvame rovnici 2 — 6z + 9 = 0. Funkce ma maximum
v bod¢ x = 3. Graf funkce je na obr. 3.

0{1 3 \5 v

Obrazek 3

Uloha 4
Uréete extrémy funkce y = sin z 4 sinz v intervalu (0, 27).

Reseni.

2

y—sin“x —sinx =

sinz+sinz—y = 0 &)

Po substituci ¢ = sinx dostaneme kvadratickou rovnici, ze které jiz ur¢ime odpovi-
dajici hodnoty y.

tPrt—y = 0 (6)
D = 1+4y
144y > 0

v
|

Y

N



Hodnota lokéalniho minima je y = —%. Po dosazeni do rovnice (5) dostavame rovnici
4sinz +4sinz+1 = 0
(2sinz+1)> = 0
siny = —%
V intervalu (0, 27) je sinx = —% praveé pro x = %ﬂ ax = %w. V téchto bodech

ma funkce lokalni minima. Pro uréeni lokalniho maxima je nutné si uvédomit, ze
v intervalu (0,7) plati y = sin? 2 + sinz < 2, zatimco v intervalu (7, 27) plati
y = sin? z + sinz < 0. Hodnota lokalnich maxim je tedy y = 2 a y = 0. V piipadé
y = 2 dostavame rovnici

sinz 4 sinz —2 =
(sinz +2)(sinx — 1) =

V tomto pfipadé vyhovuje pouze feSeni sinz = 1, tedy x = 7. V pifpad€¢ y = 0
dostavame rovnici

sinz +sinz =
sinz(sinz +1) =

V intervalu (7, 27) splituje rovnici pouze hodnota x = %ﬂ'.

Y

0 ™ T 3 T
2 57
Obrazek 4
Uloha 5
Urcete extrémy funkce y = —— — v intervalu (0, 27).
siIn“x + sinx
Resent.
1
Yoy = 0

sin?z + sinz
ysinz +ysine —1 = 0 (7)



Po substituci ¢ = sin x dostaneme kvadratickou rovnici, ze které jiz ur¢ime odpovi-
dajici hodnoty y.

yt? +yt—1 = 0
D = y*+4y
yly+4) > 0
Yy e (—OO, _4] U (Oa +OO)
Hodnota lokalniho maxima je y = —4. Po dosazeni do rovnice (6) dostaneme
4sinz +4sinz+1 = 0

(2sinz +1)* =

sinz = ——
2
V intervalu (0, 27) splituji rovnici hodnoty z = Zm a z = Lx. V t&chto bodech
ma funkce lokalni maxima. Pro odhad lokalniho minima je nutné si uvédomit, Ze pro
; -2 . . 1 1 ..
x € (0,7) plati sin” z + sinz < 2 atedy také y = pen il 5 Hodnota minima
funkce je y = % Po dosazeni do rovnice (6) dostaneme

sinfz+sinz—2 = 0
(sinz 4 2)(sihx —1) = 0
sinx =

V intervalu (0, 27) spliiuje rovnici jedina hodnota - = 7. Graf funkce je na obr. 5.

0l

NN

Obrazek 5
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Mnozinové operace ve Skolské matematice

Jaroslav Beranek

Abstract [Set operations in school mathematics]: This article contains spe-
cial and not very typical tasks and problems of elementary set theory, suitable
for extending and completing students” knowledge in this field, especially for
future teachers. It is possible to use these ideas at secondary schools while wor-
king with students gifted in mathematics. In the first part of the article there are
introduced problems complementing and following the principle of inclusion
and exclusion, in the second part there is shown the use of set operations in
problems.

Key words: Set operations, Principle of Inclusion and Exclusion.

Souhrn: Prispévek obsahuje nékolik netradi¢nich loh a problémi z elemen-
tarni teorie mnozin, které slouzi k prohloubeni a doplnéni znalosti student
z této oblasti, specidlné pro budouci ucitele matematiky. Lze je rovnéz vyu-
Zit pro praci s nadanymi studenty na matematiku na stiednich Skolach. V prvni
¢asti prispévku je uveden problém dopliiujici a zobeciujici princip inkluze a ex-
kluze, v dalsi ¢asti je obsazeno jeho vyuziti v Gilohach.

Klic¢ova slova: Mnozinové operace; princip inkluze a exkluze.

MESC: E15, E69

Znalost zakladnich pojmt teorie mnozin je pro matematiku i jeji vyuku nezbytna.
I kdyz systematické zaklady teorie mnozin byly vytvoreny az v pribehu 19. stoleti
(G. Cantor), ptedstavy o konecnych a nekone¢nych mnozinach se na intuitivni irovni
objevily jiz podstatné diive. Jazyk teorie mnozin brzy proniknul do v§ech oblasti ma-
tematiky a stal se jejich neodmyslitelnou soucasti.

Z uvedeného plyne nutnost klast diraz na teorii mnozin pfi pfipravé budoucich
ucitelt matematiky. Ucitelé matematiky musi zaklady teorie mnoZzin bezpecné ovla-
dat, aby znali teoretickou podstatu vyu¢ovanych matematickych pojmu. Pii rozvijeni
znalosti studentil v této oblasti v§ak nardzime na nedostatek vhodnych tloh a pro-
blémt. V ucebnicich se objevuje az na vyjimky pouze oveéfovani vlastnosti mnozi-
novych operaci a slovni tlohy feSené pomoci Vennovych diagrami. Proto je nutné
ulohy a problémy z této oblasti hledat, pfipadné i sestavovat. Nékteré moznosti jsou
uvedeny v tomto piispévku.
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Dal$im divodem k uvedeni tohoto pfispévku je i ptiprava zakli k matematickym
soutézim. Soutézni ulohy z oblasti teorie mnozin plisobi soutézicim studentlim, napf.
v Matematické olympiadé, mnohdy pomémé znacné problémy. Uvedeme priklad.
V 61. ro¢niku MO byla zadana v kategorii Z9 (Z9-11-4) nésledujici uloha (viz [§]):

Uloha
Organizator vystavy ,,Stavim, stavis, stavime® rozdélil expozici do dvou ¢asti. Pro-
toze ho zajimala reakce navstévnika vystavy, vyplnil kazdy navstévnik pfi odchodu
jednoduchy dotaznik. Vyplynuly z néj tyto zajimavé skutecnosti:

« 96% navstévnikii, kterym se libila prvni cast, se libila i druha cast,

- 60% navstevnikii, kterym se libila druha cast, se libila i prvni édast,

« 59% navstévnikii se nelibila ani prvni ¢ast, ani druha cast.
Kolik procent vSech navstévnikti uvedlo, Ze se jim libila prvni ¢ast vystavy?

Reseni. Ozna¢ime n podet viech lidi, ktefi navstivili vystavu, dale p poet navstév-
nikd, kterym se libila prvni ¢ast vystavy, a d pocet navstévnikt, kterym se libila druha
¢ast vystavy. Hledame néjaky vztah mezi n, p, ze kterého jiz snadno ur¢ime odpovéd
na otazku.
Vyjadiime pocet navstévnika, kterym se libily obé ¢asti: z prvni podminky 0, 96p,
ze druhé podminky 0, 6d. Samoziejmé plati: 0,96p = 0, 6d, po tpravé 1,6p = d.
Odtud vyjadiime pocet lidi v jednotlivych skupinach pomoci p.
Pocet lidi, kterym se libila
- prvni ¢ast, ale ne druha ¢ast, je p — 0,96p = 0, 04p,
- druha c¢ast, ale ne prvni ¢ast, je d — 0,6d = 0,4d = 0,4.1,6p = 0, 64p,
- prvni 1 druha ¢ast, je samoziejme 0, 96p.
Sectenim zjistime, kolika lidem se libila aspoii jedna ¢ast vystavy:

0,04p + 0, 64p + 0,96p = 1, 64p.

Podle tieti podminky v zadani vime, ze 0, 59n ndvstévniktim se nelibila ani jedna cast
vystavy; tedy 0, 41n navstévnikiim se alespon jedna Cast vystavy libila. Tento pocet
zéaroven podle prfedchoziho odpovida 1, 64p. Sestavime rovnici: 0,41n = 1, 64p, po
uprave 0,25n = p. Odtud plyne, Ze 25% vSech navstévnikid uvedlo, Ze se jim libila
prvni Cast vystavy.

Je ziejmé, Ze spojeni zakladnich mnozinovych piedstav s udaji zadanymi v pro-
centech mohlo zptisobit fesitelim ze zakladnich skol ¢i niz§ich rocnikti gymnazii pro-
blémy. Podobné problémy zptsobily pred 1éty ulohy z teorie mnozin v kategoriich B
a C 23. ro¢niku MO (viz [[7]). Tyto tlohy vyfeSime v dalSim textu (jedna se o pii-
klady 5, 6, 7). Pfed feSenim provedeme zobecnéni problému a uvedeme obecné tvr-
zeni vcetn€ dvou jeho dusledki (viz [6]). Prvni okruh problémt se tyka vztahti mezi
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pocty prvkl kone¢nych mnozin, jejich priniki a sjednoceni. Tyto vztahy obecné fesi
princip inkluze a exkluze, ktery vSak v tomto pfipad¢ nelze pfimo pouzit. Pozna-
menejme, ze vSude v nasledujicim tvrzeni budeme uvazovat k € N,k > 2; pocet
prvkl (mohutnost) kone¢né mnoziny budeme oznacovat jako jeji kardinalni Cislo,
tzn. |[M| = m.

Tvrzeni
(Viz 1], [6].) Necht jsou dana cela nezdporna cisla my, ma, ..., my, s, p. Pak plati:
Existuji konecné mnoziny My, My, ..., My, s viastnosti

k k
M| =y, Mol =, s My =i, M| =5 [()Mi] =5, )
i=1 i=1
pravé kdyz pro dand cisla plati ndsledujici nerovnosti:
k
Vie{l,2,....k}:ip<m; <s <> my, )
i=1
k
s+pk—1)<> m <p+s(k-1). 3)
i=1

Diikaz. Nejprve dokazeme, Ze platnost obou nerovnosti () a (B) je pro existenci mno-
7in s vlastnostmi ([[J) nutna. Necht’ tedy existuji mnoziny s vlastnosti ([l[). Nerovnost
(@) je zfejma, nerovnost (B) plyne z uvahy, Ze mnozina Ule M; obsahuje p prvki,
z nichz kazdy lezi ve vSech mnozinach M; pro kazdé i € {1,...,k} a s — p prvka,
z nichz kazdy lezi alespon v jedné a nejvyse v k£ — 1 z danych mnozin. Tedy plati
nerovnost

k
ph+s—p< > mi <pk+(s—p)(k—1),
i=1

odkud po tpravé plyne nerovnost (J).

Nyni naopak dokaZeme, Ze platnost obou nerovnosti () a (B) je pro existenci
mnozin s vlastnostmi ([I}) také dostate¢na.

Oznaéme N, = {1,...,k}prok > 1a Ny = (). Necht k > 2amy,...,my jsou
libovolna cela nezaporna ¢isla. Predpokladejme, ze

k
Vi€ Ni,p <myi < s,pk+ (s —p) <Y mi < pk+ (s —p)(k — 1),
=1
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k
tj. s+plk—1) §Zmi§p—|—s(k—1).
i=1

Matematickou indukci vzhledem k n = s — p a k > 2 ukdZeme, ze existuji mnoziny
My, ..., M takové, ze

k k
Vi e Nk? ‘M7/| = my, U M; = N87 ﬂ M; = Np~
=1 =1

Necht' n = 0. Potom Zle m; = pkapodle (@), m; = ... =mj; = p = samnozZiny
M, =...= M; = N, spliuji ().

Necht' k£ = 2. Potom m; + ma = 2p + (s — p) = p + s. Pfedpokladejme, Ze
m1 < mg (pfipad m; > mgy je podobny). Mnoziny Ms = Np,, a M; =
= N, U (Ns \ Npy,) splituji (). Necht n > 0 a k¥’ > 2 a piedpokladejme, Ze tvrzeni
plati pro vSechna p < sa k' > 2 takové, 7ze s — p < n a k' < k. Pfedpokladejme, Ze

k
p<mi <s,pk+(s—p) <> m <pk+(s—p)(k—1),s—p=n.
i=1
Uvazujme tii ptipady:

() S8 mi = pk+ (s —p),t.j. S2F_ (mi — p) = s — p. Potom existuje rozklad
mnoziny N, \ V), na navzdjem disjunktni mnoziny Ay, ..., Ay takové, ze |A;| =
= m; — p. MnoZiny M; = N, U A;,1 € Ny, spliuji ([I}).

(i) S8 mi = pk+(s—p)(k—1). Potom S5 (s—m;) = sk—[pk-+(s—p)(k—1)] =
= s — p. Proto Ny \ N, = Ule A; pro néjaké navzajem disjunktni mnoziny A;
takové, ze |A;| = s — m; pro vSechna ¢ € Ni. Mnoziny M; = N \ A;,1 € N,
spiiuji ([1)).

(iii) pk + (s —p) < 0y mi < pk+ (s —p)(k — 1) = p+ s(k — 1).

Ozna¢me

E={i€Ng:m;<sh K =|E|,s =p+) (m;—p).
1€ER
Uvazujme nyni ¢tyii piipady:

(a) Pfipad s’ < s. Potom pk’+(s' —p) = >, m;. Podle (i) existuje systém mnoZin
M; C Ny,i € E, spliwjici () pro s’ a k. Necht M; = N, proi € N; \ E.
Protoze plati s’ < s, mnoziny M;,i € Ny, spliwji ([Il).

(b) Piipad s’ >sa k' <k.Potom pk'+(s—p) <3, p mi < pk+(s—p)(k'—1) (je nutno
vyuzit druhé vyjadieni vyrazu na pravé strané nerovnice ve (iii)). Protoze k' < k,
podle indukéniho piedpokladu existuji mnoziny M; C Ny, i € E, spliujici ([l)
pro k’. Necht' M; = N4 proi € Ny \ E. Mnoziny M;,i € Ny, spliuji ().
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(c) & > s,k = k,Zle m; < pk+ (s —1—p)(k — 1). Protoze m; < s — 1 pro
vSechny hodnoty i, pak pk+ (s — 1 —p) < Zle m; < pk+(s—1—p)(k—1).
Podle indukéniho pfedpokladu existuji mnoziny M/ C Ny 1,i € Ny, splitujici
(1) pro s — 1. Protoze s’ > s, existuje hodnota mg € Ns_1 \ N, a rizné indexy
i0,11 € Ny takové, ze mg € My, N Mj,. Mnoziny M; = M/ proi € Ni \ {io}
a M;, = M U {s}\ {mo} spliuji (I).

d) 8 >s,k =kpk+(s—1—p)(k—1)<XF mi <pk+(s—p)(k—1).

Ozna¢me
k

[=[pk+(s—p)(k=1)] =Y mi; 0<l<k—1.
i=1

Proi € Njdefinujme m) = m;+1,adale proi € Ni\ N; definujme m = m,. Potom
Zle m,, = pk + (s — p)(k — 1) a protoze p < m) < s, podle ptipadu (ii) existuji
mnoziny M/ C Ny, pro které plati [M!| = m/, U*, M/ = N,,N\"_, M/ = N,
amnoziny A; = N, \ M/,i € Ny, jsou navzajem disjunktni podmnoziny
N\ N,,. Proto kazdé m € N, \ N, je prvkem pravé k — 1 mnozin M/, pficemz k > 3
a M!\ N, # 0 pro kazdé i € N;. Zvolme navzajem razné prvky n; € M/ \ N,, pro
i € N;.Proi € Njdefinujme M; = M/ \ {n;},proi € Ny \ N; definujme M; = M.
Tyto mnoziny spliuji ([I)).

Dané tvrzeni je tim dokazano. Poznamenejme, Ze jind moznost ditkazu konstruk-
tivnim zptsobem je uvedena v praci [§]. O

Pozndmbka 1. Pro k = 2 se nerovnosti (£)), (8) redukuji na tvar
p<m; <s<mi+mg s+tp<mi+me<p+s,

odkud plyne m; + mo = p + s, coz je ve shod¢ s principem inkluze a exkluze.

Pozndmka 2. Pravé dokazané tvrzeni ma dva zajimavé dasledky, které 1ze s vyho-
dou vyuzit zejména pfi tvorb¢ a sestavovani slovnich uloh. Uvedeme dva motivacni
problémy:

Problém 1

Jsou dana celda nezaporna cisla my, ..., my, s (s vySe zavedenym vyznamem). Jaké
Jsou moznosti pro volbu ¢isla p tak, aby viechna cisla spliovala (@) a [B) a tedy aby
existovaly prislusné konecné mnoziny s viastnosti ([l))?

Problém 2
Druhy problém je analogicky: jde o hledani moznosti pro volbu ¢isla s, jsou-li znamy
pocty prvkii viech uvazovanych konecnych mnozin M; a cislo p.
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Pted uvedenim téchto dusledku pfipomenime, Ze symbolem [z] pro z € R budeme
oznacovat celou cast Cisla x, tzn. nejvétsi celé Cislo nepievysujici x. Bez jmy na
obecnosti budeme nadale pro pocty prvka koneénych mnozin M;,i € {1,...,k},
predpokladat nerovnosti m; > mo > ... > my.

Disledek 1 (Viz [[1], [6].)

Necht k > 2,s > my > mo > ... > mg > 0 jsou cela cisla takova, Ze
s < my+ ...+ my. Jestlize plati my + ... + my < s(k — 1), polozime P, = 0,
jinak Py = mq + ...+ my — s(k — 1). Plati-li s + my(k — 1) < mq + ... + my,
polozime Py = my, jinak Py = W] Pak je ziejmé Py < Py. Pak mnoZiny
My, Ms, ..., My s viastnostmi (\l)) existuji, prave kdyz plati nerovnost

P <p<P.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze podle predchoziho tvrzeni je platnost podminek (B), ()
ekvivalentni s existenci mnozin spliujicich ([ll), stadi dokéazat, Ze nerovnosti
P, < p < P, jsou ekvivalentni s existenci &isel s vlastnostmi (), (B). Tvrzeni
P < P, je ziejmé, piipadné se dokaze rozepsanim (plati p > 0,p < my), napf.
ve specifickém piipadé ma tvarmy + ... +my — s(k—1) < %, COZ po
Gipravé davé nerovnost (k — 2)(mq + ...+ my) < (k* — 2k)s, a ta plati vzhledem
k predpokladu dusledku 1 ve tvaru m; + ... + my < ks.

Ptedpokladejme nejprve, Ze pro celd nezdporna Cisla my, mao, ..., mg, s, p plati
nerovnosti (), (B) a predpoklady disledku 1. Pak z nerovnosti (B) ihned plyne nerov-
nost P; < p < P». Naopak, necht’ jsou déna celd nezaporné ¢isla my, mao, ..., mg, S,
spliiujici predpoklady disledku 1 a necht pro pfirozené Cislo p plati nerovnosti
P < p < P, podle vyse uvedeného oznaceni. Dokazeme, ze pro Cisla my,
ma, . .., my, s, p plati nerovnosti (2), (B).

Nerovnosti (B) se ovéii rozborem piipadi:

- Jestlize S m; < s(k—1),pak P, =0 < p,atedy S5 m; <p+s(k—1).
< Jestlize SF my > s(k — 1), pak P = SF  my; — s(k — 1) < p, a tedy

Zle m; <p+s(k—1).

- Jestlize s +my(k—1) < Zle m;, potom p < Py = my,atedy s+ p(k—1) <

< i mi

k Sk mi—s
- Pokud s+my(k—1) > 37 m;, pakp < Py = [=517="] atedy stp(k-1) <

< Zle .

Ovéfme nyni (B). Nerovnost s < Zle m; vyplyva ze (B), nerovnosti m; < s
jsou v predpokladech disledku 1 a jestlize p < P», zbyva ukazat, ze P» < my. To

k R—
plati proto, Ze pokud s + my(k — 1) > Zle m;, pak my, > [%] =P, O
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Priklad 1 (Viz [11]].)

Necht mi = 19, mg = 14,m3 = 11,my = 8,5 = 41, t. j. k = 4. Podle disledku 1
plati P, =0, P, = [%] = 3, tedy pro zajisténi existence mnozin s vlastnosti ([l}) 1ze
volit) < p < 3.

Piiklad 2 (Viz []1]].)
Necht m; = 37,me = 28,5 = 40, t. j. k = 2. Podle disledku 1 plati P, = 25,
P = [%] = 25, tedy je vynuceno p = 25, coz odpovida principu inkluze a exkluze.

Disledek 2 (Viz [1]], [6].)

Necht plati nerovnosti k > 2,my > mg > ... > myp > p > 0 jsou cela cisla.
Jestlize plati p > my + ... + my — (k — 1)my, polozime S1 = my, jinak polozime
S; = [W] Ddle polozme Sy = m1+...+my — (k—1)p. Pakje S1 < So.

Pak mnoziny My, My, . .., My, s viastnostmi () existuji, pravé kdyz plati nerovnost
S1<s< 5
Diikaz. Neuvadime, provadi se obdobné jako dikaz disledku 1. O

Priklad 3 (Viz [[1].)

Necht m; = 19,mg = 14,m3 = 11,my = 8,p = 3, t. . k = 4. Podle dtsledku
2 plati S; = 19, Sy = 43, tedy k zajisténi existence mnozin s vlastnosti ([I]) 1ze volit
19 < 5 < 43.

Piiklad 4 (Viz []1]].)
Necht my = 37, mg = 28, p = 25, t.j. k = 2. Podle disledku 2 plati $; = [2] =
= 40, So = 40, tedy je op€t ve shod¢ s principem inkluze a exkluze k zajisténi

existence mnozin s vlastnosti ([Il) vynuceno s = 40.

Jako aplikace uvodniho dokazaného tvrzeni nyni uvedeme tii tilohy z 23. ro¢niku
matematické olympiady (viz [[7]).

Priklad 5 (Viz [[1].)

Tii koneéné mnoziny My, Mo, Ms maji po fad€ mq, meo, ms prvkl; mnozina U?:1 M;

ma s prvkl. Dokazte:

a) Je-li m; + ma + m3 > 2s + 1, pak prinik vSech tfi mnozin ma alespon jeden
prvek.

b) Ma-li prinik vSech tii mnozin alespon jeden prvek, pak mi + ms +ms > s+ 2.

Dale dokazte, ze podminka b) neni dostatecna pro to, aby pranik vSech tfi mnozin byl

neprazdny.
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Reseni. Podle (B) plati s+2p < my+mao+ms < p+2s,kdep = | My N My N Ms|.
a) Je-lim; +mo+mz > 2s+1,je2s+p > mq +mo +m3 > 2s + 1, tedy plati

p= L
b) Je-lip > 1,pakmi +meo+m3>2p+s> s+ 2.

K dokonceni feseni této Glohy staci nalézt Ctyfi prirozena ¢isla my, ma, ms, s pro
ktera plati nerovnosti 0 < m; < mo < mg3 < 5,5+2 < my+mg+ms < 2s. Prvni
nerovnost je podminka b) ze zadani ulohy, druha nerovnost plyne ze (B) pro p = 0.
Takovymi Cisly jsou, napt. ¢isla m; = 1, mo = 2, m3 = 4, s = 4. Podle dtsledku 1
plati pro ¢islo p nerovnosti 0 < p < 1, spoleénym prunikem vsech tii mnozin maze
byt tedy i prazdna mnozina.

Priklad 6

Ze 100 osob koupilo 80 lidi textilni zbozi, 70 lidi knihy a 55 lidi elektroniku. Kolik
nejméné osob koupilo vyrobky vsech tii druhti? Jestlize kazda z uvedenych 100 osob
si koupila alesponi jeden z uvedenych vyrobkt, kolik nejvyse osob koupilo vyrobky
vSech tii druha?

Reseni. Oznaéme m; = 80, my = 70, m3 = 55, s < 100, hledame hodnotu p. Ze (B))
plyne nerovnost 80 + 70 + 55 < p + 2s, tedy 205 < p + 2s, t. j. p > 205 — 2s,
odkud s ohledem na vztah s < 100 plyne nerovnost p > 5. Protoze Cisla m; =
= 80,m9 = 70,m3 = 55,s = 100, p = 5 spliwji (F) a (), je hledané minimum 5.
Je-li nyni s = 100, pak lze vyuzit disledku 1. Podle néj plati vztah P, = 5, P, =
= [%] = 52. Cislo p = 52 spoleéné s ostatnimi zadanymi hodnotami spliuje ()
a (f), tedy hledané maximum je 52. Vyrobky viech t¥i druhti tedy koupilo nejméné 5

anejvyse 52 osob.

Piiklad 7

Mnoziny My, Mo, M3, My, Ule M;, maji po fad€ my, mo, ms, my, s prvki; pritom
plati My N M3 = My N My = (). Dokazte, ze plati 2s > Z?Zl m;. Muze nastat
rovnost a ve kterém piipadé?

Reseni. Oznaéme A = M; U M3, B = My U M,. Vzhledem k predpokladu plati
|A| = my + m3,|B| = ma + my. Dale je J;_, M; = AU B, tedy |[AUB| = s.
Podle (@) jemy +m3 < s,mg + my < s, tedy Z?Zl m; < 2s. Rovnost nastane
v piipadé, kdy m; +ms = s, ma+my = s, tedy plati A = B = AU B, odkud plyne
rovnost My U M3 = My U My = U?Zl M;.

Nasledujici zajimava tloha se tyka vyuziti mnozinovych operaci v elementarni
geometrii.
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Priklad 8

Jsou dany tfi kone¢né mnoziny My, My, Ms, pro néz plati My N My = Ms N Mg =
= M1 N M3 # (. Oznaéme po fadé€ p, s12, s23, 513 pocty prvkt mnozin My N Mo N
N Mg, My U My, My U Ms, My U Ms. Je-li kazdé z Cisel 812, $923, 813 vetsi nez p,

dokazte existenci trojuhelniku, jehoz strany maji délky 1 — ;, 1-— Q 1-— %.
ReSeni. Ozmaéme z = 1 — 2y = 1 — 2 2 = 1 — 2 Dokazeme platnost

812 ’ 823 ’ s
trojuhelnikové nerovnosti « + y > z, ostatni se dokazi analogicky. Z ptedpokladu

M N My = My N My = M N Ms zjistime, Ze kazdad z mnozin My, My, M3 je
slozena z prvkl dvou druhii: Jednak prvkd, které patfi praveé do jedné z téchto mnozin
ajednak prvkd, nalezicich soucasné do vSech tfi mnozin. Zavedeme-li tedy stejné jako
v ptikladu 5 oznaceni p, my, mo, ms, pak m; = ny +p, mgo = na +p, m3 = nz +p,
kde n; pro i = 1,2, 3 oznacuje pocty prvkl patiici pravé (vyluén¢) do mnoziny M;.
Nyni plati s19 = 11 +ng+p, sa3 = na+ns+p, s13 = n1 +ns + p. Pro zjednoduseni
zavedeme jest¢ oznaceni a = ny +ng, b = ng +nz,c = n1 +ns (podle predpokladu
a,b,c € N). Nyni lze psat po upravé x = ﬁ, Y = g5 % = C+ . Nerovnost
x+1y > z dokazeme sporem. Necht' tedy  +y < z. Po dosazeni a ipravé dostaneme
nerovnost p?(a+b—c)+2pab-+abe < 0,ale a+b—c = 2ny > 0, 2pab > 0, abc > 0,
coz je spor. Musi tedy platit x + y > z.

Poznamka. V souvislosti s touto ulohou se naskyté fada zajimavych problému, napf.
uréeni vlastnosti daného trojuhelnika. Velmi jednoducha odpovéd’ je na otazku, kdy
bude tento trojuhelnik rovnostranny. To nastane v ptipad€ sj2 = s93 = $13. Snadno
rovnéz nalezneme mozné pocty prvkd mnozin My, Mo, M3 spliyjici tuto rovnost,
napt. m; = mg = mg = 10,p = 5, odtud n; = ny = n3 = 5 (podle vyse
uvedeného oznaceni). Potom sjo = s93 = s13 = 15 a délka strany rovnostranného
trojihelnika je %

Poslednim piikladem tohoto ptispévku je tiloha z 8. ro¢niku mezinarodni mate-
matické olympiady v roce 1966 (viz [4]).

Piiklad 9

V matematické soutézi byly zadany tfi ulohy A, B, C. Mezi u¢astniky bylo 25 zaku,
z nichz kazdy vytesil alespon jednu tlohu. Ze vsech ucastniku, kteti nevyftesili ulo-
hu A, byl pocet téch, ktefi vytesili alohu B, dvojnasobkem poctu téch, kteti vyresili
ulohu C'. Pocet zaku, ktefi vyfesili jen ulohu A, byl o 1 vétsi nez pocet ostatnich zakd,
ktefi vyfesili ulohu A. Ze vSech zaka, ktefi vyfesili jedinou ulohu, pravé polovina
nevyfesila tlohu A. Kolik zakt vyfesilo jen Glohu B?

Reseni. JelikoZ se jedna o tii zadané ulohy, existuje celkem sedm moznosti pro vys-
ledky feseni tloh pro kazdého z uvazovanych 25 soutézicich (Venntv diagram pro tfi
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mnoziny sice obsahuje osm elementarnich poli, ale podle zadédni z téchto 25 soutézi-
cich kazdy vyftesil alesponi jednu ulohu). Jednotlivé pocty pro vSech sedm moznosti
nyni ozna¢ime pismenem p opatfenym indexem udavajicim ulohy, které dany sou-
tzici vytesil, t. . pa, pB, PO, PAB, PAC, PBC, PABC- Cislo p4 je tedy podet soutdZi-
cich, ktefi vyfesili pravé jen tlohu A, pap je pocet soutézicich, kteti vyfesili pravé
dv¢ ulohy A, B apod. Podle zadanych podminek sestavime soustavu rovnic:
PA+DpB+Dpc +PpaB +pac +pec +papc = 29,
pB +peC = 2(pc + pBO),
pa=1+pap+pac+papc,
pa+pB +pc = 2(ps + po),

po uprave dostaneme soustavu

PA+DPB+Dpc +PaB +pac + ppc +pape = 29,
PB —2pc —pBc =0,
PA — PAB — PAC — PABC = 1,
pa—pp —pc =0.
Sectenim prvnich tii rovnic dostaneme

2p4 + 2pp — pc = 26.
Dosadime-li nyni za pA ze ¢tvrté rovnice, obdrzime

4dpp + pc = 26.

Této rovnici vyhovuje pravé sedm dvojic (pg, pc) nezapornych celych &isel. Pro kaz-
dou z téchto dvojic je nutno provéfit, zda plati nerovnost pp — 2pc > 0 (vyplyva
ze druhé z rovnic). Dvojice jsou nasledujici: (0, 26), (1,22), (2,18), (3,14), (4, 10),
(5,6), (6,2), uvedené nerovnosti vyhovuje pouze posledni z nich. Plati tedy pp =
= 6,pc = 2. Pravé jen Ulohu B tedy vyftesilo 6 zaki. Zbyva jesté ovefit, zda tato
situace skute¢n¢ mliZze nastat. Ze soustavy rovnic dopocitame p4 = 8, pgc = 2. Pro
ostatni pocty prvki jiz neni vysledek jednoznacny, plati pouze p 45 +pac +pPaBc =
= 7. Popsana situace tedy skute¢n¢ miize nastat. Piesvédcit se mizeme i tim, Ze do
rovnice pap +pac +papc = 7 dosadime trojici pfirozenych ¢isel vyhovujicich této
rovnici a ovéiime vlastnosti () a (8) z avodniho tvrzeni tohoto piispévku.

Uloh podobného typu lze samoziejmé nalézt vice. Vyhledavanim a zadavanim po-
dobnych uloh Ize Gspésné pracovat se studenty talentovanymi na matematiku a pod-
chycovat jejich zajem o studium matematiky jak na stfednich Skolach, tak na Skolach
vysokych.
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Jeden zptisob
generovani pythagorejskych trojic

Jaroslav Zhouf

Abstract [One way to generate pythagorean triplets]: The article presents
one method that is used to create pythagorean triplets, i.e. triplets of a, b, c that
solve the equation a? + b? = ¢? in the field of natural numbers.

Key words: Pythagorean Triplets, Method of Finding Pythagorean Triplets.

Souhrn: Clanek predstavuje jednu metodu, ktera se pouziva k tvorbé pytha-
gorejskych trojic, t. j. trojic a, b, ¢, které fesi rovnici a® 4+ v> = ¢ v oboru
ptirozenych Cisel.

Klic¢ova slova: Pythagorejské trojice, metoda hledani pythagorejskych trojic.

MESC: F30, F40

1 Uvod

Termin pythagorejské trojice je odvozen od Pythagorovy véty, ktera tika, ze v pra-
vouhlém trojuhelniku je soucet druhych mocnin délek odvésen roven druhé mocning
délky prepony. Uz v minulosti tato rovnost matematiky zaujala a nejvice je zaujalo
hledani celociselnych délek stran pravothlého trojuhelniku.

Postupné celoCiselné pythagorejské trojice ziskavaly prakticky vyznam. Oblast,
kde se hlavné zacaly vyuZzivat, je moderni modelovani, které je zakladem informatiky,
kybenetiky, konstrukénich metod, kryptografie, generovani nadhodnych ¢isel atd. Pro
tyto ucely bylo tfeba najit algoritmy, jak 1ze pythagorejské trojice hledat (generovat).

Eukleides (325 - 265 pt.n.L.) si v§iml takové vlatnosti pythagorejskych trojic, ktera
je znazornéna v tab. 1. Jde o to, ze rozdil druhych mocnin dvou po sob¢ jdoucich pfi-
rozenych ¢isel je roven lichému Cislu a v tabulce 1ze najit vSechna tato ¢isla kromé
Cisla 1. My zde tento poznatek pouZzijeme a ukdzeme jednu metodu generovani py-
thagorejskych trojic.

Clanek vyuziva nékterych zaveéra, které jsou uvedeny v [[], [2], [B], [4].
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2 Pythagorejské trojice

Nejprve uved'me nékolik zakladnich pojm, které budeme pouzivat v tomto ¢lanku.

Termin pythagorejska trojice znamena trojici pfirozenych ¢isel a, b, ¢, pro kterou
plati rovnost a® + b = ¢2. Budeme zna¢it &isla a, b, c tak, aby platilo a < b < c.

Jak jiz bylo zminéno, znama pythagorejska trojice je 3, 4, 5, protoze plati 32442 =
= 52. Pythagorejkymi trojicemi jsou také viechny celo¢iselné nasobky uvedené tro-
jice, tedy trojice 6, 8,10, nebo 9,12, 15 atd.

Trojice a, b, ¢, kde jsou tato Cisla vzajemné nesoud€lnd, se nazyva primitivni py-
thagorejska trojice. Takze z uvedenych trojic je primitivni trojice 3, 4, 5. CelocCiselné
nasobky primitivnich trojic nazveme neprimitivni pythagorejské trojice. Zde to jsou
napf. trojice 6,8,10a 9,12, 15.

V primitivni pythagorejské trojici nemohou byt vSechna tfi ¢isla suda, nebot’ by
byla vzajemn¢ soudélnd. Nemohou byt ani vSechna tfi licha, protoze pak by nesed¢la
parita v rovnosti a® + b> = ¢2. A nemohou byt ani dvé& suda a jedno liché, protoze by
opét nesedéla parita. Jedina moznost tedy je, ze dvé Cisla budou liché a jedno sudé.
Sudé musi byt jedno z ¢isel a, b. Kdyby totiz byla Cisla a, b licha a ¢islo ¢ sudé, mohli
bychom oznaCita = 2k — 1, b=2l — 1, ¢ =23, k,l,j € N, a pak by platilo

(2k —1)* + (21 = 1)* = (2)%,
AE> 12—k —1) 42 =452,

kde ale nesouhlasi délitelnost ¢tyfmi obou stran.

3 Tabulka s pythagorejskymi trojicemi

Podivejme se na tabulku [Il. Z ni mazeme vy¢ist nékolik pythagorejskych trojic.

ML) i T (107
5 O 1118 15 17 12
8 12 16 20 24 28 32 36 40
15 21 27 33 39 45 51 57 63
24 32 40 48 56 (64) 72 80

63 69 75 (féf} 87 93 799 105
88 96 104 112 120 128 136

Tabulka 1. Tabulka s pythagorejskymi trojicemi
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V prvnim fadku je posloupnost druhych mocnin po sobé€ jdoucich pfirozenych
Cisel.

Ve druhém tadku je vzdy uprostied mezi sousedni dvojici z prvniho fadku napsan
rozdil téchto druhych mocnin. Je to tedy posloupnost po sob¢ jdoucich lichych cisel
pocinaje Cislem 3. A je-li n€které toto liché ¢islo druhou mocninou ptirozeného Cisla,
je v tabulce vidét pythagorejskou trojici a, b, ¢, pro kterou plati ¢ — b?> = a2. Cislo ¢
je o jedna vétsi nez ¢islo b. V tab. [I] jsou takto vidét trojice 3,4, 5a 5, 12, 13. Obé jsou
primitivni. Takovéto trojice lze v tomto schématu zakreslit jako vrcholy trojuhelnik.

Ve tretim fadku tabulky jsou soucty dvou sousednich c¢isel z druhého fadku. Tim
vznikne posloupnost nasobkt ¢isla 4 poc¢inaje ¢islem 8. Nebo to Ize chapat jako dvoj-
nasobky sudych ¢isel pocinaje ¢islem 2-4 = 8. A je-li n€které ¢islo v této posloupnosti
druhou mocninou pfirozeného cisla, je v tabulce vidét pythagorejskou trojici a, b, c,
pro kterou plati ¢ — b> = a2. Cislo ¢ je zde o dvé vétsi nez &islo b. V tab. I je prvni
takovou trojici 4, 3, 5. Pro ni plati

52 32 = (52 —4%) + (42 -3 =9+ 7=16 = 4%,

coz dokumentuje, jak je téeti fadek tabulky vytvoren. Pfislusnou pythagorejskou tro-
jici Ize opét zakreslit do trojuhelniku, coz je zde trojice 8, 15, 17. V tab. [I] je vidét jeste
jedna takova trojice, a to 6, 8, 10. Dvé z uvedenych trojic jsou primitivni a jedna neni
primitivni.

Trteti fadek je také mozno chapat jako Ctyfnasobek zakladi druhych mocnin z prv-
niho fadku, které se v tab. [l| nachazeji nad timto ¢islem ze tfetiho radku. Je-li totiz
b=k—1, c=k+1,jsou ve druhém fadku mezi témito ¢isly ¢isla 2k — 1, 2k + 1.
Ve tietim fadku je pak mezi Cisly 2k — 1, 2k +1 ¢islo (2k — 1)+ (2k + 1) = 4k, tedy
Ctyfnasobek ¢isla k, coz je zdklad mocniny mezi mocninami se zaklady k — 1, k41
z prvniho tadku.

Ve ctvrtém tadku tabulky jsou ¢isla, kterd jsou souctem vzdy tii ¢isel ze druhého
fadku, ktera se nachazeji nad ¢islem ze ¢tvrtého fadku. Napt. plati 3+5+7 = 15, nebo
5+749 = 21. Ve ctvrtém radku se tak nachazeji trojnasobky vSech lichych ¢isel, tedy
trojnasobky c¢isel ze druhého radku, pocinaje ¢islem 3-5 = 15. Je-li nékteré Cislo v této
posloupnosti druhou mocninou piirozeného ¢isla, je v tabulce vidét pythagorejskou
trojici a, b, ¢, kde cCislo c¢ je o tfi vétsi nez Cislo b. Takovou trojici Ize opét zakreslit do
trojuhelniku, coz je zde trojice 9, 12, 15. Tvrzeni o tvorbé ¢tvrtého fadku si ukazeme
napf. na této konkrétni trojici:

152 — 122 = (15% — 14%) + (14% — 13%) + (13% — 12?) = 29+ 27 + 25 = 81 = 9%

V patém tadku jsou soucty Ctyt piislusnych lichych ¢isel ze druhého fadku. Do-
kazeme to podobne¢ jako v predchozich odstavcich. Kazdé Cislo v tomto fadku je Ctyt-
nasobkem vsech sudych ¢isel pocinaje ¢islem 4 -6 = 24. Napt. je 3+5+7+9 = 24.
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Podobné lze takovou trojici zakreslit do trojuhelniku, coz zde dokumentuje trojice
8,6, 10. Cislo c je o étyfi vétsi neZ &islo b.
Analogické uvahy by pokracovaly na Sestém fadku, na sedmém tadku atd.
Kdyby tabulka méla nekonecny pocet fadkti, mohli bychom z ni vy¢ist vSechny
pythagorejské trojice. TakZze jako bonus tato tabulka ukazuje, ze pythagorejskych tro-
jic je nekone¢n¢ mnoho.

4 Prvni specialni skupina pythagorejskych trojic

Jako prvni skupina pythagorejskych trojic, které jsme prezentovali v tab. [I, je skupina
trojic, kde dva nejvétsi Cleny se 1isi o jednicku. Prave to zarucuje, Ze tyto dva Cleny
jsou nesoudélné, takZe se jedna o trojice primitivni. A jelikoz jsou tyto trojice primi-
tivni, musi byt nejvétsi Cislo ¢ liché a druhé nejvétsi Cislo b sudé. A také tieti ¢islo a
je liché.

Pojd’'me hledat piedpis, pomoci n¢hoz budeme moci vycislovat (generovat) tyto
trojice. Oznaéme sia = 2k — 1, b=2l, ¢ =21+ 1, k,l € N. Postupné plati

a’ + v = 02,
(2k —1)? + (21)% = (21 + 1),
=k —k.

Jelikoz ma byt € N, musi byt £ > 1.
Dostali jsme tedy pfedpis, pomoci néhoz miizeme generovat v§echny pythagorej-
ské trojice, kde nejveétsi a druhy nejveétsi Clen se lisi o jednicku:

a=2k—1, b=2k> -2k, c=2k>—-2k+1, ke N—{1}.

Dosadime-li & = 2 do tohoto pfedpisu, dostaneme pythagorejskou trojici 3,4, 5.
Dosadime-li £ = 3, dostaneme trojici 5, 12, 13. Atd.

Podivejme se na to, jak tento zde uvedeny piedpis koresponduje s tab. [Il. V této
tabulce by méla byt ve druhém tadku zapsana ¢islaa = 2k — 1, &k € N — {1}, coz
jsou ¢isla licha. A skute¢né€ tomu tak je.

5 Druha specialni skupina pythagorejskych trojic

Druha skupina pythagorejskych trojic, kterou jsme zminili vySe, je skupina, kde dva
nejvétsi Cleny se lisi o dvé. Zde mohou nastat dva ptipady.
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V prvnim ptipad¢€ jsou obé nejvétsi Cisla suda. Pak je i treti Cislo v trojici sudé.
Oznacme proto a = 2g, b =2h, c=2h+2, g,h € N, g < h. Postupné plati
a? + b2 = ¢,
(29)° + (2h)* = (2h +2)*,
g+ h?=(h+1)%
Ptipad je pieveden na pfipad z piedchozi kapitoly, kde se dvé nejvétsi Cisla 1isi o jed-

ni¢ku. Takze v tomto prvnim piipad¢€ lze pythagorejské trojice nagenerovat podle to-
hoto ptedpisu:

a=202k—1), b=2(2k* —2k), c=2(2k* -2k +1), k€ N—{1}.

Zde jsou vSechny takto vytvorené pythagorejské trojice neprimitivni. Nejmensi z nich
je trojice 6, 8, 10, dalsi trojice je 10, 24, 26 atd.

Ve druhém piipad¢ jsou obé nejvetsi Cisla licha, takze treti Cislo v trojici je sudé.
Ozna¢me proto a = 29, b =2h — 1, ¢ =2h + 1, g,h € N. Ma-li byt a < b, musi
bytizde g < h. Pak postupné plati

a’ 4+ b =2,
(29)* + (2h — 1)* = (2h + 1)?,
P +h2—h=hr+h,
g% = 2h.
Vidime, ze Cislo g je sudé, oznaCme proto ¢ = 2k. Tim dostaneme rovnost
h = 2k2. Jelikoz je g> = 2h, musi byt g > 1. Pak také diky nerovnosti g < h

je h > 2,atudizi k > 1. Takze pythagorejské trojice ve druhém ptipad¢ Ize nagene-
rovat podle tohoto pfedpisu:

a=4k, b=4k* -1, c=4k>+1, ke N—{1}.

Zde jsou vsechny takto vytvorené pythagorejské trojice primitivni, protoze dvé nej-
vetsi Cisla jsou licha vzdalena o dvé, takze nemaji spolecného délitele vétsiho nez
jedna. Nejmensi z nich je trojice 8, 15, 17, ktera je v tab. [l| znazornéna trojihelnikem,
druha je 12, 35, 37 atd.

6 Treti specialni skupina pythagorejskych trojic

Tteti skupina pythagorejskych trojic, kterou jsme zminili vySe, je skupina, kde dva
nejvetsi Cleny se lisi o tfi. Zde mohou nastat dva ptipady.
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V prvnim piipadé je nejvétsi Cislo sudé a druhé nejvetsi Cislo liché. Pak je treti
Cislo liché. Ozna¢me tedya =29 — 1, b=2h—1, c=2h+ 2, g,h € N, g < h.
Postupné plati

a? + b = ¢,
(29 —1)%+ (2h —1)2 = (2h + 2)?,
4> —g+h*—h)+2=4(h+1)%.

Vidime, Ze leva strana dava pii déleni Ctyimi zbytek 2, kdezto prava strana je délitelna
Ctyfmi. Proto takovéto pythagorejské trojice neexistuji.

Ve druhém ptipad¢ je nejvetsi Cislo liché a druhé nejvétsi Cislo sudé. Pak je treti
¢islo liché. Ozna¢me proto a = 2g — 1, b = 2h, ¢ = 2h + 3, g, h € N. Postupné
plati

a® 4+ b? =,

(29 — 1)% + (2h)* = (2h + 3)?,
¢ —g+h?>=h>+3hn+2,
9> —g—2=3h,
g(g—1)—2=3h.

Prava strana rovnosti je délitelna tfemi, proto zkusime, pro kterou z mozZnosti
g=3k, g=3k—1, g=3k—2, k € N, mize rovnost platit. Vychazi, ze mize byt
jeding g = 3k—1. Tim dostaneme rovnost h = 3k2—3k. Jelikozje g(g—1)—2 = 3h,
kde na levé stran€ je sudé ¢islo, musi byt h > 1. Pak je b > 4, atudizi k > 1. Takze
pythagorejské trojice 1ze nagenerovat podle tohoto piedpisu:

a=6k—3, b=6k*—6k, c=6k>—6k+3, kcN—{1}.
Jasné je vidét, Ze trojice, kde nejveétsi dve Cisla se vzajemné lisi o tfi, jsou jedin€ nepri-

mitivni. Prvni takova trojice je 9, 12, 15, ktera je v tab. || zndzornéna trojuhelnikem,
druha je 15, 36, 39 atd.

7 Ctvrta specialni skupina pythagorejskych trojic

Ctvrta skupina pythagorejskych trojic, kterou jsme zminili vyse, je skupina, kde dva
nejveétsi Cleny se lisi o Ctyfi. Zde mohou nastat dva ptipady.
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V prvnim ptipadé jsou ob& nejvetsi Cisla lichd, takze treti Cislo a v trojici je sudé.
Ozna¢me proto a = 2g, b =2h — 1, ¢ = 2h + 3, g,h € N. Postupné plati
a2 +b? =2,
(29)* + (2h — 1)* = (2h + 3)?,
P +h2—h=hr>+3h+2,
¢> =4h+2.
Vidime, ze ¢islo g je sudé. Takze leva strana je délitelna ¢tyfmi, kdeZto prava strana pti
déleni ¢tyfmi dava zbytek 2. Proto zadna pythagorejska trojice tohoto typu neexistuje.
Ve druhém ptipad¢€ jsou obé nejvétsi Cisla suda. Pak je i téeti ¢islo v trojici sudé.
Ozna¢me proto a = 2g, b = 2h, ¢ =2h+4, g,h € N, g < h. Postupné plati
a? +b? =2,
(29)* + (2h)* = (2h + 4)%,
g?+ 1% = (h+2)?
¢* = 4h + 4.

Vidime, Ze ¢islo g je sudé, takze oznaéme g = 2k. Po dosazeni do posledni rovnosti
dostaneme

4k? = 4h + 4,
K —1=h.

JelikoZ je g < h a jelikoz je g = 4h + 4,je g > 3, a tudiz je h > 4, a tudiz
zrovnosti k2 — 1 = h je k > 2. Takze v tomto druhém piipadé lze pythagorejské
trojice nagenerovat podle tohoto predpisu:

a=4k, b=2k* -2, c=2k*+2, ke N-{1,2}.

Odsud je ziejmé, ze vSechny takto vytvorené pythagorejské trojice jsou neprimitivni.
Nejmensi z nich je trojice 12, 16, 20. Protoze trojice 12, 16,20 je jiz mimo tab. [1,
je misto ni v tabulce zndzornéna trojice 8, 6, 10, kterou bychom dostali, kdybychom
mohli do ptedpisu dosadit & = 2.

Zde ziskanou skupinu pythagorejskych trojic rozd€lime jesté na dvé podskupiny.

Prvni podskupina je takova, ze proménna k, pomoci niz se vycisluji trojice, je
sudé Cislo. Ozna¢me tedy k = 2s a dosad’'me to do piedpisu pro pythagorejské trojice.
Ziskame

a =4(2s), b=2(25)2 -2, c=2(25)2+2, s ¢ N— {1},
2

a =2(4s), b=24s*—1), c=2(4s>+1), s e N—{1}.
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Jsou to tedy pythagorejské trojice, které jsou dvojnasobkem pythagorejskych trojic,
kde se dvé nejvetsi ¢isla 1isi o dve a tato dve Cisla jsou licha a treti Cislo sudé.

Druhéd podskupina je takova, ze proménna k je liché Cislo. Ozna¢me tedy
k = 2l — 1 a dosad’'me to do ptedpisu pro pythagorejské trojice. Ziskame

a =4020—1), b=2121—1)> =2, c=2(21 - 1)*+2, L e N— {1},
a =421 —1), b=4(21> - 2l), c=4(21> =214+ 1), L€ N - {1}.

Jsou to tedy pythagorejské trojice, které jsou ¢tyinasobkem pythagorejskych trojic,
kde se dvé nejvetsi ¢isla 1isi o jednicku.

8 Dalsi specialni skupiny pythagorejskych trojic

Podobnym postupem bychom mohli hledat specialni skupiny pythagorejskych trojic,
kde se dvé nejvetsi Cisla lisi o pét, o Sest atd. Jelikoz je ale tab. |l sloZzena jen z péti
radku, tak tyto dalsi trojice v tabulce nevidime. Proto tyto situace nebudeme alge-
braicky zpracovavat a ponechavame to na Ctenarfi.

Poznamka: Pro ctenare, ktefi si najdou generatory pro piipad, kdy se dvé nejvetsi
¢isla lisi o pét, uvadime vysledek ke kontrole:

a =10k —5, b=10k? — 10k, ¢ = 10k*> — 10k +5, k € N — {1}.

9 Shrnuti

Z vypoctt v predchozich kapitolach vyplyva, ze pro jakykoli rozdil r dvou nejvétSich
¢isel v pythagorejské trojici lze ziskat predpis, pomoci né¢hoz mizeme tyto trojice
generovat. Ten pfedpis je:

a=r2k—-1), b=r(2k* - 2k), c=r(2k* =2k +1), r,k €N, k> 1.

V ptedchozich kapitolach je ale také vidét, ze timto piedpisem se sice nageneruje pro
kazdy rozdil dvou nejvétsich Cisel nekonecné mnoho pythagorejskych trojic, ale také
ze timto predpisem nejsou generovany vSechny pythagorejské trojice. Tento nedosta-
tek je tieba fesit individualné pro kazdy rozdil dvou nejvétsich €isel v trojici.

10 Zavér

Clanek ukazal jednu metodu, jak se daji hledat pythagorejské trojice &isel. Jde o algo-
ritmus, ktery umi vytvotit kazdou takovou trojici, nebot’ kdyby méla tab. [l nekonecny
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pocet fadkt, vzdy by se tam kazda pythagorejska trojice nasla. To je hlavnim pozitiv-
nim atributem uvedeného algoritmu. Negativni atribut je zminén na konci predchozi
kapitoly.
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The Earth's Magnetism and the Pole Reversal

Sos Katalin, Nanai Laszlo

Abstract: One of the most important tasks of teachers is to help students navigate the
world of news, including scientific news. Of course, for this it is necessary that the
teachers themselves have adequate basic knowledge to interpret what they read. This
knowledge goes far beyond the secondary school curriculum, such as also in the case
of magnetic pole reversal. With our series of articles that started in 2014, we want to
help our teaching colleagues with this work.

Key words: magnetism of rocks, magnetism of celestial bodies, magnetic pole

Suhrn: Jednou z najdélezitejSich tloh ucitel'ov je pomahat’ Studentom orientovat’ sa vo
svete sprav, vratane vedeckych sprav. Samozrejme, na to je potrebné, aby samotni uci-
telia mali dostato¢né zékladné znalosti na interpretaciu precitaného. Tieto poznatky d’a-
leko presahuji stredoskolské osnovy, ako napriklad aj v pripade spontanneho prekla-
pania sa magnetickych pdlov. Nasou sériou élankov, ktoru sme zahégjili v roku 2014,
chceme v tejto praci pomdct’ nasim uciacim kolegom.

KPiacové slova: magnetizmus hornin, magnetizmus nebeskych telies, magneticky pol

MESC: M50

1 The Earth's magnetism and the pole reversal

In more and more scientific and semi-scientific articles, we can read about the fact
that the strength of our Earth's magnetism is changing, and the migration of magnetic
pole is also accelerating. All of this indicates that we are approaching a rare and not
yet fully understood phenomenon: The Earth is facing another pole reversal. What
this process is, how it occurs and what consequences can be expected. We will deal
with this in the tenth article of our series dealing with the relationship between phys-
ics and nature.

2 Magnetism of atoms and materials

The magnetism of the particles can be traced back to two reasons: due to their move-
ment and their own magnetism. It is known from Maxwell's laws that moving electric
charges have a magnetic field, so it can be interpreted e.g. the magnetic moment
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resulting from the orbital motion of the electron. The magnitude of which can be
given by the secondary quantum number, and its direction relative to the external
magnetic field by the magnetic quantum number. On the other hand, the particles,
even the neutral neutron, have so-called with its magnetic property, which can be
characterized by the spin of the particles. The sum of the magnetic moments of the
particles that make up the atom gives the total magnetic moment of the atom, alt-
hough for most atoms only the magnetism of the electrons is significant. [1]

Under the influence of an external magnetic field, on the one hand, the atoms
with a magnetic moment align in the direction of the field (paramagnetic process),
and on the other hand, the external field induces a magnetization in the direction
opposite to the external field (diamagnetic process), according to Lenz's law. Re-
garding both processes, it can be said that the generated magnetization (M) is pro-
portional to the external magnetic field strength (H), the proportionality factor is the
magnetic susceptibility (y) characteristic of the medium. This is called the linear ma-
terial equation of magnetism [2]:

M = yH. 1)

Based on the value of magnetic susceptibility, materials can be classified into three
groups [3]:

— In the case of diamagnetic materials, the value of y is negative, i.e. the mag-
netization formed is in the opposite direction to the field strength. Such ma-
terials have a closed electron shell or paired electrons, so the resulting mag-
netism of the atom is 0 (e.g. noble gases, copper, gold, silver, mercury, pyro-
lytic graphite). However, induced magnetism is formed under the influence
of the external magnetic field, and since it is in the opposite direction to the
external magnetic field, a repulsive effect occurs between them. This repul-
sion is the basis of diamagnetic levitation, which e.g. they are used in the
operation of magnetic levitation trains. In the case of the diamagnetic levita-
tion device, there is a strong permanent magnet between two plates made of
pyrolytic graphite, which will float due to the repulsion of the plates if gravity
is properly compensated with the upper magnets.
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Fig. 1: Diamagnetic levitation device.

In the case of paramagnetic materials, the y value is a positive value between
1073 and 107, i.e. the developed magnetization and the field strength are
unidirectional. Such materials would have their own magnetism, since their
electrons are unpaired, thus the atom has its inherent magnetism. Due to ther-
mal motion, however, these atomic magnets are in an unordered direction in
space, so their resultant is 0 (e.g. alkali metals, aluminum, oxygen, tungsten).
However, in an external magnetic field, the direction of the atomic magnets
is arranged, so the magnetism of the material can already develop. Thermal
motion can deteriorate this one-way alignment, which is expressed by the
relationship y ~1/T known as Curie's law.

The y value of ferromagnetic materials is usually a positive value between
10%* and 10°, but it is not constant for any material, it depends on H and even
on the magnetization of the material before. Ferromagnetic materials are not
only magnetized in an external magnetic field, but also retain their magnetism
after the field is removed (e.g. iron, cobalt, nickel, chromium oxide). In this
case, the material is a small, approx. In its space containing 10> atoms, the
atomic magnets — due to the interaction of the atomic magnets — line up in
one direction, these are called domains. However, the domains are disordered
relative to each other, so they compensate for each other's magnetism. Sub-
jecting the material to an external magnetic field, the domains move in the
direction of the external field, the material acquires a strong magnetism. By
raising the temperature, the so-called when the Curie temperature is reached,
the ferromagnetic material becomes paramagnetic. In the case of chromium
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and manganese, the interaction of adjacent atomic magnets results in them
aligning oppositely, these are antiferromagnetic materials. In ferrimagnets,
the magnetism of the atoms in each pair is in opposite directions, but not of
equal magnitude. Thus, their resulting magnetism is strong, and they will
have significant remanent magnetism even after the termination of the exter-
nal field. [4]

Ferromagnetic materials can also become magnetized under the influence of
the earth's magnetic field. We can observe this e.g. for cast iron radiators: the
setting of the compass changes as we approach the radiator.

Fig. 2: The deviation of the compass indicates magnetisation of the cast iron radiator.

3 Magnetism of minerals and rocks

Magnetism of minerals and rocks among the minerals, quartz, calcite, gypsum, rock
salt, aragonite are diamagnetic; the clay minerals, olivine, amphibole, biotite are par-
amagnetic. Most of the magnetic minerals are ferrimagnetic, such as titanomagnetite
(Fe?* (Fe3*,Ti).04) or titanohematite (solid solution of hematite and ilmenite), which
gives the magnetism of basalt. The magnetism of rocks is obviously determined by
the magnetic properties of the constituent minerals: rocks rich in silicates or car-
bonates are diamagnetic; if the amount of core minerals is the determining factor,
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the rock is paramagnetic; and ferromagnetic minerals give rocks with strong rema-
nent magnetism. [4]

The magnetization of rocks, which was formed in the constituent minerals as a
result of the Earth's magnetic field during or immediately after rock formation, is
called natural remanent magnetization (NRM). The primary NRM was created dur-
ing the formation of the rock, which can be based on its creation:

thermoremanent magnetization (TRM), in which the cooling igneous rock,
reaching its Curie point, becomes magnetized. Further cooling increases the
magnetization, and then the so-called assumes a constant value at the block-
ing temperature. According to Néel, above the blocking temperature in sin-
gle-domain crystals, due to thermal motion, the domains switch to the ener-
getically more favorable state, but this requires an activation energy of uH. If
the energy resulting from heat movement covers the activation energy, i.e.
kT > 1 pH (k is the Boltzmann constant, T is the current temperature), the
reversal occurs: the higher the temperature, the faster, the more likely it is.
Below the blocking temperature, there is no cover for the activation energy
of the flip, so the flip can only happen very slowly, with a very low probabil-
ity. According to Stacey, in the multi-domain case, it is not a reversal, but an
increase in the size of the domains facing the outer space, which is called the
wall effect. The highest TRM value occurs in small crystalline, anisotropic,
ferromagnetic rocks. They play an important role in the research of continen-
tal drift and plate tectonics, as well as in the study of pole reversal. [5]

In the case of sediment remanent magnetization (DRM), the ferromagnetic
crystals "set up" in the external magnetic field during sedimentation, and this
setup is not changed by further sedimentation steps, especially for thicker
layers and in the absence of water washing. These conditions are fulfilled in
deep-sea sediments, where the pole reversal can be verified and the time of
each setting can be investigated, as well as in the research of local magnetic
changes.

It is also worth mentioning the concept of secondary remanent magnetism,
knowledge of which is important for magnetic rock testing, but also for mag-
netic archeological analyses. This magnetism is created due to effects well
after the formation of the rock, it’s more important forms are [5]:

the viscous remanent magnetism (VRM) indicates that the longer the material
was in the given magnetic field, the stronger the remanent magnetism. We
can also interpret this in terms of heat movement: over a longer period of
time, several grains have enough thermal energy to allow the conversion to
take place. Its name refers to the fact that the material follows the magnetic
changes with a delay in the same way as the movement in the liquid causes
the force.
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— inthe case of isothermal remanent magnetism (IRM), the characteristic is the
immediate magnetism that appears at a field strength of several thousand
A/m and remains even after the external magnetic field of the field ceases.

4 Magnetism of celestial bodies

Following Maxwell's laws, celestial bodies with a region of moving electric charge
have significant magnetism. This magnetism is called the internal magnetism of ce-
lestial bodies. In this sense, the Earth also has internal magnetism, since its liquid
outer core contains iron and nickel ions; their movement gives the 95% of Earth's
magnetism is of liquid outher parts. 5% comes from the magnetism of the rocks, this
is called frozen magnetism. Together, these two make up the Earth's own magnetism.
The third source is the magnetism from the ions moving in the atmosphere and from
the atmospheric electromagnetic field, i.e. atmospheric magnetism. [6]

Earth's internal magnetism is also referred to as the "magnetic dipole field", as
this magnetism can be well illustrated by the magnetic field of a bar magnet. For
this, the imaginary bar magnet placed in the axis of rotation is moved towards Aus-
tralia approx. 400 km, and then we turn it so that it forms an angle of 11,5 degrees
with the axis of rotation.

Several theories have been developed to explain the earth's internal magnetism,
all of them take the flow of the outer core as the basis of magnetism and try to find
a reason for this movement. According to one theory, the relatively high-speed
movement of the melt in the outer core is ensured by the fact that the inner core and
the mantle have different speeds due to the gravitational attraction of the Moon and
the Sun, and therefore the individual layers of the outer core also have different
speeds. This velocity gradient is responsible for the relatively high magnetic field
strength. However, they proved with models that the magnetic field created in this
way can only be detected in the earth's core, and no longer on the earth's surface.
Another theory sees the complicated flow of the outer core as the result of two ef-
fects: one is the heat flow starting from the inner core, and the other is the rotation
of the Earth around its axis. However, the flaw in this explanation is that it would
result in a much weaker magnetic field than what can be measured in reality. Ac-
cording to today's latest theories, the inner magnetism is also due to the fact that the
inner core is asymmetric, which constantly wanders in the Sun-Earth-Moon system,
and thus, due to mass attractions, a perpetual, very high-speed material flow starts in
the outer core. However, all theories agree that the change in the magnetic field
strength results from a change in the flow conditions of the outer core. The model
describing the flow is called the double dynamo model. The essence of this is that if
an electrically conductive sphere is placed in a highly conductive liquid, then this
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system is placed in a magnetic field and the different spherical shells of the liquid
rotate with different angular velocities around their axis of rotation parallel to the
direction of the magnetic field, then the lines of force of the magnetic field strength
are "frozen" in the liquid and move together with the liquid elements, which are two
ring-like — so-called toroidal — creates a magnetic field. [7]

Alfvén and Lindberg summarize the above as follows: "every rotating celestial
body with plasmatic internal material has a dipole magnetic field if the internal and
external material regions rotate at different speeds". The electrically conducting fluid
required for the dynamo effect: in the case of the Earth and the rocky planets, the
liquid core; inside Jupiter and Saturn, due to the high pressure, hydrogen is in a me-
tallic state; at Uranus and Neptune, water is an ionized state. According to this, we
can examine the internal magnetism of some celestial bodies. Naturally, during the
space probe measurements, the celestial body's own magnetism was determined,
which also includes the frozen magnetism. Along with this, it can be said that celes-
tial bodies with strong intrinsic magnetism have a strong dynamo effect. [8][9]

— Mercury rotates more slowly than our Earth (T = 58,7 days), the nearby Sun
exerts a strong tidal effect on it, therefore the rotation speed is strongly dif-
ferent in its inner layers, so a significant internal magnetic field can be ex-
pected. Based on measurements by the Mariner spacecraft, its magnetic in-
duction is 400 nT. According to the measurements, the magnetic field lines
show quadrupole and octupole fields.

— Venus rotates slowly (T = 243 days), it has no moon, there is no significant
difference in rotation between its layers, so its internal magnetism is weak.
Measurements were made by the Pioneer Venus-2 spacecraft for the mag-
netic dipole moment, giving a value of 4,29 x 108 A - m2. The axis of its
magnetism dipole forms an angle of 15 degrees with its axis of rotation. Due
to its weaker magnetism, it is assumed that the entire core is liquid here, the
inner core has not been formed, so the dynamo processes have not yet fully
developed.

— Mars with the Earth approx. it rotates at the same speed (T = 24,6 hours),
has a weak tidal effect (since it is already farther from the Sun, and its two
moons have a small mass), so its internal magnetism is weak. This is con-
firmed by the measurements of the NASA Mars Global Surveyor spacecraft,
on the basis of which a dipole moment of 2 x 1017 A - m? was calculated. At
the equator of Mars, the induction is currently 20 — 60 nT, but based on the
paleomagnetic examination of meteorites of Martian origin found in Antarc-
tica, the rocks were magnetized in a field with an induction of 103 nT. In
other words, Mars had a dynamo effect 4-4,6 billion years ago.
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Jupiter rotates quickly (T = 9,8 hours), it is characterized by strong tides
mainly due to its moons, so its rotation speed is high, and because of this it
can be characterized by strong internal magnetism. The measurements of the
Voyager-1 and -2 space probes gave a value of 1,48 x 1027 A - m? for the
magnetic moment, the induction measured in the magnetic pole is
1,4 mT. Jupiter's strong magnetism is contributed by the plate-shaped current
system flowing around the planet in its equatorial zone, with a current
strength of 300 MA.

According to Pioneer-11 measurements, Saturn has a magnetic moment of
4,37 x 1025 A - m?, its direction closes 1 degree with the axis of rotation, its
induction at the north pole is the largest, 84 000 nT.

The average magnetic induction of Uranus is 23 000 nT, according to VVoy-
ager-2 measurements, its magnetic moment is 4,1 x 10%* A - m? dipole, the
magnetic axis makes an angle of 47 degrees with the axis of rotation.
According to Voyager-2 measurements, Neptune has a strong magnetic field,
its magnetic axis closes 47 degrees with the axis of rotation. Its induction is
on average 50 000 nT, its magnetic moment is 1,5 X 102* A - m?.

The large planets exert a significant tidal effect on the Sun, with a large an-
gular velocity difference between its outer and inner layers, so it has a strong
magnetism. However, in the case of the Sun, the rotation time is not the same
at all points on the surface (25 days at the Equator, 32 days at the poles),
therefore strong mixing and material vortices develop in the material of the
Sun, which create strong spatial magnetic fluctuations. Its average induction
is 107* T, but in these magnetic vortices it can reach several thousand. Es-
sentially, they result in the creation of sunspots and solar flares.

The Moon's rotation is moderately fast (T = 27,3 days), it is not affected by
tidal effects, so it has no internal magnetic field. However, based on the
strong magnetism of the lunar samples, it can be assumed that the Moon once
had a stronger magnetic field and perhaps even had a liquid core.
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Data affecting the current magnetic moment of the planets and the dynamo effect
are summarized in the following table (sources of magnetic data [10] [11])

Magnetic L . Masses
. Rotation time | Average distance .
Planet dipole moment of their large
) from the Sun
m/(A-m*) moons
2x 101 —5x 10%°
Mercury avg.: 58,7 day 57,9 x 10® km -
4x107* MEarth
(4,29 £+ 2,03) x 108
Venus avg.: 243 day 108,x 10° km -
6x10~° MEarth
Earth MEarth 239h 149,6 x 10km | 1pc7,3 x 1022 kg
2 x 107 1pc2x 1015k
Mars . 24,6 h 2279x105km | " L&
2,5X107° mgare 1pc10,7 x 10*° kg
. 1,48 x 1027 6 4pcs ~ 102 kg
Jupiter 4 9,8h 778,3 X 10° km 18
1,89 X 10* mgaren 12pcs = 10°° kg
4,37 x 10%° 1pc =~ 102k
Saturn 102h 1427 x 106 km P &
560 MEgareh 6 pcs = 1020 kg
4,113 x 1024 2pcs =~ 10%1k
Uranus 17,3h 28966 x 10°km | P 5
53 Mgarth 3pcs= 10-° kg
1pc =~ 1022k
1,975 x 1024 ] pe~ "2 ®
Neptune 16,1h 4 496,6 x 10° km 2pcs~ 10" kg
25 MEarth 18
3pcs= 10-° kg

Tab. 1. Magnetic induction of planets and the extent of factors affecting it.

In summary: the rapid rotation, the high tidal effect (closeness to the sun or large
moons) and an internal structure that allows for flow contribute to the development
of greater magnetism on celestial bodies.

Theoretical approximations of magnetism of bodies were given by Curtis and
Ness in the 1980’s. The equation is the so-called can be derived from magneto-
strophic balance (the equality of the Lorentz force and the Coriolis force). According
to this, the calculated equatorial magnetic field strength of the planet (Hcaiculated)
compared to the earth's equatorial field strength (Hg,rth):

Hcalculated =

pl/3 M54,y 05 E1/6

r3

H Earth

(2)
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where r is the radius of the planet, p is its density, M is its mass, w is its rotation
speed, and E is the internal heat current density. (The data are normalized to Earth
data, i.e. p= pplanet/pEarthf M= Mplanet/MEartha---)-

If the ratio of the observed and calculated magnetism of the planet is close to 1,
active "dynamos" are operating in the planet (e.g. Mercury, Jupiter, Saturn, Uranus,
Neptune); if this ratio is less than one, an active dynamo does not work (e.g. Venus,
Mars, Moon). [10]

5 Earth's magnetic poles

The value of Earth's magnetism varies with latitude: near the Equator, on the mag-
netic equator 30 000 nT, near the poles, in the magnetic poles +60 000 nT of in-
duction, magnetic moment 7,84 x 1022 A - m? [11]. Quantities used to specify the
spatial direction [2]:

— the declination (D), which is the angle formed by the vertical plane passing
through the induction vector and the local circle of longitude (approx. 2° in
Hungary),

— the inclination (1), which is the spatial direction enclosed by the horizontal
plane angle (in Hungary approx. 60—65°).

Inclination can be determined with a magnetic needle with a vertical axis of rotation,
and inclination with a magnetic needle with a horizontal axis of rotation.

Fig. 3: Inclinometer.
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Fig. 4: Typical quantities of the Earth's magnetic field [12]
D: declination, I: inclination, T: magnetic induction vector,
H: horizontal projection of induction, Z: vertical projection of induction

The inclination can be used to define e.g. the concepts of magnetic corner and
magnetic equator: at magnetic corners the inclination is 90°, i.e. there the magnetic
field is vertical; on the magnetic equator, the inclination is 0°, that is, the direction
of the magnetic field is horizontal.
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The Earth's magnetic south pole is at Wilkes Land in Antarctica, the north pole
is located near the geographic north pole, while it was just off the coast of Canada
40 years ago, since 2018 it has been located in the eastern hemisphere and is ap-
proaching Siberia . The location of the magnetic pole is an average value, which is
determined by following its 5-year movement. In the last 40 years, the accelerated
migration of the north magnetic pole has been observed, according to measurements,
it is currently approx. It moves at a speed of 50 km/year.

1920 2010 2020
1940 1980 ® °
" o ® ®0q o o * e 2015
. 1960
1900 o
® Magnetic north pole

Fig. 6: Time change of the location of the Earth's North Magnetic Pole [14]

Pole movements can be monitored by examining the frozen magnetism of rocks.
These measurements can best be carried out in the vicinity of oceanic ridges, with
the help of thermoremanent magnetism, because there liquid magma erupts between
crustal plates moving away from each other, and its ferromagnetic components be-
come magnetized after cooling below their Curie point. By measuring the magneti-
zation of rocks in a cross section, it is possible to determine when and where the
geomagnetic field was directed. This procedure is magnetostatigraphy.
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Fig. 7: Magnetization of the rocks of the mid-ocean ridges [15]

The rock tests showed that in 76 million years approx. the pole of the Earth's
magnetism reversed 170 times. On average, 450 000 thousand years pass between
two transitions, but this period varies between 50 thousand and 30 million years. The
current pole alignment has been going on for 780 000 years. Based on the long-
standing alignment, the accelerating pole movement, and the 6% decrease in mo-
mentum over 150 years, scientists assume an impending pole reversal, which is why
research into the magnetic fields of celestial bodies has begun. [3]

In addition to the pole reversal, magnetic poles are also characterized by a con-
tinuous movement. Paleomagnetic studies show that the North Pole rotates around
an axis that forms an angle of 5 degrees with the axis of rotation. performs a preces-
sional movement. Its period is 100 000 years and its amplitude is 15 degrees. The
location of the poles is therefore never permanent, and even during a pole reset, the
poles do not tilt back to their original location: 1 billion years ago, e.g. the magnetic
north pole was still in the equatorial areas, from there it migrated towards the poles.

The measurements carried out in a given observatory also show local changes,
which can usually be well described by a periodic function. The London observatory
has the oldest data series recorded since 1550. The results there describe a function
with a period of 500 years and an amplitude of 10~7 T for the field strength change
[7]. In Hungary, there are currently observatories that study terrestrial magnetism in
Tihany and Nagycenk. Among the shorter-term changes, there are regular daily var-
iations, their scale is around 1078 T. But there are so-called also magnetic disturb-
ances, with a change of up to 10~7 T, such as in the case of magnetic storms gener-
ated during more intense solar flares.
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According to them, the Earth's magnetic field strength is highly variable, and this
variability has always been characteristic of it. Of course, the researchers are inves-
tigating whether the changes in the magnetic field had any effect on life on earth, but
so far they have not found any connection during the fossil investigations. Smaller
changes will certainly occur, since the magnetic field has a great impact on the life
of birds, fish, and even humans. Just think of an artificial magnetic field being cre-
ated in spaceships due to a sudden decrease in magnetic field strength, or Mars to
make it habitable, it will be necessary to create an artificial magnetic field. It should
also be taken into account that due to the weakening of space, less filtered cosmic
radiation increases the radioactive background radiation, and in addition, the parti-
cles that flow more freely can also indirectly increase the thinning of the ozone layer.
However, the natural change of the magnetic field is a very slow process, so it is
assumed that living organisms can adapt well to the occurring, hopefully not fatal,
changes. There is no doubt, however, that the change in magnetic field strength will
be a big challenge for satellites and electrical networks, and we can experience this
even today during a magnetic storm. The technical equipment must therefore be
"prepared" for this shock, which is why it is necessary to recognize, model and even
predict the cause of the earth's magnetic changes.
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Program Artemis
Navrat astronautov na Mesiac

Ladislav E. Roth

Abstract: Twelve American astronauts, members of six NASA Apollo missions,
landed on the Moon between the years 1969 and 1972. The astronauts of the first mis-
sion, Apollo 11, spent a few hours on the Moon. The astronauts of the last mission,
Apollo 17, stayed three days. Visitors collected samples of lunar rocks and returned
back to Earth. Success of the Apollo Program caused its premature termination. Dis-
covery of the water ice on the Moon brought with it a substantial increase of interest in
the Moon and in constructing permanently inhabited bases there. The bases would make
the human flights to Mars and farther into space easier to accomplish. They would also
allow mining of the lunar mineral riches and their utilization on Earth. NASA estab-
lished the Artemis Program in the year 2017. The goal of the new program is to explore
the Moon more thoroughly and to make first steps toward the permanent human pres-
ence on that body. Landing of astronauts will take place in the year 2026, at the earliest.
Several countries have sent robotic probes to the surface of the Moon. China is planning
to send astronauts to the Moon in the year 2030.

Key words: the Moon, Program Apollo, Program Artemis, water on the Moon, helium-
3 on the Moon, the Orion rocket, the Chandrayaan probes, the Chang’e probes, the
Odysseus probe

Suhrn: V rokoch 1969-1972 dvanast’ americkych astronautov, ¢lenov Siestich NASA
Apollo misii, pristalo na Mesiaci. Astronauti prvej misie, Apollo 11, sa zdrzali na Me-
siaci niekol’ko hodin; astronauti poslednej misie, Apollo 17, sa zdrzali tri dni. Navstev-
nici nazbierali vzorky hornin a vratili sa na Zem. Uspech Programu Apollo znamenal
jeho pred¢asné ukoncenie. Objav vodného I'adu na Mesiaci priniesol podstatné zvyse-
nie zdujmu o Mesiac a o vybudovanie permanentne obyvanych zakladni. Zakladne by
prispeli k ul'ah¢eniu l'udskych letov na Mars a d’alej do kozmického priestoru. Umoznili
by dobyvanie nerastného bohatstva Mesiaca pre obyvatelov Zeme. NASA ustanovila
Program Artemis v r. 2017. Cielom je Mesiac lepSie poznat’ a vykonat’ prvé kroky
k stalej pritomnosti ¢loveka na Mesiaci. S pristatim astronautov sa rata najskor v roku
2026. Viac krajin vyslalo robotické sondy na povrch Mesiaca. Cina planuje vyslat’ as-
tronautov v roku 2030.

KPiacové slova: Mesiac, Program Apollo, Program Artemis, voda na Mesiaci, hélium-
3 na Mesiaci, vesmirne vozidlo Orion, sondy Chandrayaan, sondy Chang’e, sonda
Odysseus
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Pred pol storocim americki astronauti Sest’ razy pristali na Mesiaci a vratili sa spat’
na Zem. Pristatia sa udiali v rdmci NASA Programu Apollo. Program bol ustanoveny
ako dosledok ideologického a mocenského konfliktu medzi Spojenymi Stadtmi a So-
vietskym zvézom. Bez ohl'adu na politick motivaciu, cesty na Mesiac predstavovali
fenomenalny technicky a organizacny uspech pre Spojené Staty. Ukoncenim Pro-
gramu Apollo 'udské lety na Mesiac ustali. Nedavno zriadeny a nominalne apoli-
ticky NASA Program Artemis ma nadviazat’ na prerusent tradiciu Programu Apollo.
M4 obnovit’ pritomnost’ ¢loveka na Mesiaci a ma ju ucinit’ dlhodobou, dokonca tr-
valou. V uvahach o rozsahu Programu Artemis figuruju aj lety astronautov na Mars
a na vybrané asteroidy — nie v bezprostrednej buducnosti, ale v dohl'adnej budic-
nosti. Lety do kozmu s posadkou v mnohych mysliach sa javia ako podujatia sporné,
v inych mysliach ako podujatia nutné a z hl'adiska prezitia nasho biologického druhu
neodvratné. Pokusim sa zhrntt’ asponi niekol’ko informacii relevantnych pre Pro-
gram Artemis, a vlozit ich do suvislosti s historiou l'udského prenikania na Mesiac.
Na otazku, ¢i mame Mesiac a iné nebeské telesa kolonizovat’, ¢itatel’ st moze utvorit’
vlastny nazor, ak si ho uz neutvoril.

Pripomenime si, ze Gvodnu iniciativu v letoch do kozmu uchopil Sovietsky zviz,
vypustenim Sputnika 1, prvej umelej druzice Zeme (4. oktobra 1957). Sovietsky po-
¢in, neCakany a prekvapivy, vyvolal svetovu senzaciu. A hlavne, hodil vyzvu Spoje-
nym Statom. Prezident Dwight D. Eisenhower odvetil prikazom Armadnej agenttire
pre balistické strely (Army Ballistic Missiles Agency, ABMA), aby pouzila strelu
Jupiter C k bezodkladnému vypusteniu americkej druzice. Strelu Jupiter C, uz skor-
Sie zaradenu do americkej vyzbroje, vyvinuli v ABMA vyskumnom stredisku Red-
stone Arsenal v Huntsville (Alabama). Wernher von Braun zastaval funkciu technic-
kého $éfa Redstone Arsenalu. Strela Jupiter C poskytla tri stupne vystrelného agre-
gatu. Laboratorium pre pradovy pohon (Jet Propulsion Laboratory, JPL) Kaliforn-
skej technickej univerzity (California Institute of Technology, Caltech) v Pasadene
dodalo stvrty stupen. Dodalo aj druzicu, Explorer 1. Explorer 1, vypusteny 31. janu-
ara 1958, sa stal prvou americkou druzicou. Na americkej strane Sputnik 1 podstatne
posilnil pocit ohrozenia Sovietskym zvazom. Politicki Cinitelia vyslovili nazor, ze
usiliu o drzanie kroku so sovietskymi kozmickymi podujatiami chybalo strategicky
podlozené a optimalne koordinované centralne vedenie. Kongres nasluchal a prijal
zakon o zriadeni civilnej agentury, Narodnej leteckej a kozmickej agentary (Natio-
nal Aeronautics and Space Administration, NASA). Prijaty zdkon Eisenhower pod-
pisal v juli 1958. NASA zah4jila ¢innost’ v oktobri 1958. Do vena dostala osvedc¢ené
pracoviska: Redstone Arsenal (aj s von Braunom) a JPL.

Sovietsky zviz uchopil iniciativu a naskok v stutazi so Spojenymi $tatmi nielen
vypustenim prvej druzice Zeme, ale aj prvymi pokusmi o poznanie Mesiaca pro-
strednictvom robotickych sond série Luna/Lunik (ndzvy st zamenitelné). Tri pri-
klady, vsetky tri malo zndme. PovSimnutia hodny je ich rychly ¢asovy sled. Sonda



46

Luna 1 (vypustena 2. janudra 1959) mala za ciel’ zasiahnut’ Mesiac. Minula, Mesiac
obletela vo vzdialenost’ 5.900 km. Stala sa prvym, 'udskou rukou vyrobenym pred-
metom, ktory sa priblizil k inému nebeskému telesu, a ktory vstiipil na heliocentricka
trajektoriu. Vel'mi délezité je, ze Luna 1 nenasla znamky magnetického pol'a Me-
siaca. Nepritomnost’ pol'a naznacila, Ze jadro Mesiaca je vychladnuté, tuhé, geolo-
gicky necinné. Sonda Luna 2 (vypustena 12. septembra 1959) zasiahla Mesiac. Via-
cero observatorii na Zemi zachytilo oblak prachu zdvihnuty narazom. Luna 2 sa stala
prvym umelym predmetom, ktory sa iného nebeského telesa dotkol. Sonda Luna 3
vypustena (4. oktobra 1959) po trajektorii podobajiicej sa predizenej osmicke, oble-
tela Mesiac a pri oblete zhotovila 29 snimok odvratenej strany Mesiaca. Snimky po-
kryli priblizne 70% povrchu odvratenej strany. Po dosiahnuti najvzdialenejSicho
bodu trajektoérie, sonda sa obratila, letela do blizkosti Zeme a obdrzanu fotograficka
korist’ vyslala do prijimacej stanice na Kryme. Mozaika snimok poskytla prvy po-
hl'ad na permanentne skryta stranu Mesiaca. (Obr. 1) Odhalila drsn, pomerne
svetll, kratermi rozkopanu krajinu. Na privratenej strane vizudlne prevazuju Cer-
nasté a hladké ,,moria” (maria) — v nazvoslovi siahajucom do sedemnasteho storocia.
Zvicsa svetlej lunarnej krajine neurovnaného vzhl'adu sa v tomto nazvoslovi hovori
»pevniny” (terrae). Luna 3 vyslovila definitivny verdikt: terrae dominuju povrchu
Mesiaca ako celku.

Obr.1: Prva fotomozaika odvrdtenej strany Mesiaca. (Luna 3, 1959) [AN SSSR]
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NASA pracovala, odhodlania a dobrej vole bolo dost’. Chybal ale postup rovnako
prijatel'ny vSetkym ucastnikom debaty o drzani kroku so Sovietmi. I§lo o spor medzi
dvoma zasadne odlisnymi koncepciami: robotickymi letmi a letmi s 'udskou posad-
kou. K tomu pristupili nezhody tykajtce sa urgencie letov, ¢i robotickych, alebo
ludskych. Eisenhower zastaval skeptické, az odmietavé stanovisko k I'udskym letom
— nielen na Mesiac, ale do kozmického priestoru vobec. Jeho znepokojenie nad roz-
po¢tovymi extravaganciami nebolo tajomstvom. Podobne nebola tajomstvom
osobnd averzia voci najddlezitejSiemu raketovému expertovi NASA von Braunovi a
von Braunovej Cate nemeckych inzinierov. Pocas druhej svetovej vojny general
Eisenhower velil spojeneckym armadam v Zapadnej Eurdpe. Major SS von Braun
viedol vyvoj raketovych balistickych striel, prvych zbrani toho druhu, pre nacistické
Nemecko. Po vojne, vo svojej novej vlasti, von Braun vzal na seba rolu hlasitého
proponenta 'udskych letov do kozmu. V juli 1960 zisli sa vo Washingtone zastup-
covia leteckého priemyslu, ozbrojenych sil, vedeckych institticii a vedenia NASA.
Predmetom konferencie bol pokus o dosiahnutie kompromisu medzi protichodnymi
pristupmi k Mesiacu. Dosiahnuty kompromis spocival v rozhodnuti poc¢uvat’ nie
Eisenhowera, ale von Brauna, a poslat’ astronautov na Mesiac. Pre nejestvujuci pro-
gram letov na Mesiac konferencia odhlasovala meno Apollo. Meno nadhodil funk-
cionar NASA Abe Silverstein. Neskor vysvetlil: ,,Myslel som, Ze obraz boha Apollo
v jeho bojovom kociari krizujiiceho Slnko daval najlepsiu predstavu o majestatnosti
navrhovaného programu.” (I thought the image of the god Apollo riding his chariot
across the Sun gave the best representation of the grand scale of the proposed pro-
gram.”) [1]

Eisenhowerov viceprezident Richard M. Nixon prehral prezidentské volby
v roku 1960. Vitaz, John F. Kennedy, od zakladu zmenil pristup Spojenych §tatov
k letom do kozmu. Kennedy vnimal politicky vyznam kozmickej prevahy nad So-
vietmi. Ostavalo len ti prevahu realizovat. Ako novy prezident, Kennedy vykonal
dva kritické tahy. V prvom, za NASA $éfa (titul: Administrator) vybral ostriel'an¢ho
washingtonského pravnika Jamesa E. Webba, niekdajsieho riaditel'a Uradu pre roz-
pocet (Bureau of the Budget). Katalyzator pre rychlu americkt akciu pontikli Sovieti,
ked’ 12. aprila 1961 vystrelili kozmonauta Jurija Gagarina na obeznll drahu okolo
Zeme. Dva dni po Gagarinovom lete Kennedy zvolal mimoriadnu poradu vlady. Vy-
sledkom porady bolo zavézné rozhodnutie: Nech to stoji ¢o stoji, na let ¢loveka
okolo Zeme Spojené Staty odpovedia letom ¢loveka na Mesiac. Bez otal'ania, NASA
vystrelila astronauta Alana Sheparda do vysky 185 km nad povrch Zeme (5. maja
1961). Pouzili k tomu von Braunovu strelu Jupiter C. V druhom kritickom tahu,
Kennedy oslovil spolo¢né zasadanie oboch komor Kongresu (25. maja 1961). Pred-
niesol historicky prejav, v ktorom poziadal o spolupracu v splneni nového narodného
ciela — pristatia astronautov na Mesiaci a ich bezpe¢ného navratu na Zem ,,pred kon-
com tohoto desatro¢ia.” Povedal Kennedy: ,,Verim, Ze niet kozmického programu,
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ktory by urobil hlbsi dojem na l'udstvo, a ktory by bol délezitejsi pre dlhodoby prie-
skum kozmu. A Zziadny iny nebude obt'aznejsi alebo nakladnejsi.” (“I believe that
this Nation should commit itself to achieving the goal, before this decade is out, of
landing a man on the Moon and returning him safely to Earth. No single space project
in this period will be more impressive to mankind or more important for the long-
range exploration of space. And none will be so difficult or expensive to accom-
plish.”) Kongres poc¢uval Kennedyho s nie prilisSnym nadSenim, ale nepostavil sa
planom do cesty. Program Apollo dostal zelent, zacal jestvovat’. [2]

Zacal jestvovat, ale eSte pred pristatim astronautov na Mesiaci zacal aj chradnut’.
Po zavrazdeni Kennedyho (22. novembra 1963) viceprezident Lyndon B. Johnson
sa ujal Gradu prezidenta. Zaujem o Mesiac a o dlhodobtl pritomnost’ ¢loveka v kozme
znatel'ne klesol — u verejnosti, v Bielom dome, v Kongrese. Ro¢ny rozpocet NASA
dosiahol vrcholu, 5,25 miliard dolarov (priblizne 65 miliard v dnesnej hodnote
meny) v roku 1965. Od toho roku, Kongres systematicky skrtil vysku rozpoctovych
pridelov pre NASA. Behom troch rokov po r. 1965, rozpocet NASA klesol o 20%.
Znechuteny Webb podal demisiu osobne do rik prezidenta Johnsona (16. septembra
1968). Johnson, predtym silny Kennedyho spojenec, zmenil nazor na lety do kozmu.
Na vine zmien v postoji ku kozmu bola zmenena politicka situacia: bezvychodna
vojna vo Vietname a socialny nepokoj doma. Historici sa zhoduju aj v tom, ze dve
osobnosti, John F. Kennedy a James E. Webb, sa viac ako ktokol'vek iny zasluzili
0 pristatia astronautov na Mesiaci. Obaja zastavali to isté stanovisko: Kk trvalej bez-
pecnosti a prosperite Spojené Staty potrebovali trvall pritomnost’ v kozme. Nepotre-
bovali prchavé vitazstva v konfliktoch s rovnako prchavymi protivnikmi. NASA, v
spolupraci so zahraniénymi partnermi, si uctila pamiatku vizionara Webba telesko-
pom nesucim jeho meno, James Webb Space Telescope. ESA (European Space
Agency) raketa Ariane 5 vyniesla teleskop na obeznt drahu okolo Zeme (25. decem-
bra 2021).

Hoci aj za zhorSujtcich sa podmienok, praca na dosiahnuti Mesiaca pokracovala
tempom vyrazajucim dych. Tri mesiace po Webbovej demisii a Styri dni pred Via-
nocami 1968, NASA pouzila prave dokonéeny raketovy agregat Saturn 5 a vypustila
lod” Apollo 8, s troj¢lennou posadkou na palube, smerom k Mesiacu. Zamer bol vy-
konat’ desat’ obehov vo vzdialenosti medzi 100 a 110 km od povrchu Mesiaca a vratit’
sa na Zem. Alan Shepard ozna¢il misiu Apollo 8 za najriskantnejSiu moznu (“the
greatest gamble in the space flight then, and since”). Vsetky systémy fungovali ako
mali, risk vysiel. A tak $t’astni astronauti — Frank Borman (velitel’), William A. An-
ders, James A. Lovell — sa stali prvymi l'ud’'mi, ktori dostali prilezitost’ vidiet’ Mesiac
zblizka. Dojmy? Anders: ,,Mesiac nie je ni¢ iné, ako pustatina. Uplna prazdnota.”
(“The Moon is nothing but a waste. Completely void.”) Lovell: ,,Nesmierna osame-
lost Mesiaca vyvolava uzas.” (“The vast loneliness of the Moon up here is awe-
inspiring.”) Borman: ,,Mesiac je obrovska, osameld, hrozu nahanajica domovina
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nicoho. Urcite nie lakavé miesto pre zivot alebo pracu. Mesiac dava podnet uvedo-
mit’ si, ¢0 mame na Zemi. Pohl'ad na Zem odtial’ poskytuje ohromnt lavu.” (“The
Moon is a vast, lonely, forbidding expanse of nothing. It certainly would not appear
to be a very inviting place to live or work. It makes you to realize what you have
back there on Earth. The Earth from here is a grand relief.”) Anders sekundoval:
”Prisli sme takto d’aleko, aby sme poznali Mesiac a najdolezitejsSie, Coho sme do-
siahli, Zze sme objavili Zem.” (“We came all this way to explore the Moon and the
most important thing is we discovered Earth.”)

— o

6br.2: Vychod Zeme nad Mesiacom. (/Alpollo 8, 1968) [NASA] -

—— —

Na Stedry vecer (houstonského ¢asu) posadka drzala vlastnii bohosluzbu a vy-
slala ju do celého sveta. Odhaduje sa, Ze prenos sledovalo 500 miliénov divakov. (V
roku 1968 Zem mala priblizne 3,6 miliardy obyvatel'ov.) Anders otvoril obrad. “Po-
sadka Apollo 8 posiela odkaz vetkym obyvatelom Zeme.” (“For all the people on
Earth, the crew of Apollo Eight has a message we would like to send you.”) Pokra-
Coval ¢itanim versSa 1:1 z Knihy Genézy. ,,Na pociatku, Boh stvoril nebo a Zem. Zem
bola beztvara a prazdna ...” (“In the beginning, God created the heaven and the
Earth. Earth was formless and empty ...“) Clenovia posadky sa vystriedali v ¢itani
dalSich deviatich verSov. Kym astronauti ¢itali, televizna kamera snimala obrazy
dezolacie pod letiacou lod’'ou. Borman ukon¢il obrad Zelanim a pozehnanim: “And
from the crew of Apollo Eight, we close with good night, good luck, a Merry
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Christmas, and God bless all of you —all
of you on the good Earth.” Citanie zo Sta-
rého zékona sa prihodilo z vlastnej inicia-
tivy ¢lenov posaddky Apollo 8. Splnilo
ucel, zabodovalo v sut'azi Zimnej vojny.
Ukazalo, ze na rozdiel od prisne kontro-
lovanych  sovietskych kozmonautov,
NASA astronauti si mohli dovolit' ve-
rejne vyriect slovd pokladané za za-
vadné, alebo prieiace sa prijatym
zvyklostiam. [3]

Rucne drzanym fotoaparatom a cez
okienko modulu pre posadku (Command
Module, CM), Anders zhotovil niekol'ko
pamétnych snimok. Najcastejsie reprodu-
kovana je snimka vychodu Zeme nad Me-
siacom. Zobrazuje Ziarivh modro-bielu
Zem, vynarajucu sa nad horizont tvoreny
pustou krajinou Mesiaca. (Obr. 2) Mesiac

-y nema cite'na atmosféru, preto sa obloha

Obr.3: Vychod Zeme nad Mesiacom. (GRAIL, JavV i tmavé., éiema’. a‘] uprostred 1uné€1:leh0

2012) [NASA/Caltech-JPL/MIT] dna. Hnutia venujuce sa ochrane Zzivot-

ného prostredia na Zemi si Andersovu

snimku volia za symbol svojho usilia. Snimka bola takto pouzita pri oslavach prvého

Dna Zeme (Earth Day), 22. aprila 1970. Vynimoc¢nost’ snimky méZeme ocenit’ po-

rovnanim so $tandardnymi snimkami vychodu Zeme nad Mesiacom, zhotovenymi
robotickymi sondami. (Obr. 3)

Po lete Apollo 8 nasledovali dva uspesné, ale menej napadné skasobné lety —
Apollo 9 s posadkou, okolo Zeme (Start 3. marca 1969), a Apollo 10, bez posadky, k
Mesiacu (Start 18. maja 1969). Po nich prisiel rad na Apollo 11 a cestu na Mesiac
naostro. Sedem tisic pozvanych hosti sa rano 16. jila 1969 tiesnilo na improvizova-
nych tribinach opodial’ odpal'ovacej veze 39A na NASA Kennedyho kozmickom stre-
disku (Kennedy Space Center, KSC) na Floride. Verejné osobnosti a celebrity prisli,
aby boli svedkami totalne nebyvalej historickej udalosti. Vyrecnou charakterizaciou
okolnosti sprevadzajucich Program Apollo bol fakt, ze polovica ¢lenov Kongresu a
guvernérov americkych Statov pozvanie odmietla. Kritiky a protesty neovplyvnili vy-
konanie planovanych akcii. Apollo 11 posadka — Neil A. Armstrong (velitel’), Edwin
E. Aldrin, Michael Collins — nastapila do modulov pripevnenych k $pici vozidla Sa-
turn 5. Odpocitavanie do Startu (countdown) prebehlo hladko. O 9:32 (floridského
¢asu) motory prvého stupnia agregatu Saturn 5 zapalili. Ligotajuce sa vesmirna lod’
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vzniesla a vydala sa na cestu. O Styri dni neskér, 20. jala 1969, o 16:18, Armstron-
gom pilotovany Mesacny modul (Lunar Module, LM) pristal na Mare Tranquuilitatis
(More pokoja). Armstrong a Aldrin si dopriali kratky odpoc¢inok. Potom otvorili
dvierka na LM a spustili rebrik. Armstrong zosttpil na povrch Mesiaca a vyriekol
nesmrtelné slova. ,,Maly krocik pre jednotlivca, obrovsky skok pre Tl'udstvo.”
(“That’s one small step for man, one giant leap for mankind.”) V priebehu dvojho-
dinovej prechadzky v najblizSom okoli LM, Armstrong a Aldrin nazbierali 21,7 kg
vzoriek hornin. (Obr. 4)

. 1969)

. Arstrongz iera vzor hornin na Mesiaci. (pollb
[NASA]

Obr.4: allo 11 astronateil

Po navrate na Zem, astronauti podstipili 21 dni striktnej karantény v Johnsono-
vom kozmickom stredisku (Johnson Space Center, JSC) v Houstone. VVzorky boli
drzané v karanténe 50 dni. Analyzy karanténovanych vzoriek neukazali Ziadne stopy
biologickej ¢innosti na Mesiaci. S biologickymi karanténami sa prestalo po misii
Apollo 14. Aby sa zabranilo okysli¢eniu, vzorky su drzané v chemickej karanténe —
v komore naplnenej dusikom. Misia Apollo 17 (pristatie 11. decembra 1972) ve-
decky zavazila najviac. Posadka — Eugene A. Cernan (Ceriian) (velitel’), Harrison H.
Schmitt, Ronald E. Evans — po prvy raz zahriiovala astronauta-geologa. Pocta patrila
Schmittovi. Apollo 17 LM pristal v udoli Taurus-Littrow, na apéti Apeninského po-
horia, oblasti Mesiaca, o ktorej sa myslelo, ze je posiata sopecnym popolom. Tri
terénne exkurzie zabrali Cerfianovi a Schmittovi 21 hodin. Astronauti mali k dispo-
zicii elektrické vozidlo (lunar rover), precestovali nim 35 km. Zhotovili 2.200
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snimok geologickych formécii, a nazbierali najviac vzoriek (101 kg). Stravili na Me-
siaci 75 hodin. Pre cestu domov, na Zem, Cerfian nasttpil do LM po Schmittovi.
Ostava doteraz posledny medzi astronautmi, ktori zanechali §l'apaje na Mesiaci.

Pristatia Apollo astronautov boli prevratné udalosti. Pohotovy von Braun ich pri-
rovnal k okamziku v evolucii, kedy sa morska biota po prvy raz vyplazila na suchu
zem. Zvelicoval? Historia posudi. Akonahle Program Apollo dosiahol svojho poli-
tického ciel’a, triumfu nad Sovietmi, nebolo viac dévodov v 'udskych letoch na Me-
siac pokracovat’ — riskovat’ zivoty a utrdcat’ peniaze. To hovorila prevladajuca ve-
rejna mienka v Spojenych Statoch a to hovoril Kongres. Prezident Richard M. Nixon
(vitaz volieb v roku 1968) ukonéil Program Apollo a nariadil NASA, aby sa v 'ud-
skych letoch zamerala na blizke okolie Zeme. Nixonove rozhodnutie nam vzalo
K letu pripravené misie Apollo 18, Apollo 19, Apollo 20. Dalo nam raketoplan
(Space Shuttle) a striedajicimi sa smenami astronautov obyvant stanicu v obehu
okolo Zeme (International Space Station). K vzdialenej$im destinaciam pokracovali
len menej nakladné a bezrizikové robotické lety. Torza nepouzitych rakiet Saturn 5
dnes sluzia ako parkové ozdoby pred JSC, KSC a MSFC (Marshall Space Flight
Center, Huntsville). [4]

Sovieti sa s Mesiacom rozlucili robotickymi sondami, z ktorych tri stoja za
zmienku. Mikko pristdli na Mesiaci, zavitali do pody-regolitu, ziskali stipce hornin
a hermeticky utesnené stipce odoslali na Zem. Boli prvé, ktoré takyto technicky né-
ro¢ny kasok vykonali. Luna 16 pristala (20. septembra 1970) na Mare Fecunditatis
(More plodnosti). Stipec 30 cm vysoky, dominantny nerast bazalt. Luna 20 pristala
(21. februara 1972) v Apollonius pahorkatine. Stipec 25 cm vysoky, dominantny
nerast anortozit. Material tvrdsi, ako bazalt Luna 16. Vzorky Luna 16 a Luna 20
obsahovali aj na prach rozdrvené zelezo. Luna 24 pristala (18. augusta 1976) na Mare
Crisiun (More kriz). Stipec 2 m vysoky, dominantny nerast bazalt. Vysoky stipec
odhalil vrstvenie v naplni Mare Crisium. Vrstvenie upozornilo na opakujlice sa epi-
z6dy lavovych zéplav. Geologicka historia Mesiaca je zrejme zlozitejSia, ako sa
predpokladalo.

Rozbor vzoriek hornin Apollo a Luna ukazal, ze Mesiac je priblizne toho istého
veku ako je Zem (~4,6 miliard rokov), a Ze ma podobné, ale nie identické chemické
zloZenie. Na samom zaciatku svojej existencie Mesiac bol tplne, alebo takmer uplne
roztaveny. Po vychladnuti Casti najblizSej k povrchu a po vytvoreni pevnej kory
(pred ~4,3 miliardami rokov) neprestajné bombardovanie masivnymi telesami (aste-
roidmi, kométami, meteoritmi) zacalo zanechavat’ viditeI'né stopy — rozdrveny po-
vrch a v8adepritomné kratery. Zavereéna kataklizmaticka séria velkych zasahov
(pred ~3,9 miliardami rokov) vytvorila na privratenej strane najmladsie kruhové kot-
liny. V priebehu nasledujucich ~800 miliénov rokov nizko leziace oblasti a dna na-
razmi vykopanych kotlin sa naplnili tmavou bazaltovou l&vou. Praskania kory a toky
lavy prestali s pokracujiicim chladnutim jadra a plasta (vrstvy medzi jadrom a
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kérou). Lava na tzv. moriach (maria) tvori zhruba 15% povrchu Mesiaca. Zasahy
kamennymi zbytkami po formovani planet neustah Vysledkom st na sebe Jeden na
druhom, ponakladané kratery Sirokého
rozsahu veku a velkosti. Zakladnou cha-
rakteristikou situacie na povrchu Me-
siaca je neprestajny ,,dazd”” mikrometeo-
ritov a kozmického prachu. Cely povrch
je suvisle posypany prachom. (Obr. 5)

Pod vrstvou prachu lezi regolit —
vrstva rozdrveného skalného podlozia
(thegos prikryvka, lithos skala). Prie-
merna hrabka vrstiev regolitu sa odha-
duje na 4-5m na moriach a 10 m na pev-
ninach. [5] Ked’Ze Mesiac nema atmo-
sféru a magnetické pole, prach a regolit
obsahuju aj Ccastice slneéného vetra A o
Golarwind), iedke lazmy neprestaine O Ll s e
vymr$tovanej Slnkom. Mesiac nepozna (Apollo 11, 1969) [NASA]
pocasie. Povrch Mesiaca sa vyznacuje
extrémnymi teplotami. Citujem jeden odhad. Priemerna denna teplota v oblasti rov-
nika: 107 °C; priemernd nocna teplota v tej istej oblasti: —153 °C. [6] Nehl'adiac na
autora odhadu, rozdiely medzi dennymi a no¢nymi teplotami dosahuju zévratnych
250 °C a viac. Hovorime o teplotach ,,pddy pod nohami,” nie o teplote atmosféry,
ako to robime na Zemi. Den na Mesiaci, t.]., ¢as, ktory Mesiacu zaberie raz sa otoCit’
okolo rota¢nej osi, trva 29,53 pozemskych dni. Poludnie a polnoc su od seba odde-
lené nieco viac ako dvoma tyzdilami. Za najvyznamnejsi objav misii Apollo je treba
pokladat’ uvedomenie si role kolizii pre vznik a evolticiu planét slnecnej sustavy,
vratane Zeme. Idea povazovana za otaznu eSte nie dlho pred érou kozmickych letov
sa posunula do stredu sucasnej planetarnej geologie a teorii vzniku a vyvoja plane-
tarnych telies.

Navrat astronautov na Mesiac s umyslom dlhodobého pobytu bude vyZadovat
spolichanie sa na miestne zdroje energie a surovin. Energiu poskytne Slnko, pro-
strednictvom vhodne umiestnenych slnecnych ¢lankov. Ocividne, astronauti buda
potrebovat’ vodu a kyslik. Vodu a kyslik potrebuju aj raketové motory. Elektrolyza
vody dava palivo (vodik) a okysli¢ovadlo (kyslik). Oba plyny sa pouzivaja v teku-
tom stave. Prvé raketové zbrane, vyvinuté ¢inskymi alchymistami v jedenastom sto-
roc¢i, pouzivali tuhé palivo, pusny prach. (Paradoxne, pusny prach vyvinuli v prie-
behu hl'adania elixiru predlzujuceho 'udsky zivot.) Rusky fyzik-samouk Konstantin
E. Ciolkovskij vo svojich publikaciach (po r. 1902) poukazal na nemoznost’ ovlada-
nia raketovych motorov spal’ujucich tuhé paliva. Raz zapalené, tuhé palivo hori, kym




54

nezhori. Miesto tuhych paliv Ciolkovskij navrhol pouzivat petrolej (kerozin), alebo
tekuty vodik. Ciolkovskij bol aj p6vodcom myslienky viacstupniovych rakiet. V Eu-
rope a v Spojenych Statoch o Ciolkovskom nevedeli. Jeho uzavery dosiahli nezavisle,
0 generaciu neskor. Wernher von Braun mal na tom vyznamny podiel. Sucasné ra-
ketové nosné vozidla su bez vynimky viacstupniové. Prvé tri stupne agregatu Explo-
rer spal’ovali zvlast’ upraveny kerozin a tekuty kyslik; Stvrty stupen spal’oval tuhé
palivo (zlozenie nebolo zverejnené). Prvy stupen agregatu Saturn 5 spal’oval kerozin,
vysSie dva stupne spal'ovali tekuty vodik. VSetky stupne pouzivali tekuty kyslik.
Kombinacia tekutého vodika a tekutého kyslika je najucinnejsSia raketova pohonna
hmota. Je treba zdoéraznit: Miestne zdroje energie a vody predstavuju nutna pod-
mienku pre dlhodoby pobyt cloveka na Mesiaci a pre pouzivanie Mesiaca vo funkcii
zakladne k letom na Mars a d’alej do kozmu. Druha nutna podmienka je nizsia Uni-
kova rychlost’ v porovnani s tinikovou rychlostou zo Zeme. Nasledkom niz$ej hmot-
nosti, Mesiac ma podstatne niz$iu tnikovu rychlost’ (2,38 km/s oproti 11,19 km/s
pre Zem). Raketové pohony stoja pred revolu¢nou zmenou. NASA, v spolupraci
s firmou Howe Industries, vyvija novy koncept — plazmovy raketovy motor (Pulsed
Plasma Rocket, PPR). V porovnani s klasickymi raketovymi motormi, PPR motory
budi mat’ podstatne nizSiu vahu a vyssi tah. Pohonny moment bude poskytovat’
plazma produkovana Stepnym jadrovym reaktorom. [7] Ak sa ocakavania splnia a
PPR motor sa podari vyvinut, viacstupiiové rakety pohanané tekutymi palivami stra-
tia hodne na vyzname. Nizka unikova rychlost’ tiez strati na vyzname. Mesiac pre-
stane byt nutnou, alebou takmer nutnou medzistanicou pre lety na Mars a d’ale;j.

Obr.6: Fotomozaika privratenej strany Mesiaca. Obr.7: Fotomozaika odvrdtenej strany Mesiaca.
(Clementine, 1994) (Clementine, 1994) [DoD/NASA/Caltech-
[DoD/NASA/Caltech-JPL/USGS] JPL/USGS] [DoD/NASA/Caltech-JPL/USGS]
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DIht prestavku v letoch k Mesiacu Spojené staty prerusili projektom Clementine,
spolo¢nym podujatim Ministerstva narodnej obrany (Department of Defense, DoD)
a NASA. Vojaci potrebovali testovat’ nové mapovacie a naviga¢né techniky. NASA
pontkla prihodny ter¢ — Mesiac. [8] (Projekt dostal meno po diev€ine z piesne “My
Dear Clementine,” spadajicej do obdobia kalifornskej zlatej horacky, 1848-1855).
Sonda Clementine (vypustena 25. januara 1994) niesla $tyri kamery, laserovy vys-
komer (altimeter) a dopplerovsky gravimeter. V prevadzke 73 dni (330 obehov),
sonda snala dva miliény zaberov, s linedrnym rozliSenim az 15 m. Poskytla prvé
kompletné zobrazenie globalnej topografie Mesiaca a prvi kompletn mapu gravi-
tacného pol'a. Predstavu o fotografickej zatve Clementine davaji fotomozaiky pri-
vratenej a odvratenej strany Mesiaca, kazda mozaika pozostavajuca z 15.000 zabe-
rov. (Obr. 6, 7) V oblasti juzného pdlu Clementine mapovanie identifikovalo doteraz
najvacsiu znamu narazovi Kotlinu v celej slnecnej sustave, South Pole — Aitken Ba-
sin (priemer 2500 km, hibka 12 km; meno po americkom astronémovi R. G. Ait-
kenovi). Vizudlne, kotlina je sotva rozoznateI'na od okolitého terénu. Kolizia, ktora
kotlinu vytvorila sa prihodila pred najmenej 4 miliardami rokov. Neskorsie kolizie a
narazy znicili pévodny okraj kotliny vytvoreny rozlamanymi a zdvihnutymi blokmi
lunarnej kory. (Obr. 8)

Obr.8: Fotomozaika juznej poldrnej oblasti Me-  Obr.9: Fotomozaika juznej poldrnej oblasti Me-
siaca. (Clementine, 1994) siaca. Krater Shackleton je uprostred mozaiky.
[DoD/NASA/Caltech-JPL/USGS] Pél je na lavom okraji krdtera. (LRO, 2009)
[NASA/GSFC/Arizona State University]

Mozno najdolezitejsim experimentom Clementine sa ukazal byt improvizovany
bistaticky radar. (Kratke vysvetlenie: bistaticky radar ma vysiela¢ a prijimac od seba
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oddelené, kazdy pouziva svoju vlastni anténu. Monostaticky radar je Standardny ra-
dar, ako ho pozname. Vysiela¢ a prijima¢ st spolu a pouzivaju spolo¢nt anténu.)
Bistaticky radarovy experiment Clementine: komunika¢na vysielacka na palube
sondy vyslala signaly (2,27 GHz, 6 W) cielené na terce v polarnych oblastiach Me-
siaca. Spravne volena geometria triady vysiela¢-teré-prijima¢ umoznila, aby odra-
zené signaly prijali 70-metrové antény NASA Kozmickej radiovej siete (Deep Space
Network, DSN) v Austrélii, Spanielsku, Kalifornii. V niekol’kych pripadoch odra-
zené signaly boli silnejsie, ako odrazy od nekonsolidovanej, drsnej horniny. Ugas-
tnici projektu Clementine vyslovili domnienku, Zze zdrojom silnejSich odrazenych
signalov mohli byt vodnym ladom potiahnuté dn4 kraterov. [9] Vyrazny priklad po-
skytol krater Shackleton (priemer 21 km, hibka 4 km; meno po britskom poldrnom
badatel'ovi E. H. Shackletonovi), leziaci priamo na juznom pole. (Obr. 9)

Loziska l'adu na juznom pole suchého, vyprahnutého Mesiaca? Kde sa vzali? Vy-
svetlenie je prosté. Rotacnd os Mesiaca je odklonena o 1,54° od kolmice k ekliptickej
rovine — rovine tvorenej obeznou drahou Zeme okolo Slnka. Maly odklon rotaéne;j
osi znamena, ze v polarnych oblastiach Mesiaca Slnko je za dna len na obzore, nie
vysSie. Nizko polozené terénne segmenty su ponorené do permanentnej tmy
a chladu. Teplota tych segmentov pravdepodobne neprevysuje -230 °C. [10] Kométy
spravidla obsahuju silikatové skaly a vodny l'ad. Ked’ kométy zasiahnu polarnu ob-
last’ Mesiaca, molekuly I'adu padnu do teplotnych pasci a v nich zotrvaju. Odhady
celkového objemu l'adu akumulovaného na Mesiaci sa roznia od desiatok milidnov
m? po stovky miliénov m. V polarnych oblastiach Mesiaca sa nachadzaju aj terénne
segment vyC¢nievajuce nad miestny obzor. Vd’aka zvysenej elevacii, va¢s§inu ¢asu st
osvetlené Slnkom. Maji pomerne stale teploty, —30 °C az —50 °C. Sa vhodné pre
umiestnenie slneénych ¢lankov. Vzajomna blizkost’ vody a potencialnych zdrojov
elektrickej energie Cini z vyvySenych polarnych terénnych segmentov mozné lokacie
pre l'udské zakladne na Mesiaci. Mesiac nema hydrologicky cyklus. Musi byt
zrejmé, ze miestne zdroje 'adu, ak sa ich podari spristupnit’, nebudi nevycerpatelné.

Bistaticky radarovy experiment Clementine je treba vlozit' do patri¢nych suvis-
losti. ESte pred letom sondy Clementine k Mesiacu, vedecki pracovnici z JPL a via-
cerych americkych univerzit vykonali dva pozoruhodné bistatické radarové experi-
menty. Tercom oboch bol Merkur. Vo funkcii vysielaca oba experimenty pouzili
kalifornskti Goldstone DSN 70-metrovu anténu. Jeden experiment pozostaval z vy-
slania signalov (8,51 GHa, 460 kW) na Merkur a prijatia odrazenych signalov radi-
oteleskopickym systémom VLA (Very Large Array) v Soccorro (New Mexico).
VLA systém sa sklada z 26 antén, kazda o priemere 25 m. V druhom experimente,
Goldstone, signaly (2,40 GHz, 420 kW) odrazené Merkurom prijala 300-metrova
radioteleskopicka anténa v Arecibo (Puerto Rico). V oboch experimentoch odrazené
signaly prichadzajice z niektorych miest v severnej polarnej oblasti Merkura boli
vyrazne silnejsie, ako signaly od ostatnych casti planéty. Podobali sa Goldstone
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monostatickym odrazom od 'adom pokrytych polov Marsu a od 'adovych mesiacov
planéty Jupiter (Callisto, Eurdpa, Ganyméd). Viedli k uzaveru, Ze na severnom pole
Merkura sa nachadzaji kratery obsahujtice I'ad. [11] (Obr. 10)

Obr.lO: Panordma severnej polarnej oblasti planéty Merkur. oka'cie vodného ladu, zistené bistatic-
kymi radarovymi experinentmi, sii oznacené zltou farbou. (MESSENGER, 2004)
[NASA/Johns Hopkins University/Carnegie Institution]

Vzdialenost’ medzi Slnkom a Merktrom sa rovna tretine vzdialenosti medzi Sln-
kom a Zemou; v priemere 58 miliénov km vs. 150 miliénov km. Rota¢na os Merkura
je takmer kolma k rovine obeznej drahy okolo Slnka. Geometria slnecného osvetle-
nia Merkura je analogicka geometrii osvetlenia Mesiaca. Merkur nemé atmosféru.
Ma len extrémne riedku, tenku a nestalu vrstvu atdmov uvol'nenych z povrchu ne-
pretrzitym pradom castic slnecného vetra a prilezitostnymi narazmi meteoritov. Mo-
dely tepelného rezimu na povrchu Merktira hovoria, Ze teplota osvetlenych ¢asti pla-
néty dosahuje 400 °C. Teplota v permanentne tienenych polarnych oblastiach sa po-
hybuje okolo —125 °C. [12] Ak sa vodny l'ad najde v tienenych Castiach Merkura,
planéte najblizsej k Slnku, nemalo by prekvapovat’, Ze sa najde aj v tienenych Cas-
tiach Mesiaca.

Radarové experimenty, monostatické alebo bistatické, prinasaji nepriame do-
kazy o existencii vodného I'adu na planétach a mesiacoch. Nepriame dokazy, trebars
presvedcivé a oslavované, nepostac¢uji. Pomerne hladka bazalticka lava, tvoriaca po-
vrch ,,mori” na privratenej strane Mesiaca, odraza radarové signaly takmer ako l'ad
— znatel'ne silnejsie, ako drsné silikatoveé horniny. St rozdiely v polarizacii odraze-
nych signalov, ale tie nebyvaju dostatocne vyrazné. Aby sme sa o vodnom l'ade na
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Cassini

K )
Water

Temperature Hydroxyl
Obr.11: Voda a hydroxyl na Mesiaci. Pozorova-
nia vykonané pocas obletu Mesiaca sondou Cas-
sini-Huygens, (Cassini, 1997)
[NASA/Caltech-JPL/USGS]

Deep Impact

Obr.12: Vodny lad v severnej poldrnej oblasti
Mesiaca. (Deep Impact, 2005)
[NASA/Caltech-JPL/University of Maryland]

Mesiaci mohli vyslovit’ s kone¢nou plat-
nostou, potrebujeme dokazy priame,
jednoznacné, nezavislé na interpretécii
nejednoznacnych merani. Robotické mi-
sie, ktoré po misii Clementine nasledo-
vali, potrebné priame dokazy ponukli.
Misia Lunar Prospector mala za ciel
kompletne zmapovat’ chemické zloZenie
najvyssej vrstvy povrchu Mesiaca.
Sonda (vypustena 7. janudra 1998) niesla
neutréonovy spektrometer. Spektrometer
zaznamenal pritomnost’ atdbmov vodika
na povrchu, alebo tesne pri povrchu
oboch polarnych oblasti Mesiaca. Objav
vodika misiou Lunar Prospector vedenie
NASA prijalo za prvy priamy dokaz
existencie vodného l'adu na Mesiaci.
[13] Misii Clementine dali meno pripo-
minajice zlato. Ako sa ukazalo, misia
Lunar Prospector dostala meno este pri-
liehavejsie. Slovo ,,prospector” znamena
»hlada¢ zlata, zlatokop. “Voda na Me-
siaci! Voda nad zlato!*

Priamych merani pritomnosti vod-
ného l'adu na Mesiaci bolo viac. NASA
vystrelila sondu Cassini-Huygens (15.
oktobra 1997) s cielom letiet’ k planéte
Saturn. Saturn je takmer desat’krat d’ale;
od SlInka ako je Zem. Za podmienok op-
timalnej spotreby paliva let na Saturn by

trval priblizne 40 rokov. Prihodna konfiguracia planét (Zeme, Venuse, Jupitera) do-
volila pouzit’ gravitacny katapult a skratit’ trvanie letu na 7 rokov. Katapult vyzado-
val, aby sa sonda Cassini-Huygens vydala na cestu smerom k Venusi, presne opacne
od smeru k Saturnu. Po druhom tesnom oblete Venuse (24. jina 1999) sonda obletela
Zem a Mesiac (18. augusta 1999) a pokracovala na Saturn. Oblet Mesiaca vedenie
projektu Cassini-Huygens vyuzilo ku kalibracii niektorych pristrojov vo vybaveni
sondy. Infracerveny spektrometer (Visual and Infrared Mapping Spectrometer,
VIMS) ukézal, ze molekuly vody a hydroxylu (OH) s na Mesiaci pritomné na vset-
kych zemepisnych Sirkach, aj v oblastiach vystavenych slne¢nému ziareniu. (Obr. 11)
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NASA sonda Deep Impact (vystrelena 12. januara 2005) mala za ulohu presku-
mat’ zloZenie a Struktiru kométy Tempel 1. Niesla d’al$iu sondu, ktora spustila do
dréhy kométy. Néraz (impact) nastal 4. jula 2005. Dvoma kamerami a infracervenym
spektrometrom nosnd sonda zaznamenala nasledky narazu. Odhaduje sa, Ze kométa
narazom stratila ~250.000 m® 'adu. Znaény objem ladu uvolneny vcelku bezvy-
znamnym narazom posilnil vierohodnost’ domnienok o kometarnom povode l'ado-
vych usadenin v polarnych oblastiach Mesiaca. V prediZzenej misii, pri prelete nad
Mesiacom (9. juna 2009), sonda Deep Impact nasla I'ad v oblasti severného polu.
[14] (Obr. 12) Pre stvrty priklad ideme do Indie. Indicka organizacia pre kozmicky
vyskum (Indian Space Research Organization, ISRO) vypustila (22. oktobra 2008)
sondu Chandrayaan 1, prvého indického posla smerom k Mesiacu. (V jazyku sanskrt
slovo ,,chandrayaan” znamena ,,korab na Mesiac.””) Sonda oblietala Mesiac v polar-
nych kruhovych drahach, 100 km nad povrchom. Chandrayaan 1 misiu NASA pod-
porila dvoma pristrojmi: miniatarnym radarom (Miniature Synthetic Aperture Ra-
dar, Mini-SAR) a infraéervenym spektrometrom (Moon Mineralogical Mapper,
M3). V polarnych oblastiach radar identifikoval cez 40 kraterov s odrazmi signalov
charakteristickymi pre 'ad. Merania infraCervenym spektrometrom potvrdili, Ze mo-
lekuly vody a hydroxylu sa v polarnych oblastiach skuto¢ne nachadzaju. [15] (Obr.
13) Piaty priklad. Infracerveny teleskop NASA SOFIA (Stratospheric Observatory
For Infrared Astronomy), instalovany na lietadle Boeing 747SP, pozoroval v prie-
behu rokov 2020-2022 niekol’ko razy Mesiac z vysky 12 km nad Zemou. Zvolena
vyska zarucovala, ze 99% pozemskej atmosférickej vlhkosti ostavalo pod drahou
teleskopu. Merania absorpcie slne¢ného Ziarenia na vinovej dizke 6 um naznadili
pritomnost’ molekul vody separatne od molekill hydroxylu v plnom rozsahu zeme-
pisnych Siriek. Opakované zistenie: Molekuly vody su pritomné bez ohl'adu na tien
alebo osvetlenie, bez ohl'adu na geologické utvary. [16]

Water Signature

7

Obr.13: Vodny lad na privrdtenej strane Mesiaca. Modrd Sipka oznacuje polohu krdtera
Goldschmidt (priemer 113 km, hlbka 2 km). Krater ma pravdepodobne najvyssi obsah ladu v severnej
poldrnej oblasti. (Chandrayaan 1, 2008) [ISRO/NASA/Caltech-JPL/Brown University]
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Planovanie navratu astronautov na Mesiac s imyslom vyuzivania miestnych
zdrojov energie a surovin vyzaduje povrch telesa o najdokladnejSie poznat’ a zma-
povat’. Apollo pristavacie miesta boli vybraté na zaklade informacii poskytnutych
sondami Ranger (narazili do Mesiaca), Surveyor (pristali mékko), Lunar Orbiter
(krazili a fotografovali). Uhrnne, medzi rokmi 1962 a 1968 k Mesiacu letelo deviit-
nast NASA mapovacich sond. Vyprodukovali fotografickii mapu 99% povrchu pri-
vratenej strany, s linearnym rozlisenim 60 m. V kruhoch planetarnych geolégov boli
vyslovené obavy, ze Apollo moduly by sa mohli preborit’ do predpokladanej vrstvy
prachu pokryvajucej Mesiac. Sondy Surveyor overili mechanicku nosnost’ regolitu
a preukazali zbytocnost’ obdv. O l'ade v blizkosti pélov a mozno inde na Mesiaci
sa nevedelo, preto Apollo pristavacie miesta padli do lokacii v pomerne bezpec-
nom, topograficky hladkom rovnikovom pase Mesiaca. Inak je tomu s budicimi
misiami, vratane misii programu Artemis. Caka ich pristavanie v hornatych,
omnoho menej bezpe¢nych polarnych oblastiach. Informacie ziskané mapovacimi
sondami programu Apollo a sondou Clementine nepostacuji. Sondou LRO (Lunar
Reconnaissance Orbiter) NASA zahdjila kampai na zmapovanie Mesiaca s najvys-
Sou presnost'ou dosiahnutel'nou z obeznej drahy. LRO nesie jednu Sirokouhlt ka-
meru (Wide-Angle Camera, WAC) a dve uzkouhlé kamery (Narrow-Angle Camera,
NAC). WAC snimky poskytli dokonalé synoptické obrazy povrchu Mesiaca. (Obr.
14, 15) NAC snimky, s linedrnym rozlisenim 0,5 m, davaju prilezitost’ posudit’ kva-
litu LRO pohl'adu na Mesiac.

Obr.14: Fotomozaika severnej poldrnej oblasti  Obr.15: Fotomozaika juznej poldrnej oblasti Me-
Mesiaca. (LRO, 2009) siaca. (LRO, 2009)
[NASA/GSFC/Arizona State University] [NASA/GSFC/Arizona State University]
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V NAC snimkach vieme ngjst’ tak
malé objekty ako su stojace sondy Sur-
veyor a tiene nimi vrhané. Snimky tiez
podavaju skutocny obraz Mesiaca — te-
lesa ,,pod’obaného” kratermi a jamkami
vSetkych velkosti, az na samotné hra-
nice viditel'nosti. (Obr. 16) Sonda LRO
(vypustena 18. juna 2009) mala praco-
vat’ dva roky. Po patndstich rokoch ne-
prerusenej prevadzky je stale funkcna.

O spravnosti vedeckych ddévodov
pre navrat na Mesiac niet pochybnosti.
Dvojica Zem-Mesiac obieha SInko ako £y .
jedna planéta. Poznanie geologickej his-  Obr.16: Tieri vrhany sondou Surveyor 6, stojacou
torie Mesiaca prispieva k rekongtrukcii ¥ 7OV"koves Oblas(tliéloeSlggg‘g)D [2ka tiena: 18 m.
historie Zeme. Vzajomné narazy kovo- [NASA/GSFC/Arizona State University]
vymi a kamenistymi objektmi v prie-
behu akrécii planét premienali kineticku energiu na energiu tepelnt. Teplo zaprici-
nilo roztavenie vznikajucich telies. Roztavenie viedlo k vytvoreniu kovovych jadier,
zmiesanych polokovovych plastov a silikdtovych koér. Vnuatorna diferenciécia jadro-
plast-kora je spolocnym rysom vsetkych terestridlnych (kamenistych) planét, aj
Zeme a Mesiaca. Kratermi zjazveny povrch Mesiaca pontika svedectvo o koliznej
faze planetarnej evolacie. Na Zemi, dynamicky vyvoj kory (tektonika, orogenéza,
vulkanizmus, er6zia) vymazal stopy primarnych kolizii. Povrchy VenuSe a Marsu
taktiez stratili mnoho z povodného vzhladu. Ak chceme vidiet Zem, ako vyzerala
kedysi, musime sa obtazovat’ na Mesiac (alebo na Merktr). Stivislé makroskopické
bombardovanie sa utiSilo vyCerpanim masivnejSich zbytkov po akréciach planét.
Mikroskopické bombardovanie galaktickym prachom a Casticami kozmického zia-
renia a slne¢ného vetra pokracovalo a pokracuje nad’alej. Regolit a prach Mesiaca sa
da pokladat’ za archiv nepreruseného priadu mikrocastic udierajucich povrch. Vzacny
archiv ¢aka na detailné rozlustenie.

Vznik Mesiaca bol dlho zdhadou. S rozvojom astrofyziky a geofyziky vynorilo
sa viacero teorii. Spadali do troch kategorii. V jednej, Mesiac vznikol niekde d’aleko,
bludil priestorom, kym ho Zem neuchopila do svojho gravitaéného pol'a. V druhe;j,
Mesiac rastol a narastol akréciou stbeZzne s akréciou Zeme, v susedstve Zeme
a z toho istého materialu ako Zem. V tretej, vnutorné pochody v uz sformovanej
proto-Zemi vyhodili material, z ktorého sa sformoval proto-Mesiac. [17] Dnes pri-
jata hypotéza gigantického narazu (Giant Impact Hypothesis) tvori Stvrti kategoriu.
Hypotéza pripisuje vznik Mesiaca narazu bludnej proto-planéty do proto-Zeme.
Proto-planéta dostala meno Theia (po matke Selény, zosobnenia bozskej Luny).
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Naéraz sa prihodil pred ~4,5 miliardami rokov. Theia vytrhla z proto-Zeme znacné
mnozstvo materidlu. Vytrhnuty material, spolu s materidlom z Thei, sa nerozptylil,
ale sa spojil do gule. Novovzniknuta gul’a ostala v gravitaénom poli Zeme a spolu so
Zemou obieha Slnko. [18] Celé4 Theia zrejme nebola zahrnuta do gule Mesiaca. Kde,
teda, je? Nedavne merania rychlosti $irenia seizmickych vin vnitrom Zeme nazna-
¢ili, Ze rychlost’ je niz$ia v dvoch rozsiahlych oblastiach (Large Low-Velocity Pro-
vinces, LLVP) na rozhrani jadra a plasta. Plosny a objemovy rozsah oboch je po-
rovnatelny s rozsahom kontinentov na povrchu Zeme. Jedna LLVP lezi ~3000 km
pod Afrikou; druha LLVP takisto hlboko pod Tichym Oceanom. Rychlost” §irenia
seizmickych vin je nepriamo imerna hustote prostredia. Cez kovy sa seizmické viny
Siria pomalSie, ako cez silikaty. Masivne provincie nizSich seizmickych rychlosti
Vv plasti Zeme normalnym geologickym vyvojom vzniknut’ asi nemohli. Multidiscip-
linarny vyskumny projekt tykajici sa struktary Zeme, zapocaty na Caltechu v roku
2019, prisiel s necakanym vysledkom: Obe LLVP st zbytkami Thei. Na Zelezo a
kovy bohaté jadro Thei sa narazom rozpoltilo, obe polovice sa Vklinili do plasta
Zeme. A tak, naraz Thei vytvoril nielen Mesiac, ale aj mohutnejsiu Zem. Vplyv na-
razu na tektonicky vyvoj Zeme a na vznik a vyvoj Zivota na Zemi je predmetom
pokracujiceho vyskumu. [19]

Pribeh Thei potvrdzuje davne konstatovanie: Znalost' geologickej historie Me-
siaca prispieva k hlbSiemu poznaniu geologickej historie Zeme. Apollo 17 astronaut-
geoldg a profesor geoldgie na Wisconsinskej univerzite H. H. Schmitt si vo svojich
argumentoch pre navrat na Mesiac abstraktni geologiu nev§ima. Ststred'uje sa na
energetickll situaciu na Zemi a na predpokladany prinos Mesiaca k jej rieSeniu.
Schmitt kladie doraz na taZbu izotopu hélium 3 (He—3) na Mesiaci, a na fuzie tohoto
izotopu ako zdroja tepelnej a elektrickej energie. [20] Fuzie, spojovania Iahkych,
menej stabilnych atomovych jadier a tvorba t'azsich, stabilnych jadier, prebiehaju
vnutri Slnka a hviezd. Priklad zékladnej fuzie:

2H(deutérium) + 3H(tricium) - 3He + n

Na Zemi, vodikova bomba je doteraz jedinym ,,praktickym” pouzitim fuzie.
Technické problémy sprevadzajuce spustenie fuznych reaktorov a ich udrzanie
v chode predbezne znemoznili naozajstné praktické pouzitie. Spolo¢nym rysom fu-
zii zahfmajucich H-3 st zhubné neutrony a radioaktivny odpad. Schmitt upozortiuje
na menej zname flzie izotopu He—3. Priklad:

{H + 3He » 3He + p

Spolo¢nym rysom fuzii zahtiajicich He—3 su neskodné protony a pomerna radi-
oaktivna Cistota. Prad protonov, vedlajsi produkt reakcii, moze sluzit’ za pridavny
zdroj elektrickej energie. Na Zemi, zemny plyn obsahuje He—3 v mizivom mnozstve,
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sotva postacujucom pre vyskumné ucely. Mesacny regolit obsahuje He-3, sucast’
slne¢ného vetra, v prijatelnom mnozstve. Predpokladand Cistota He—3 fuzii a po-
mernd hojnost’ He—3 v regolite a prachu Mesiaca, to su Schmittove karty. Priemys-
lové vyroba elektrickej energie prostrednictvom He—3 fuzii, podl'a Schmitta nevy-
hnutna k naSmu prezitiu, vyzaduje navrat na Mesiac. Taktiez vyZaduje novy, nesen-
timentalny pristup k Mesiacu. Komer¢né zaujmy st nadovsetko iné! Schmitt sa ob-
racia k sukromnym podnikatel'om a presviedca ich (a nas), ze spravne organizované,
profitom motivované dolovanie izotopu 3He na Mesiaci predstavuje jasnl cestu
vpred. Ekonomicka expanzia na Mesiac sa svojou podstatou nelisi od niekdajSich
ekonomickych expanzii do novych teritorii na Zemi. V druhej polovici dvadsiateho
prvého storoéia, Schmitt predpoveda, He—3 fizne reaktory v tandeme s parnymi tur-
binami nahradia dne$né sposoby produkcie elektrickej energie. Nahradia ich na sta
a tisice rokov.

Schmittova vizia, v pripade Ze sa ju podari realizovat’, od zakladu zmeni Zivot na
Zemi. Pomint obavy z vycerpania fosilnych paliv a, hlavne, z existencidlnej hrozby
predstavovanej klimatickou zmenou sposobenou ich spalovanim. OSN Zmluva
0 kozmickom priestore (Outer Space Treaty, 1967) hovori, Ze Ziadna krajina nema
pravo prisvojit’ si kozmické telesa alebo uzemia na kozmickych telesach. Zmluvu
podpisalo 115 krajin, d’al§ich 23 sa k zmluve pripojilo ¢iasto¢ne. Dohodu o Mesiaci
(Moon Agreement, 1979) prijalo 22 krajin. Vel'moci (SSSR/Rusko, Spojené staty,
Cina, India) medzi nimi chybajii. Dohoda zakazuje budovanie vojenskych zakladni
a opevneni na Mesiaci a pouzivanie Mesiaca k testovaniu zbrani. Otdznik visi nad
vlastnictvom kozmickych surovinovych zdrojov a nad rolou sukromného kapitalu
v ich dobyvani. VedlajSou (a systematicky ignorovanou) otdzkou v suvislosti s do-
byvanim nerastov a prchavin na Mesiaci a na inych kozmickych telesach je zacho-
vanie environmentalnej Cistoty a vedeckej celistvosti tych telies.

Snahy o navrat astronautov na Mesiac narazali na chronicky zachmurené poli-
tické a rozpoctové pocasie. Pri prilezitosti dvadsiateho vyrocia misie Apollo 11, pre-
zident George W. H. Bush vyhlasil nova kozmickt iniciativu (Space Exploration
Initiative, SEI). V ramci SEI astronauti by boli pristali na Mesiaci pred r. 2000 a na
Marse niekedy po r. 2010. Prezident Bush: ,,Pre¢o Mars? Lebo udelom l'udstva je
usilovat’ sa, (v dne hl'adat’, najst’. A lebo udelom Ameriky je viest.” (“Why Mars?
Because it is humanity’s destiny to strive, to seek, to find. And because it is Ame-
rica’s destiny to lead.”) Tradi¢ny a prirodzeny pristup: Mesiac, medzi stanica
k Marsu. Po Mesiaci Mars, koruna nasich snah. Terminy neboli stanovené, len pred-
pokladané. K ziadnym pristatiam nedoslo. Vyhlasena s vel’kymi fanfarami, SEI za-
nikla prv, ako sa rozbehla. Podl'ahla vlaznému prijatiu verejnost'ou a chladnému pri-
jatiu Kongresom. Bezprostrednou pri¢inou negativnych reakcii bol odhad celkového
nakladu na uskuto¢nenie SEI: cez 500 miliard dolarov (v dneSnej hodnote meny
okolo dvoch trilionov). Déverny odhad unikol jeho autorom a dostal sa do
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spravodajskych médii. Vyvolal zdesenie medzi politickymi komentatormi. Objav
ladu na Mesiaci, ktory priSiel o pat’ rokov po SEIL situdciu neovplyvnil. NASA a
DoD predlozili Kongresu navrh pre d’alsi spolo¢ny projekt, misiu Clementine 2. Mi-
sia mala dokonalejSie zmapovat’ povrch Mesiaca, so zvla§tnym prihliadnutim na
existenciu 'adu. Prezident William Clinton pouZil svoje pravo veta a navrh z fede-
ralneho rozpoctu vyskrtol.

Prezident George W. Bush, syn G. W. H. Busha, vyhlasil (14. januara 2004) novt
kozmicku iniciativu, Vision for Space Exploration (VSE). V istom zmysle, prezident
Bush-syn sa pokusil ozivit’ iniciativu SEI, s ktorou jeho otec prisiel o patnast’ rokov
skor. Odhad nékladov na uskutocnenie VSE, ak bol vykonany, nebol zverejneny. Do
stredobodu NASA cinnosti VSE umiestnila navrat astronautov na Mesiac a aspoinl
jednu cestu na Mars. Terminy opat’ neboli formalne stanovené. Neformalne terminy,
diskutované v kruhoch NASA, sa pohybovali medzi rokom 2020 (Mesiac) a rokom
2030 (Mars). VSE sa pomaly rozbehla. Vazne programové nezhody sa vyvinuli na
najvyssich miestach. Prezidentské vol'by v novembri 2008 vyhral Barack H. Obama.
Pocas volebnej kampane viac razy vyjadril presvedéenie, ze federalne finan¢né pro-
striedky sa maju venovat’ na uzito¢né ucely, napriklad vzdelavanie deti, nie na vy-
sielanie astronautov do kozmu. Systémovy inzinier Christopher J. Scolese, Obamov
prvy $éf NASA, pred Kongresom povedal, Ze zmysel navratu na Mesiac mu nebol
jasny. Niekdajsi astronaut Charles F. Bolden, Obamov druhy $éf NASA, urobil ve-
rejné vyhlasenia, v ktorych kritizoval ciele VSE, menovite ndvrat na Mesiac. (Bo-
lden sa Apollo misii neztcastnil.) Vyslovil Zelanie letiet’ priamo na Mars. Pripustil
ale, ze Mars bol prili§ d’aleko, finan¢ne aj casove. John P. Holdren, profesor ekologie
na Harvardskej univerzite a Obamov vedecky poradca, vyriekol radikalny nazor.
NASA, podl'a Holdrena, by sa mala sustredit’ na pozorovania Zeme a mala by pouzit’
svoj jedine¢ny technicky aparat na sledovanie klimatickych zmien na Zemi. A ¢o
Obama? V prejave na KSC (15. aprila 2009) Obama nacrtol nové smernice pre
NASA. Podstata smernic, zhrnuta do troch viet: Na Mesiac nejdeme, tam sme uz
boli. Niekedy v hmlistej budiicnosti pdjdeme na (neurceny) asteroid, potom na d’alsi.
O ceste na Mars ani slovo. Rozpoctové zasahy Kongres podkopali zivotnost VSE
iniciativy. Nové smernice znamenali jej zdanlivy koniec. Zdanlivy, lebo Kongres
urobil necakany obrat. Znacnou vicsinou odhlasoval, aby NASA nahradila vyradent
tazkl nosnu raketu Saturn 5 a vyvinula nové, rovnocenné alebo vykonnejsiu ves-
mirnu lod’. Kongres dal tomu vozidlu meno Space Launch System (SLS). Vesmirna
lod’ SLS by zachovalo schopnost’ dosiahnut’ ciele identifikované vo VSE (Mesiac,
Mars). Rovnako ne¢akane, Obama implicitnu kritiku zo strany Kongresu bez zjav-
nych namietok prijal a prislusny zakon podpisal (11. oktobra 2010). Vyvoj vozidla
Saturn 5 pod von Braunovym vedenim bol vnutornou zéleZitostou NASA. Vyvoj
SLS sa stal medzinarodnym, komerénym podujatim pod vedenim firiem Boeing,
Lockheed Martin, Airbus. Pre cesty na Mesiac, k $pici SLS bude priputané raketové
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vesmirne vozidlo menom Orion MPCV (Multi-Purpose Crew Vehicle). Vesmirne
vozidlo poskytne pristreSok Stvorélennej posaddke. Po prvy raz v histérii I'udskych
kozmickych letov posadka bude mat’ l'udskejSie prostredie—kuchyniu a toaletu.
Orion, planovany este v ramci VSE, je tieZ produkt medzinarodnej spoluprace. Mo-
dul pre posadku (crew module) dodala firma Lockheed Martin, pohon (service mo-
dule) dodala firma Airbus. [21]

Programovu neistotu a rozharanost’ potlacil a do hry o navrat na Mesiac sa vlozil
necakany hra¢, prezident Donald J. Trump. Po necelom roku v urade, prezident Trump
vydal (11. decembra 2017) direktivu pre NASA: Obnovit lety astronautov na Mesiac
a polozit’ zaklady letom na Mars. [22] Bez mnohych reci Trumpov $éf NASA James
F. Bridenstine oznamil (14. maja 2019) ustanovenie Programu Artemis. (Meno Arte-
mis priSlo prirodzene. Apollo a Artemis boli dvojcata, deti Zeusa a Leto. Davni Gréci
uctievali Artemis ako bohyiu lovu a Mesiaca.) Vysoko ambiciézny, pritom sotva vi-
ditelny Program Artemis ma Styri hlavné tlohy: (1) pokracovat’ vo vedeckom prie-
skume Mesiaca; (2) rozvijat’ novu techniku pre 'udské kozmicke lety; (3) ucit’ I'udi
ako zit’ a pracovat’ na inych svetoch: (4) pripravit’ astronautov pre lety na Mars. Vzaté
dokopy, Program Artemis by mal viest’ k zalozeniu prvej stalej kolonie na Mesiaci a k
ul'ahéeniu letov kamkol'vek, vratane na Mars. Casovy rozvrh Programu Artemis je
vol'ny, aby pomerne skromny rozpocet mohol byt’ udrzatelny. Po volbach v r. 2020,
Bridenstine odstupil. Prezident Joseph R. Biden ponechal Trumpovu direktivu v plat-
nosti. Praca na uskutoéneni Programu Artemis neustala. Misia Artemis 1 bez posadky
(Start 16. novembra 2022) tspesne odskusala kombinaciu vozidiel SLS a Orion. Ka-
bina Orion niesla tri figuriny vybavené fyziologickymi senzormi.

Obr.17 (vPavo): Vesmirne vozidlo Orion na ceste k Mesiacu. (Artemis 1) [NASA]
Obr.18 (vpravo): Mesiac a Zem zo vzdialenosti 430.000 km od Zeme, zhotoveny kamerou na palube
vozidla Orion. (Artemis 1) [NASA]
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Vesmirne vozidlo sa odputalo od SLS, letelo smerom k Mesiacu, dva razy do-
siahlo najvzdialenejSiecho bodu drahy (430,000 km od Zeme), obratilo sa, letelo
K Zemi a pristalo v Tichom oceane (11. decembra 2022). (Obr. 17, 18) Misia Artemis
2, planovana pre koniec roka 2025, bude po Apollo misach prva, ktord dopravi po-
sadku do blizkosti Mesiaca. Misia Artemis 3 bude po Apollo misach prva, ktora do-
pravi posadku na Mesiac. Malo by sa tak stat’ v r. 2026. Miesto pristatia: juzny pol.
NASA, v spolupraci s komer¢nymi partnermi, vyvija stanicu nazvanu Lunar Gate-
way. Stanica bude sluzit’ ako pomocnd zakladia pre ul'ahcenie styku medzi Zemou
a Mesiacom. Stanica mé byt uvedend do prevadzky v roku 2028. Prva posadku na
stanicu dopravi misia Artemis 4. NASA sa usiluje zainteresovat’ do Programu Arte-
mis ¢o najviac krajin. Tridsat'devét krajin podpisalo s NASA Artemis dohody (stav
1. maja 2024). Eurdpski, kanadski a japonski astronauti sa zucastnia buduicich Arte-
mis misii. Cina sleduje podobnu politiku. Cinska kozmicka agentira CNSA (China
National Space Administration) drzala konferenciu o spolupraci s juhoamerickymi
krajinami (China - Latin America Space Cooperation Forum, Wuhan, 24.-25. april
2024). Nepozorovane, na scénu sa vkradli nové kozmické preteky.

Prave tak nepozorovane, okolo Mesiaca a na Mesiaci nastalo rusno. Cinska robo-
ticka sonda Chang’e 3 (meno po mytologickej krasavici a bohyni Mesiaca) pristala
na Mesiaci, na Mare Imbrium (14. decembra 2013). Cina sa tak stala tretou krajinou,
po Sovietskom zvize a Spojenych Statoch, ktord sa dotkla povrchu Mesiaca. Sonda
Chang’e 4 bola prva vobec, ktora pristala na odvratenej strane Mesiaca (3. januara
2019). Pristala v South Pole — Aitken kotline, v krateri Von Karman (priemer 186
km, hibka 15 km; meno po mad’arskom matematikovi Teodorovi von Karmanovi,
profesorovi na Caltechu a zakladatel'ovi JPL). Sonda Chang’e 5 pristala (1. decem-
bra 2020) na bazaltickej plani Oceanus Procellarum (Ocean burok), na upéti Mons
Riimker, pahorku vysokého 1,3 km. Chang’e 5 vratila na Zem vzorky hornin. Pre-
kvapivo, horniny sa ukézali byt len ~2 miliardy rokov staré. Zrejme o vyvoji po-
vrchu Mesiaca nevieme tol’ko, kol’ko si myslime, Ze vieme. Sonda Chang e 6 pristéala
(2. juna 2024) v South Pole — Aitken kotline, ¢asti kotliny na odvratenej strane Me-
siaca. Ulohou sondy je zopakovat' kiisok dokézany sovietskou Lunou 24: navitat
regolit, ziskat’ stipec hornin a ziskany stipec poslat’ na Zem. Po dvoch ditoch, vzacny
naklad nestci navratny modul sondy sa vydal na spiato¢nu cestu, k ¢inskemu koz-
mickému stredisku WSLS (Wenchang Space Launch Site) na ostrove Hainan. Pred
rokom 2030, CNSA hodla vyslat na Mesiac d’alSie dve sondy v sérii Chang 'e. Potom
by mali nasledovat’ pristatia taikonautov (Cinskych astronautov). Indicka sonda
Chandrayaan 3 pristala na juznej pologuli Mesiaca (23. augusta 2023), priblizne
dvadsat’ stupnov severne od juzného poélu. India — $tvrta krajina so sondou na Me-
siaci. Japonska sonda JAXA SLIM (Japan Aerospace Exploration Agency, Smart
Lander for Investigating the Moon) pristadla na Mare Nectaris (20. januara 2024).
Japonsko — piata krajina so sondou na Mesiaci. Sonda KPLO (Korean Pathfinder
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Lunar Orbiter) Danuri (vystrelena 5. augusta 2022) obicha Mesiac a skima hlavne
oblast’ juzného polu. Pripravuje podklady pre pristatie juhokorejskej sondy. Ak
vsetko pdjde ako ma, Juzna Korea sa stane Siestou krajinou, ktorej sonda pristala na
Mesiaci. Roskosmos sonda Luna 25, rusky pokus o pristatie na Mesiaci, prvy od
pamitného tspechu sondy Luna 24, sa nevydaril. Luna 25 havarovala (19. augusta
2023). Ako sucast’ Programu Artemis, NASA zriadila komercny program (Commer-
cial Lunar Payload Services, CLPS) pre podporu prieskumu Mesiaca. Dve firmy vy-
uzili novu prilezitost’. Pittsburgska Astrobotic Technology zostrojila sondu Pereg-
rine Lunar Lander a pomocou rakety Vulcan Centaur, dodanou konzorciom United
Launch Alliance, vypustila ju k Mesiacu (8. januara 2024). Raketu postihol tnik pa-
liva. Vratila sa, aj so sondou, spat’ k Zemi. Houstonska Intuitive Machines zostrojila
sondu Odysseus. Vybavila ju Siestimi NASA pristrojmi a raketou Falcon 9 firmy
SpaceX prepravila na Mesiac. Sonda pristala (22. februara 2024) blizko juzného
polu, v krateri Malapert (priemer 69 km, hibka nezniama; meno po aristotelianskom
kozmologovi Charlesovi Malapertovi). Pri pristavani sonda Odysseus sa zlomila
jedna z jej troch podpier a naklonila sa. (Obr. 19)

Obr.19: Sonda IM-1 Odysseus v juznej poldrnej oblasti Mesiaca. (Artemis 1)
[Intuitive Machines]

Slne¢né panely sa stali nepouzite'né. Sonda pracovala niekol’ko dni a odmlcala
sa. Aj tak dosiahla dva vyznamné mil'niky. Bola prvou komerénou sondou na Me-
siaci a prvym americkym pristatim od pristatia Apollo 17. Problému prchavin a vody
v oblasti juzného polu Mesiaca sa bude venovat’ NASA pohyblivé robotické labora-
torium VIPER (Volatiles Investigating Polar Exploration Rover), d’alsia sucast’ pro-
gramu Artemis. Predpoklada sa, Ze laboratorium VIPER pristane na Mesiaci koncom
roku 2024 a bude v prevadzke sto dni. Japonskd JAXA a indicka ISRO sa dohodli
(v roku 2019) vyslat’ na juzny pdl Mesiaca pohyblivé laboratorium LUPEX (Lunar
Polar Exploration), analogické laboratoriu VIPER. S pristatim sa rata v roku 2025.
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Australska kozmicka agentira (Australian Space Agency, ASA), v spolupraci
s NASA a programom Artemis, hodla vypustit' na Mesiac pohyblivé laboratorium
menom Roo-ver. (Meno, odvodené od “rover,” tuldk, bolo prijaté verejnym hlasova-
nim.) Pristatie by sa mal stat’ v roku 2026, tiez v oblasti juzného polu. Australia —
potencidlne siedma krajina so sondou na Mesiaci.

Mesiac vola. Mars vola. Planetarne dial’ky volaji. Ako na tie neodbytné volania
odpovedat? Program Artemis predstavuje primerant institucionalnu (prezident,
Kongres, NASA) odpoved’; odpoved’ primeranu sti¢asnému stavu techniky a sucas-
nej politickej nalade v Spojenych Statoch. A ako ma odpovedat’ obycajny obcan?
Azda najlepsiu individualnu odpoved’ dal Louis Friedman, JPL inzinier a dlhoro¢ny
riaditel’ zaujmovej organizacie Planetarna spolo¢nost’ (The Planetary Society, sidlo
v Pasadene). Svojim vnucatam odkazal: “Skumajte iné svety, chrante nas!” (“Ex-
plore other worlds, protect ours!”) [23] Friedmanov odkaz, Friedmanove heslo, oslo-
vuje vSetkych ob¢anov Zeme. Skumajte a, ak sa d4, kolonizujte iné svety. Skiimaniu
inych svetov a migracii do inych svetov sa vyhnut nemézeme. Nase evolu¢né dedic-
stvo to nedovoli. Poznamkou o plaziacej sa morskej biote von Braun nevyriekol
prazdne slova. Biologickl a geologicku evoliciu ponechajme na okamzik bokom,
ststred’'me sa na pritomnost’ a najbliz§iu budiacnost’. Ochranu Zeme by 'udstvo malo
prijat’ za najvysSie prikdzanie, za existen¢ny rozkaz dia. Tvrda realita ostava. Prezi-
tie na Mesiaci, na Marse a d’alej, prezitie nezavislé od priemyslovej, potravinove;j
a zdravotnickej bazy na Zemi patri do rise science-fiction. Bude tam patrit’ eSte dlhy
cas.

Medzitym nezabudajme na najhlbSiu pravdu poznavania: Na§ svet je nado
vsetky iny! VzacnejSieho pokladu v kozme niet. ReSpektujme ho, milujme ho,
chranme si ho.
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Zomrela vyznamna osobnost’
Teorie vyucovania matematiky na Slovensku
docent Ivan TrencCansky

Dna 22. aprila 2023, po dlhSej chorobe, vo
veku nedozitych 80. rokov zomrel doc.
RNDr. Ivan Trenéansky, PhD., vyznamna
osobnost’ didaktiky matematiky na Sloven-
sku a bojovnik za jej uznanie ako samostat-
ného vedného odboru.

Narodil sa 24. juna 1943 v Topol'¢anoch
a po ukonceni Studia na topol'¢ianskom gym-
naziu pokracoval v $tudiu na Prirodovedec-
kej fakulte Univerzity Komenského v Brati-
slave. Od roku 1967 pdsobil ako odborny
asistent na Prirodovedeckej fakulte Univer-
zity Komenského v Bratislave a od 1980 na
novovzniknutej Matematicko-fyzikalnej fa-
kulte (MFF). V rokoch 1978-1979 absolvo-

Doc. RNDr. Ivan Trencansky, CSc. val 16-mesacny pobyt na Univerzite Madam

Curie v Parizi. Francuzska didakticka $kola

ho vyrazne ovplyvnila. Na seminaroch oboznamoval doktorandov s Tedriou didak-

tickych situécii, ktora sa stala teoretickym a analytickym ramcom viacerych obhéje-
nych doktorandskych prac a inych vyskumnych stadii.

Od 1. 9. 1981 sa vo funkcii tajomnika MFF zasluZzil o zriadenie vydajne stravy
na fakulte, upravu okolia fakulty (vysadba stromov, Uprava chodnikov). Od roku
1989 posobil ako docent v odbore Tedria vyucovania matematiky, a ked’ bola v roku
1993 vymenovana celoslovenska komisia pre dizertatné skusky v odbore Teoéria vy-
ucovania matematiky, bol za MFF spolu prof. Kostyrkom a doc. Rosom jej clenom.
V rokoch 1997-2006 bol vedticim Katedry zakladov a didaktiky matematiky, neskor
po restrukturalizacii fakulty, Katedry algebry, geometrie a didaktiky matematiky.
Zaciatkom nového tisicrocia, v rokoch 2000-2002 pdsobil na Seychelskych ostro-
voch ako odbornik na didaktiku matematiky a vyuCovanie matematiky na strednych
skolach. V rokoch 2006-2009 bol vo funkcii mimoriadneho profesora, na ktorej zo-
stal az do odchodu do dochodku.
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Venoval sa talentovanej mladezi, ¢i uz ako ¢len krajského vyboru matematicke;j
olympiady v Bratislave, poradca pre vzdelavacie programy Slovenskej televizie
(napr. Zaklady logiky, uvazujme logicky), alebo spolupracovnik pri vyrobe diafilmov
ako ucebnej pomdcky. Za pracu s mladezou bol v roku 1976 oceneny mestom Bra-
tislava. Popri praci na univerzite nestratil kontakt s vyu¢ovanim na strednej skole,
ucil na Stvrtinovy Uvézok na bratislavskom bilingvalnom gymnaziu matematiku
vo francuzskom jazyku. Jeho geometrické vzdelanie mu umoznilo spolupracovat’ aj
so Spravou cestnych stavieb, ndrodny podnik Nitra, kde pomdhal s optimalizaciou
prepravy nadrozmernych nakladov a vodorovného znacenia.

Obhajoba dizertacnej prdce v ramci celoslovenskej komisie s medzindarodnou uicastou
(zdroj: archiv doc. Olivera Zideka)

Moje spomienky na neho sa spajaji najmi s projektmi, ktoré nielen jeho dokto-
random umoznili cestovat’ a spoznavat svetovy vyskum v didaktike matematiky.
Ked som v roku 2002 nastipila na doktorandské stidium, rozbiehal sa na katedre
Comenius projekt ,,Docente Europeo®, kde sme sa zucastiiovali uz pripravnych ro-
kovani, a vd’aka ktorému sme sa 6smi dostali na staz na univerzitu v nérskom Bodg,
a deviati na univerzitu v talianskom Palerme. Prisli d’alSie eurdpske projekty, do kto-
rych boli zapojené timy prof. Spagnola (Taliansko) a prof. Ravnu (Norsko).
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Spolupraca prerastla do priatel'stiev a kontakty so zahrani¢nymi kolegami udrzoval
aj v sikromnej rovine dlho po skonéeni projektov. S F'ud'mi z oboch univerzit, ako
aj d’al§ich svetovych univerzit, ktoré¢ sme vd’aka nemu mohli navstivit, kontakty
z konferencii, ktorych sme sa mohli aktivne zacastnit’ a roznych stazi, ktoré sme
vd’aka nemu absolvovali, nam pretrvali dodnes. Na viacerych mame teraz uz len
tichu spomienku, no prave vd’aka nemu sme ziskali vybornu zakladiiu pre vlastné
projekty a vyskum.

Relax nachadzal na horach, jeho srdcovkou boli Vysoké Tatry. Z jednej zo spo-
lo¢nych pracovnych ciest si pamétam neformalne rozhovory na kopci s vyhl'adom
na fjord a kavou z termosky. Aj ked’ som si to v tom ¢ase neuvedomovala, ale teraz
sa ¢im d’alej tym viacej utvrdzujem, Ze neformalne stretnutia a diskusie st rovnako
dolezité (ak nie aj dolezitejsie), ako formalne rokovania. Pripravoval nas, aj ked’ sme
neboli jeho doktorandi, na akademicku drahu. Nerobil medzi nami rozdiely, vkladal
do nas nadeje. Robil to vzdy s citom, no benevolentnym nebol. Presli mu rukami
osobnosti sucasnej generacie odborni¢ok a odbornikov na didaktiku matematiky.

Docentovi Ivanovi Tren¢anskému d’akujeme za angaZovanost’ pri pozdvih-
nuti odboru Teoria vyu¢ovania matematiky a uznanie jej miesta medzi ostatnymi
vednymi odbormi.

Cest jeho pamiatke!

Moaria Slavickoval

! Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského v Bratislave, Mlynsky dolina,
842 48 Bratislava
e-mail: slavickova@fmph.uniba.sk
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