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O funkciach definovanych po ¢astiach

Jozef Dobo$§

Abstract [On piecewise defined functions]: This article is devoted to piece-
wise defined functions. Students may encounter some such functions in school
mathematics, or when preparing for study abroad.

Key words: pieccewise defined functions, absolute value function, floor func-
tion, signum function, Dirichlet function

Suhrn: Tento ¢lanok je venovany funkciam, ktoré st definované po castiach.
S niektorymi takymito funkciami sa mozu ziaci stretnut’ v $kolskej matematike,
pripadne pri priprave na Stadium v zahranici.

Kracové slova: funkcie definované po Castiach, absolltna hodnota, cela Cast’
realneho ¢isla, funkcia signum, Dirichletova funkcia

MESC: 97120, 97170.

Uvod

Sadzba vnutrostatneho postovného zavisi od hmotnosti listu. Od 1. 3.2022 bola do-
maca postova sadzba pre listy druhej triedy stanovena (v zavislosti od hmotnosti v gra-
moch) takto:
Do hmotnosti 50g 100 g 500¢g 1000 g 2000 g
Predajna cena v € 0,75 1,00 1,30 2,00 2,90

Tieto sadzby mo6zeme spojit’ do jednej funkcie nasledujicim sposobom:

(0.75 ak 0 <z < 50

1.00 ak 50 < z < 100

P(z) =4¢1.30 ak100 <z < 500
2.00 ak 500 < z < 1000

(2.90 ak 1000 < z < 2000

V programe Geogebra to urobime takto:
P(x)=If(0<x<=50,0.75,50<x<=100,1,100<x<=500,1.3,500<x<=1000,2,
1000<x<=2000,2.9)



a v programe Wolfram Alpha takto:
P(x)=piecewise[{{0.75,0<x<=50},{1,50<x<=100},{1.3,100<x<=500},
{2,500<x<=1000},{2.9,1000<x<=2000}}]

Takéto funkcie sa nazyvaju funkcie definované po castiach. Defini¢ny obor takejto
funkcie je rozdeleny na dve alebo viac Casti, pricom na rdznych ¢astiach je funkcia de-
finovana pomocou roéznych pravidiel. S funkciami definovanymi po Castiach sa mozu
stretnut’ Ziaci, ktori sa pripravuju na §tidium v zahraniéi, napr. v SAT testoch! (pozri
napr. [5]). V tomto ¢lanku sa pozrieme na funkcie definované po Castiach, s ktorymi
sa mozeme stretnit’ v Skolskej matematike.

Funkcia absolutnej hodnoty

Vicsina ucebnic uvadza ako priklad funkcie definovanej po Castiach funkciu absolut-
nej hodnoty. Napriklad v ucebnici [13] sa piSe, Ze funkcia absolttnej hodnoty defino-
vana predpisom f(x) = |z| mdze byt zapisana ako funkcia definovana po Castiach.
Ked = > 0, potom |z| = z. Ked < 0, potom |z| = —x.2 S odvolanim sa na
to, ze realne ¢islo je bud’ kladné, bud’ zaporné, alebo nula, sa v ucebnici [1] definuje
absolutna hodnota takto:
—z, akx <0,
|z =4¢ 0, akz =0,
x, akx>0.
TieZ sa tam uvadza, Ze pripad x = 0 mdZeme pripojit’ nielen k pripadu > 0, ale aj
k pripadu z < 0, t. j.
—z, ifzx <0,
|z = :
z, ifxz>0.

Poznamenajme, Ze definiciu absoliitnej hodnoty mézeme (aj ked’ to nie je bezné) do-
konca zapisat’ v tvare
—z, ifx <0,
|z =

z, ifxz>0.
Aj ked’ ¢islo x = 0 patri do obidvoch ¢asti definicného oboru, v obidvoch pripadoch
dostavame rovnaku hodnotu |0] = 0. Preto je tato definicia korektna. Teda nie je

pravda, ze v pripade funkcie definovanej po Castiach sa jednotlivé ¢asti definicného
oboru nesmu prekryvat, ako sa to tvrdi v [10]. Mozno to iba odporucat’.

'SAT (Scholastic Aptitute Test) je Standardizovany test vytvoreny organizaciou College Board vyuzivany
na overenie $tudijnych predpokladov pri prijimani uchadzacov na vysoké skoly v USA.

*Pritom je vhodné Ziakom pripomenut, ze —x = (—1) - z. Teda napr. | — 3| = (1) - (=3) = 3.



Pri pohl'ade do viacerych ucebnic odhalime jemné rozdiely tykajiice sa funkcii
definovanych po ¢astiach. Napriklad v ucebnici [3] sa piSe, Ze po Castiach definované
funkcie su najlepsie opisané alebo najprirodzenejsie opisané réznymi vzorcami pre
rozne intervaly nezavislej premennej. Pritom tato ucebnica pracuje s funkciou abso-
latnej hodnoty, ale nezarad’'uje ju medzi funkcie definované po Castiach.

Na druhej strane, v ucebnici [24] na strane 57 sa piSe, Ze funkcie definované
po &astiach nemozno vyjadrit' jednou algebraickou rovnicou.’ Avsak na strane 114
je ako priklad funkcie definovanej po ¢astiach uvedena funkcia absolutnej hodnoty.
Stagi si viak uvedomit, e pre kazdé realne &islo « plati |z| = v/22. Preto f(z) =
= Vx? je vyjadrenie funkcie absolutnej hodnoty jednou rovnicou.

Ako vidime na ivodnom priklade so sadzbou postovného, niektoré funkcie moézu
byt’ definované len po Castiach. AvSak pri zlozitejSich funkciach moze byt narocné
zistit’, ¢i ich mozno vyjadrit’ jednym predpisom. Nasledujucu ukazku sme prevzali
z ¢lanku [12]. Funkciu

T, r < —m,
f(z) =4 cosz, z € (—m,0),
e, x>0,

mozno vyjadrit’ jednym predpisom takto

1
+m(2(|x+ﬂ + x4 ) cos

lx + 7| — || — 7

5 + (lz + 7| — z)* — 7?).

Clanok [12] vznikol ako reakcia na to, e v knihe [4] je funkcia absolitnej hodnoty
nespravne zaradend medzi neelementarne funkcie. Mozeme to vidiet’ aj v knihe [19]
a v uéebnici [13]. PretoZe |z| = V22, funkcia absolitnej hodnoty je zrejme elemen-
tarnou funkciou. Problematike elementarnych funkcii sa venuje nedavno uverejneny
¢lanok [15].

Funkcia cela ¢ast’

Dalsou funkciou definovanou po &astiach, ktora sa ¢asto vyskytuje v uéebniciach, je
funkcia celd cast. Zaviedol je C. F. Gauss v roku 1808 (pozri [8]) spolu s oznace-
nim [x], ktoré niektori autori pouzivaju dodnes (pozri napr. [17]). Postupne sa vSak
Coraz viac uprednostiiuje nazov dolnd celd cast’ s oznalenim |x |, asto spolo¢ne

3The rules for such functions cannot be expressed as a single algebraic equation.



s funkciou hornd cela ¢ast’ s oznaGenim [x | (pozri [19]), ktoré zaviedol v roku 1962
K. Iverson (pozri [9]). V zahrani¢nych ucebniciach (pozri napr. [13]) sa obvykle cela
Cast’ realneho ¢isla = oznacuje *x+. Niektori autori oznacuju celt ¢ast’ int(x) (pozri
napr. [25]), pripadne Int(z) (pozri napr. [22]). Dokonca v niektorych ucebniciach sa
dolna cela ¢ast’ oznaCuje [z] a horna cela ¢ast’ [z ] (pozri napr. [14] alebo [21]). Pri-
pomenme si definicie:

] =max{k € Z:k <z}, [z]=min{fk €Z:k > x}.

Na precvi¢ovanie tohto pojmu su vhodné rovnice s celou ¢ast’ou — napr. v knihe [2]
je takymto rovniciam venovana jedna kapitola. Pomocou dolnej celej ¢asti mézeme
definovat priame periodické rozsirenie funkcie f : [a,b) — R predpisom*

flo)=fz—3=2] - (b—a))

a pomocou hornej celej ¢asti mézeme definovat’ priame periodické rozSirenie funkcie
f: (a,b] — R predpisom

f@)=flz—[2]- (b~ a)).
Napriklad funkcia f : R — R, pre ktort plati
fla+1)= 5+ Vi@ - @), zeR,

musi byt periodicka. Konkrétny priklad takejto funkcie (pozri obr. 1) mézeme zo-
strojit’ ako priame periodické prediZenie funkcie definovanej po ¢astiach predpisom

1, ak0<zx <1,
fl@)=19,
bR ak1§$<2

| File Edit View Optiens Tools Window Help
[R] AL 1D OFON Ll
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f(x):=If(0<=x<1,1,1<=x<2,1/2)
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Obrazok 1. Priame periodické predlzenie

*Intervaly ozna¢ujeme podl'a normy STN EN ISO 80000-2. Teda napr. [a,b) = {x € R:a < z < b}.



Funkcia signum

Ako sme uviedli vyssie, redlne Cislo je bud’ kladné, bud’ zaporné, alebo nula. To nas
privadza k d’alSej neelementarnej funkcii. Funkcia signum je definovana predpisom
(pozri napr. [18] alebo [19])

1, prex >0,
sgn(z) =4¢ 0, prex=0,
-1, prex <0.

Funkciu signum zaviedol L. Kronecker v roku 1878 (pozri [11]). VSimnime si, Ze plati
|z| = xsgn(z). Odtial’ pre z # 0 dostavame sgn(z) = |z|/z. Tento vztah mozeme
prepisat’ do tvaru sgn(x) = z/|x|.

Pomocou doteraz uvedenych funkcii definovanych po ¢astiach moézeme funkciu
f R — R, ktora je rieSenim funkcionalnej rovnice

f(f(z)) = -z, z€R,
zapisat’ napriklad takto
f(z) =sgn(z) — (- .2 2 e R,

Graf tejto funkcie si mdzeme vykreslit’' v programe GeoGebra takto:
f(x)=sgn(x)-(-1)"(ceil(abs(x)))x

Dirichletova funkcia

V knihe [18] je eSte uvedend Dirichletova funkcia, ktoré je definované predpisom

1 pre x raciondlne,
x(x) = o
0 pre x iracionalne.

Zaviedol ju L. Dirichlet v roku 1829 (pozri [6]). Ide o funkciu, ktora je nespojita
v kazdom bode. Na rozdiel od predchadzajucich funkcii definovanych po Castiach,
Dirichletovu funkciu nepozna ani GeoGebra ani Wolfram Alpha. Pritom ide o po-
merne jednoduchy priklad funkcie, ktora nie je Riemannovsky integrovatelna. Wolf-
ram Alpha vsak pozna ist modifik4ciu Dirichletovej funkcie, ktoru zaviedol J. Tho-
mae v roku 1875 (pozri [26]) a ktora sa v naSej a ruske;j literatire zvykne nazyvat’ Rie-
mannova funkcia. P6vod tohto nazvu sa nam vsak nepodarilo zistit. Wolfram Alpha
tato funkciu pozna ako Thomae function. Mozete si to vyskasat, napr. takto:



ThomaeFunction[x] where x=sqrt(2)
ThomaeFunction[x] where x=10/6
ThomaeFunction[x] where x=-5/3
Dirichletovu funkciu mézeme potom vyjadrit’ pomocou Riemannovej funkcie:
sgn [ThomaeFunction[x]] where x=sqrt(2)
sgn[ThomaeFunction[x]] where x=10/6
sgn [ThomaeFunction[x]] where x=-5/3
Riemannova funkcia je definovana predpisom (pozri napr. [23])

1
, akx = E, kde zlomok P je v zdkladnom tvare,
R(z) = q q

q

0, ak x jeiracionalne.

Napriklad R(v/2) = 0, R(10/6) = 1/3, R(—5/3) = 1/3. Mozete si to porovnat
s vypoctami v programe Wolfram Alpha, ako je uvedené vyssie.

Riemannova funkcia je nespojita v racionalnych ¢islach a spojita v iraciondlnych
¢islach. Vyjadrenie x(x) = sgn(R(x)) sa v u¢ebniciach uvadza na ilustraciu toho, ze
kompozicia dvoch Riemannovsky integrovatel'nych funkcii nemusi byt’ Riemannov-
sky integrovatel'nou funkciou.

Ulohy

Na zaver uvedieme na precvicenie niekol'’ko tloh zo zahrani¢nej literatary.
Uloha 1. (Pozri [20]) Nech

r+5 ak r < -3,

fl)=4222 -1 ak —3<2<2,

—x/2  akx > 2.
Pre ktoré hodnoty x je f(x) = x?
Uloha 2. (Pozri [16]) Nakreslite graf funkcie

f(@) —V4—a22 pre —2<z<0
€Tr) =
z? —4 prexz >0

Najdite vSetky hodnoty k, pre ktoré rovnica f(x) = k ma (a) 0 (b) 1 (c) 2 korene.

Uloha 3. (Pozri [16]) Hamburgery McMaths maji modernizovat’ svoje logo, ako je
uvedené na obr. 2. Vyjadrite tito funkciu ako funkciu definovanu po ¢astiach, pomo-
cou (a) 4 (b) 3 (c) 2 casti (t. j. pravidiel, ktoré definuju funkciu).



Uloha 4. (Pozri [7]) Nech f(z) =

/6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 \

-1

Obrazok 2. Navrh loga pre McMaths

3— <1
5 o v , kde a, b st konstanty.
ar®+bxr x>1

a) Ak funkcia f je spojita pre vsetky x, aky je vztah medzi a, b?
b) Najdite také hodnoty a, b, pre ktoré je funkcia f spojita a diferencovatelna.
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Zadania uloh kategorie A

39. ro¢nika Olympiady v informatike

Informacie a pravidla
Pre koho je sutaz urcena?

Do kategorie A sa mézu zapojit’ vSetci ziaci (zakladnych aj) strednych Skol.

Odovzdavanie rieseni domaceho kola

Riesitelia domaceho kola odovzdavaju rieSenia sami, v elektronickej podobe, a to
priamo na stranke olympiady: http://oi.sk/.
Riesenia kategodrie A je potrebné odovzdat’ najneskor 75. 11. 2023.

Priebeh sutaze

Za kazdl ulohu domaceho kola sa da ziskat’ od 0 do 10 bodov. Na zaklade bodov
domaceho kola stanovi Slovenska komisia OI (SK OI) pre kazdu kategoériu bodovu
hranicu potrebnu na postup do krajského kola. Ocakavame, Ze tato hranica bude pri-
blizne rovna tretine maximdalneho poctu bodov.

V krajskom kole riesitelia rieSia Styri teoretické ulohy, ktoré moézu tematicky nad-
vizovat na ulohy domaceho kola.

V kategorii A je priblizne najlepsich 30 riesitel'ov krajského kola (podl'a poctu
bodov, bez ohl'adu na kraj, v ktorom sutazili) pozvanych do celostatneho kola. V ce-
lostatnom kole ucastnici prvy de riesia teoretické a druhy den praktické ulohy. Naj-
lepsi riesitelia st vyhlaseni za vitazov. Priblizne desat’ najlepSich riesitel'ov nasledne
SK OI pozve na tyzdnové vyberové sustredenie. Podl'a jeho vysledkov SK OI vy-
berie druzstva pre Medzindrodnu olympiadu v informatike (IOI) a Stredoeuropsku
olympiadu v informatike (CEOI).

Ako maju vyzerat riesenia uloh?

V praktickych tlohach je vasou tlohou vytvorit’ program, ktory bude riesit’ zadant
ulohu. Program musi byt’ v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte
aby bol ¢o najefektivne;jsi.
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V kategorii A musite rieSenia praktickych tloh pisat’ v jednom z podporovanych
jazykov (napr. C++, Pascal alebo Java). Odovzdany program bude automaticky otes-
tovany na viacerych vopred pripravenych testovacich vstupoch. Podl’a toho, na kol'ko
z nich da spravnu odpoved’, vam budu pridelené body. Vysledok testovania sa do-
zviete kratko po odovzdani. Ak vas program neziska plny pocet bodov, budete ho
moct vylepsit’ a odovzdat’ znova, az do uplynutia terminu na odovzdavanie.

Presny popis, ako maju vyzerat’ rieSenia praktickych loh (napr. realizaciu vstupu
a vystupu), ndjdete na webstranke, kde ich budete odovzdavat'.

Ak nie je v zadani povedané in4c, rieSenia teoretickych uloh musia v prvom rade
obsahovat’ podrobny slovny popis pouzitého algoritmu, zdovodnenie jeho spravnosti
a diskusiu o efektivite zvoleného rieSenia (t. j. posidenie ¢asovych a pamétovych
narokov programu). Na zaver rieSenia uved’te program. Ak pouzivate v programe ne-
trivialne algoritmy alebo datové Struktary (napr. rézne sucasti STL v C++), sti¢ast'ou
popisu algoritmu musi byt’ dostato¢ny popis ich implementacie.

Usporiadatel sutaze

Olympiadu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci so
Slovenskou informatickou spolocnostou (odbornym garantom sut'aze) a Slovenskou
komisiou Olympiady v informatike. Sutaz organizuje Slovenska komisia OI a v jed-
notlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI. Na jednotlivych skolach ju zaistuju
ucitelia informatiky.

Celostatne kolo OlI, tla¢ materialov a ich distribiiciu po organizacnej stranke za-
bezpecuje NIVAM v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou OI.

A-I-1 Potrubna posta

Toto je prakticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odla-
deny program.

V budove uradu pre zbyto¢né otazky je dokopy n kancelarii. Majti na dverach Cisla od
0 pon — 1. V kazdej kancelarii sedi jeden tiradnik, ktory sa Specializuje na zbytocné
otazky nejakého konkrétneho typu.

V kazdej miestnosti je terminal pre potrubnu postu. Kazdy terminal ma na sebe
k koncoviek pre potrubia. Ked’ dve takéto koncovky prepojime potrubim, vedia si
potom prepojené kancelarie preposiclat’ kapsuly so spravami. To je vel'mi praktické
—umozni to iradnikom konzultovat’ s kolegami, ak dostanu klienta s neznamou témou
zbyto¢nej otazky. Kazdé potrubie sa da pouzivat’ oboma smermi. Niektoré koncovky
uz su prepojené potrubiami. Tychto uz existujucich potrubi je p.

Hovorime, ze dve kancelérie spolu vedia komunikovat’, ak existuje spdsob, ako
dostat’ postu potrubiami z jednej z nich do druhej. Toto nemusi ist’ priamo: sprava
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moze postupne prejst’ cez viacero potrubi a viacero kancelarii, v ktorych ju vzdy ta-
mojsi uradnik preposle d’alej inym potrubim.

Ziadne z uZ existujicich potrubi nie je zbyto¢né. Inymi slovami, pre kazdé
z tychto potrubi plati, Ze keby sme ho odstranili, kancelarie, ktoré spaja, uz spolu
nebudu vediet’ komunikovat’ (ani nepriamo).

Urad prave dostal nového riaditela. Ten sa rozhodol, Ze ked’ze je Gplne zbytoéné,
aby tradnici medzi sebou vedeli komunikovat’, je v duchu poslania tradu, aby mohli
spolu komunikovat’ Uplne vSetci. Riaditel’ preto rozhodol, Ze je treba pridat’ nejaké
nové potrubia — a to tak, aby po ich pridani uz vedeli komunikovat’ kazdé dve kance-
larie.

Sutazna uloha

Tvojou ulohou je pridat' nové potrubia tak, aby vo vysledne;j sieti potrubi vedela kazda
kancelaria komunikovat’ s kazdou inou. Nové potrubia méze§ pridavat iplne 'ubo-
volI'ne —niektoré z nich mézu byt aj zbyto¢né. Musis si len dat’ pozor na to, Ze v kazdej
miestnosti mas k dispozicii len obmedzeny pocet koncoviek na potrubia. (Ak pridas

zbytocné potrubie, ktoré ma oba konce v tej istej kancelarii, spotrebujes tym v nej dve
koncovky.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st tri medzerou oddelené celé Cisla: n, k a p.

Zvysok vstupu tvori p riadkov popisujicich uz existujice potrubia. V kazdom
z tychto riadkov su dve celé ¢isla: ¢isla dvoch kancelarii prepojenych potrubim. Je
zarucené, ze ziadne potrubie na vstupe nie je zbytocné a Ze v kazdej miestnosti je
pouzitych nanajvys k koncoviek.

Ak Ziadne rieSenie neexistuje, vypis na vystup jeden riadok a v iom ¢islo —1.

Ak rieSenie existuje, l'ubovolné jedno zostroj a vypis v nasledovnom formate:
v prvom riadku vypi§ pocet ¢ novych potrubi, ktoré chces pridat’, a nasledne vypis
q riadkov popisujtcich tieto potrubia. V kazdom z tychto riadkov vypis cisla dvoch
kancelérii, ktoré chces prepojit’.

Lubovolné platné rieSenie s ¢ < 500 000 bude akceptované. (Pre kazdy vstup, pre
ktory existuje rieSenie, existuju rieSenia s vyrazne mensim ¢.) Nové potrubia mozes
vypisovat’ v 'ubovol'nom poradi. Ich pocet nemusi byt’ minimalny.

Obmedzenia a hodnotenie

Vstupy st rozdelené do piatich sad. Za kazdu sadu, ktora tvoje rieSenie celu spravne
vyriesi, dostanes prislusny pocet bodov.
V kazdom vstupe plati 1 < n < 100000, 0 < k£ <100000 a 0 <p<n—1.
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V kazdej sade platia iné dodato¢né obmedzenia pre velkost’ vstupu. Najdes ich
v nasledujucej tabul'ke.

Gislo sady | 1 2 3 4 5
body 1 3 2 2 2
obmedzenia | n=5 2<n<10 2<n<10?2 2<n<3.10® 1<n<10°

k=4 2<k<10 1<k<10> 2<k<310> 0<k<10°

Priklady
vstup vystup
522 3
03 02
14 21
4 3

Vstup popisuje pét’ kancelarii. V kazdej su dve koncovky na potrubia. Mame dve
uz existujuce potrubia: jedno medzi kancelariami 0 a 3, druhé medzi 1 a 4.

Vo vyssie ukazanom vystupe sme pridali tri nové potrubia, ¢im sme vyrobili ,.kruh“
potrubi veduci cez vSetky kancelarie. Tym st zjavne vsetky prepojené.

Existuje aj vela inych platnych rieSeni. Napr. ak by sme vynechali I'ubovolné
jedno z tychto troch potrubi, este stale by sme mali platné rieSenie.

vstup vystup
6 4 4
01 14
12 55
34
4 5

V tomto priklade staci na prepojenie vSetkych kancelarii pridat’ jedno nové potru-
bie, ktoré bude mat’ na jednom konci niektort z kancelarii 0, 1, 2 a na druhom konci
niektoru z 3, 4, 5.

Na hociktoré z tychto potrubi mame v miestnostiach dost” vol'nych koncoviek,
kazdé z nich teda predstavuje platné rieSenie.

V nasom priklade vystupu sme pridali potrubie 1 —4 a okrem neho este jedno zby-
tocné potrubie, ktoré ma oba konce v kancelarii 5. Toto potrubie ni¢omu nepomoéze,
ale ani ni¢ nepokazi.

vstup

vystup

911
47

-1
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A-I-2  Farebny plot

Toto je prakticka tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odla-
deny program.

Nedavno sme dostali oznam, Ze do nasho mestecka pride na navstevu pani prezi-
dentka. Zavladla mierna panika: o jej tu ukaZzeme? Nakoniec sa vSetci zhodli na
tom, Ze najzaujimavejsia vec, ¢o tu mame, je krasny dlhy a farebny plot. P6jdeme
ju previest’ okolo neho. Hm, ale mozno by bolo lepsie ten plot predtym premalovat’,
nech vyzera reprezentativnejsie.

V celom mestecku si jedinym vlastnikom Stetca, preto niet divu, ze t'a zvolili do
jednoclenného vyboru na revitalizaciu plota.

Sutazna uloha
Existuje 10° roznych farieb. Maju priradené ¢isla od 0 po 10° — 1.

Plot je tvoreny n blokmi. Tie st za radom ocislované od 0 do n — 1. Blok ¢islo ¢
ma momentalne farbu f;.

Do navstevy prezidentky ostava d dni. Za kazdy den stihas premal'ovat’ presne
jeden blok plota. A aby to nevyzeralo, Ze pripravu flakas, kazdy den si musis§ vybrat’
jeden blok plota a premal'ovat’ ho — teda dany blok musi zmenit’ farbu z tej, ktort
prave mal, na nejaku ina.

Chces dosiahnut’, aby pri navsteve prezidentky bol cely plot jednej farby (je jedno
ktorej). Ak to nejde, chees aspoii dosiahnut’, aby bol na plote ¢o najdlhsi suvisly tisek
ktory ma cely jednu farbu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je &islo ¢ € {1,2} udavajuce typ testu. V druhom riadku
vstupu st celé ¢islan a d. V tret'om riadku vstupu je n medzerami oddelenych celych
¢isel fo, ..., fn_1: zaCiato¢né farby jednotlivych blokov plota.

Prvy riadok vystupu ma obsahovat’ dizku najdlhsieho jednofarebného useku, ktory
vie§ vyrobit’.

Pre testy s t = 1 je dolezity len tento riadok. Za nim mdze vo vystupe nasledovat’
cokol'vek.

Pre testy s t = 2 je potrebné nasledne vypisat jeden konkrétny postup mal’ovania.
Tento ma tvorit’ presne d d’alSich riadkov. V j-tom z nich maju byt dve celé Cisla:
poradové Cislo bloku b;, ktory chces prefarbit’ v j-ty den, a Cislo g; novej farby pre
tento blok. (Pripominame, Ze nova farba sa vzdy musi 1iSit’ od aktudlnej farby daného
bloku.)



14

Vypisana postupnost’ akcii musi viest’ k tomu, Ze po poslednej z nich bude niekde
na plote najdlh§i mozny jednofarebny tisek blokov. Ak existuje viacero optimalnych
postupnosti akcii, mézes§ vypisat’ 'ubovolnu z nich.

Obmedzenia a hodnotenie

Vo vsetkych vstupoch plati 1 < n < 250000 a0 < d < 250000.

Testovacie vstupy su rozdelené do desiatich sad v ktorych platia rézne d’alSie ob-
medzenia. Za kazdu sadu, ktorej vSetky vstupy tvoj program spravne a dostatocne
efektivne vyriesi, dostanes bod.

Sady s ¢islom 1 az 5 obsahuju len vstupy s ¢ = 1. Sady s ¢islom 6 az 10 obsahuju
presne tie isté vstupy ale s ¢ = 2. Dodato¢né obmedzenia, ktoré platia v jednotlivych
sadach, uvadzame v nasledujucej tabul’ke.

¢islo sady | obmedzenia

1,6 malé ¢isla farieb, d = 0

2,7 malé ¢isla farieb, 2 < n < 100,1 < d < 100
3,8 malé ¢isla farieb, 2 < n < 5000,1 < d <5000
4,9

5,1

>

malé ¢isla farieb, primalo ¢asu, 2 < n

>

0

>

Obmedzenie ,malé Cisla farieb“ znamena, ze vsetky farby pouzité vo vstupe maji
Cisla mensie ako 250 000. (Tvoje rieSenie stale moze pouzivat’ aj farby mimo tohto
rozsahu.)

Obmedzenie ,,primalo ¢asu“ znamena, ze v kazdom vstupe tejto sady je primalo
¢asu na to natriet’ cely plot jednou farbou.

Priklady
vstup vystup
2 5
5 2 47
73779 17

Jediné optimalne riesenie je prefarbit’ cely plot na farbu 7. Na to treba prefarbit’
bloky s ¢islom 1 a 4. Tieto dve akcie mdzeme spravit’ v 'ubovol'nom poradi.

vstup

vystup

2
51
10 20 30 40 50
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Najlepsie, ¢o vieme tu dosiahnut’, je vyrobit’ dva bloky rovnakej farby vedla seba.
Je vela sposobov, ako toto dosiahnut’. Po tom z ukazkového vystupu budi mat’ bloky
1 a 2 oba farbu ¢islo 30.

vstup vystup
1 5
53 trikrat prefarbim
TTTTT ten isty blok

Kedze ide o vstup s ¢t = 1, dolezity je len prvy riadok vystupu. Za nim mdze
nasledovat’ cokol'vek.

A-I-3 Policajti a zlodej

Toto je teoretickd uiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formdte
PDF, obsahujuci riesenie, spliajiice poziadavky uvedené v pravidlach.

Peter a Zuzka sa hraju jednoduchu stolnt hru.

Jej hraci plan je obdiZznikového tvaru. Je rozdeleny na policka, ktoré tvoria mriezku
s r riadkami a s stipcami. Riadky st o&islované od 0 po  — 1 zhora dole, stipce od 0
po s — 1 zl'ava doprava. Na hracom plane st tri figurky: dvaja policajti a jeden zlode;.
Peter postiva po plane policajtov, Zuzka zase zlodeja.

Hraci tahaju striedavo, Peter zaCina. Hrac¢, ktory je na tahu, si pre kazda svoju
figurku vyberie jeden z piatich moznych pohybov: bud’ ju necha na mieste alebo ju
pohne na jedno zo Styroch susednych policok. Pohniit’ figlirku mimo planu je zaka-
zané. Na kazdom policku moze stat’ 'ubovolne vel'a figurok naraz.

Peter hru vyhra, ak niekedy aspon jeden z policajtov pride na polic¢ko, kde prave
stoji zlodej. Zuzka hru vyhra, ak to nikdy nedopusti — teda ak vie zlodejom hybat’ tak,
aby hra bezala do nekone¢na.

Sutazna uloha

Napi$ program, ktory bude hrat’ hru za Petra. Po spusteni by mal najskor nacitat’ zo
vstupu rozmery hracieho planu a stradnice vsetkych figurok. Potom by mal v cykle
striedavo vypisat’ na vystup nasledujici tah, ktory mé spravit’ Peter, a nasledne nacitat’
zo vstupu popis t'ahu, ktory spravila Zuzka. (Detaily formatu vstupu a vystupu si zvol’,
ako uzna$ za vhodné.)

Ak existuje v zaciatoCnej pozicii vyhravajlca stratégia, tvoj program musi even-
tualne hru vyhrat’. Ak nie, musi korektne hrat’ do nekonecna.
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Obmedzenia a hodnotenie

PInych 10 bodov mo6zu ziskat’ rieSenia efektivne pre r, s < 100 000. Takéto rieSenie
by malo obsahovat’ dostatoéne podrobny popis stratégie pre Petra (program alebo
pseudokdd + slovny popis) a taktiez dostatocny dékaz spravnosti implementovanej
stratégie.

Nanajvys 6 bodov moézu ziskat’ rieSenia efektivne pre r, s < 8.

Ciastoéné body mozete ziskat' aj za rieSenie, ktoré len nacita popis konkrétnej zadia-
tocnej pozicie a zisti, ktory z hra€ov v nej ma vyhravajicu stratégiu.

Priklad priebehu hry

Hraci plan méa r = 3 riadky a s = 4 stipce. Policajti za¢inaju na poziciach (2,0)
a (0,1), zlodej na pozicii (1, 2). Situacia teda vyzera takto:
P
P
Z tejto zaciatocnej pozicie mohla prebehnut’ napriklad takato partia hry:

- Peter: Pohnem prvého policajta doprava na (2, 1) a druhého tiez dopravana (0, 2).

- Zuzka: Jediny pohyb, po ktorom ma okamzite nechyti, je ten, Co spravim: pohnem
zlodeja doprava na (1, 3).

- Peter: Pohnem prvého policajta doprava na (2, 2) a druhého dodola na (1, 2).

- Zuzka: Mohla by som hru este o jeden mdj tah natiahnut’ tym, Ze teraz pohnem
zlodeja dohora, ale to by bol tento priklad zbyto¢ne dlhy. Radsej uz necham zlo-
deja na mieste na policku (1, 3).

- Peter: Prvého policajta nechdm na mieste a druhého pohnem na polic¢ko (1, 3),
¢im som chytil zlodeja.

A-I-4 O Vekslakbotovi a Pokladnicke

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formate
PDF, obsahujuci riesenie, spifiajiice poziadavky uvedené v pravidlach. K tejto ulohe
patri Studijny text uvedeny na nasledujucich stranach. Odpori¢ame najskor precitat’
ten a az potom sa vratit’ k samotnym sut’aznym tiloham.

Jednotlivé podilohy su hodnotené nezavisle, mozete ich riesit’' v lubovol'nom po-
radi. Pri hodnoteni tloh domaceho kola budeme prihliadat’ len na koreknost’ vasich
programov —na ich efektivnosti (Casovej zloZzitosti) ndm nebude zalezat’. Vo vsetkych
troch podulohéch je na zaciatku v Pokladnicke ¢ > 0 ¢ervenych zetéonov, m > 0 mod-
rych zetonov a ni¢ iné.
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Poduloha A (3 body).
Napiste program, po skonceni ktorého bude v Pokladnicke opat’ ¢ + m Zeténov, ale
inej farby: ak bolo na zaciatku viac Cervenych ako modrych, maja byt vSetky zetony
ruzové, inak maju byt vsetky Zetony tyrkysové.

Poduloha B (3 body).
Napiste program, po ktorého skonceni bude v Pokladnicke presne c cervenych, m mod-
rych a ¢ + m fialovych Zetdénov. (Navyse v nej moze byt aj l'ubovolne vel'a zetonov
inych farieb.)

Upozoriiujeme, Ze va§ program musi skoncit' — v zaverecne;j situdcii sa uz nesmie
dat’ vykonat’ ziadna z jeho inStrukcii.

Poduloha C (4 body).

Napiste program, po ktorého skonceni bude v pokladni¢ke presne ¢ - m fialovych
zeténov a nic iné.

(Ak vyrobite presne ¢ - m fialovych Zetonov ale eSte vam ostanu aj Zetony inych
farieb, dostanete 3 body. Ak navyse potrebujete mat’ pred zaciatkom vypoctu okrem
cervenych a modrych zetonov aj vami presne Specifikovanu sadu zetonov inych fa-
rieb, dostanete 2 body.)

Studijny text: O Veksliakbotovi a Pokladnicke

Za 111 horami a 111 dolinami lezi jedna prazvlastna krajina. V tejto krajine ziju sami
roboti a ako platidla pouzivaji Zetony vsetkych moznych farieb od vymyslu sveta.
V domcéeku na upiti d’al$ej hory si tam spolu nazivaju dvaja hrdinovia nasho pribehu:
roboti Vekslakbot a Pokladnicka.

Ako mozno tusite z jej mena, Pokladnicka v sebe rada uskladiiuje vSetky mozné
zetony. Ako zrejme netusite z jej mena, Pokladnicka tiez vel'mi rada vykonava rozne
programy. A ako ste si po precitani predchadzajucej vety uplne isti (koniec koncov,
toto je Studijny text Olympiady v informatike a nie len taka rozpravka), prave tieto
programy pre fiu budete pisat’ vy ako rieSenia stit'aznych uloh.

Vekslakbot je majster vo vymienani zetonov: ¢i uz chcete vymenit' dva cervené
za tri modré alebo zIty a ¢ierny za milionpat’ sivych, Vekslakbot urcite pozna robota,
ktory poznd robota, ktory s nim prave taku vymenu rad spravi. Vekslakbot ma vel'mi
rad Pokladnicku, a tak ked’ ho ona o hocijaka vymenu poprosi, okamzite (alebo, ako
hovorime my, v konStantnom ¢ase) jej ju zabezpeci.

Pod’'me sa teda pozriet’ na to, ako vlastne budu vyzerat’ programy pre nasu Po-
kladnicku.
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Zaklady: vstup, vystup, program

,, Vstupom* pre Pokladnicku budu jednoducho zetony, ktoré ma na zaciatku v sebe.
Neexistuje nijaky vystup. V zadani r6znych uloh budeme rézne definovat’ ciele, ktoré
maju vase programy dosiahnut’.

Program pre Pokladnicku sa sklad4 z dvoch Casti: obmedzeni, ktoré musi dodrzat,
a pokynov, ktoré ma vykonavat’.

Obmedzenia

Prvou ¢astou programu pre Pokladni¢ku je koneéna mnoZina obmedzeni. (Tato mno-
zina mdze byt aj prazdna.) Obmedzenia pre Pokladni¢ku hovoria, najviac kol’ko Ze-
tonov konkrétnej farby, pripadne kombindcii Zzetonov réznych farieb, smie mat’ naraz
v sebe.

Formalne, obmedzenia su linearne nerovnosti nasledovného tvaru:

ki - farba; + ko - farbay + --- + k, -farba, < limit

pricom vsetky koeficienty k; aj limit su konkrétne kladné celé Cisla, zatial’ ¢o farba;
su premenné oznacujuce pocet zetonov prislusnej farby v Pokladnicke.

Prikladmi obmedzeni st napriklad nerovnosti ,modra < 7“ a ,modra + 2 - Cer-
vena < 3“.

Ak sa nejakej farby netyka ziadne obmedzenie, moze byt v Pokladnicke I'ubo-
vol'ne vel'a Zetonov tejto farby.

Jedna instrukcia

Kazda instrukcia pre Pokladnicku ma nasledovny tvar:
ky - farbay, ..., k, - farba, — {1 -farba,iq, ..., ¢, - farba, 4,

Vsetko nalavo od — budeme volat’ I'ava strana instrukcie, vSetko napravo zase
prava strana.

Vsetky k; aj £; musia byt kladné celé Cisla. V ramci l'avej aj v rdmci pravej strany
instrukcie musia byt vSetky pouzité farby rézne. Je povolené pouzit’ tu ista farbu na
oboch stranach instrukcie. Je povolené mat' n = 0 alebo m = 0, teda instrukciu, ktora
ma niektord stranu prazdnu. !

"Povolené je mat prazdne aj obe strany ingtrukcie, ale ako sa &oskoro dozviete, program, v ktorom
takuto inStrukciu pouzijeme, zarucene nikdy neskon¢i.
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Priklady inStrukeii:
- 2c¢ervena  — 3 modra
- 1zIta, 1 ¢cierna  — 1000005 siva
- 3c¢ervena — 333 Cervena, 334 cyklamenova, 335 purpurova
- 2zelend — )

Posledna instrukcia z prikladu ma prazdnu pravu stranu. Na zépis prazdnej strany
inStrukcie budeme pouzivat’ symbol prazdnej mnoziny, aby bolo jasné, Ze je prazdna
imyselne.”

V naSich prikladoch budeme pouzivat’ redlne ndzvy farieb. Vo svojich programoch
mozete ako nazvy farieb pouzivat’ aj 'ubovol'né iné alfanumerické retazce. Je tiez OK
pri zapise vynechat’ koeficient 1. Druhtl z vysSie uvedenych inStrukcii teda mozete
zapisat’ aj ,,zIta, ¢ierna — 1000 005 siva“.

Pokladnicka vykona instrukciu tak, Zze zo seba vyberie sadu zetonov na lavej
strane instrukcie, da ich Vekslakbotovi a poprosi ho, aby jej za ne priniesol sadu ze-
tonov z pravej strany. Vekslakbot to samozrejme promptne zabezpeci a Pokladnicka
do seba vlozi Zetdny, ktoré jej priniesol.

Ak v sebe Pokladnicka nema vsetky Zetony, ktoré si vyzaduje 'ava strana inStruk-
cie, tak danu inStrukciu v danej chvili vykonat’ nevie. Ak by napriklad mala len dva
cervené Zetony, nevie vykonat inStrukciu ,,3 ¢ervené — 333 Cervenych®.

Pokladnicka tiez nevie vykonat’ inStrukciu, ak by po jej vykonani bolo porusené
hociktoré z obmedzeni.

Pokyny

Pokyny pre Pokladnicku tvori koneéna postupnost’ instrukcii vyssie uvedeného typu.
Zdoraznujeme, Ze ide o postupnost’, a teda zaleZi na poradi instrukcii.

Vykonavanie programu

Program sa vykonava v krokoch. V kazdom kroku Pokladnicka za¢ne Citat’ pokyny od
zaciatku a ¢ita ich, az kym nendjde prvu instrukciu, ktoru vie momentalne vykonat’. Tt
inStrukciu vykond. (Na zvySok pokynov sa v tomto kroku uz ani nepozrie. V d’alSom
kroku za¢ne znova Citat’ postupnost’ inStrukcii od zaciatku.)

Vykonavanie programu skon¢i, ked’ sa uz ziadna instrukcia v pokynoch neda vy-
konat’.

Formalne mbZeme povedat’, Ze aj prava aj lava strana kazdej instrukcie obsahuje nejak multimno-
zinu farieb. Prazdna strana instrukcie je teda naozaj prazdna multimnoZzina.
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Priklad 1: viac cervenych

Uloha: Na zaciatku s v Pokladni¢ke nejaké Gervené a nejaké modré Zetony. Napiste
program, po ktorého skonceni bude v Pokladnicke prave jeden zlaty zeton a nic iné,
ak bolo cervenych zetdénov viac ako modrych. Vo vsetkych ostatnych pripadoch musi
Pokladnicka skoncit’ tplne prazdna.

Riesenie 1: bez obmedzeni
Nebudeme mat’ ziadne obmedzenia. Pokyny budi vyzerat takto:

dervend, modra — ()
dervend, zlata —  zlata
ervena — zlata
modra — 0

Pri vykondvani tohto programu bude Pokladnicka najskor pouzivat’ instrukciu 1,
kym to ide. Ked’ to prestane ist, ma uz v sebe bud’ len Cervené alebo len modré Ze-
tony. Ak st len modré, jedina instrukcia, ktora sa da pouzivat, je inStrukcia 4. Jej
opakovanym pouzitim sa Pokladnicka vyprazdni a program skonci.

Ak st po skonceni pouzivania inStrukcie 1 v Pokladnicke len Cervené Zetony,
bude to o ¢osi komplikovanejsie. Jedina insStrukcia, ktoré sa da v tejto situdcii pouzit’,
je instrukcia 3: vymenime jeden Cerveny Zetdn za jeden zlaty. Od tejto chvile sa uz in-
Strukcia 3 nepouZije, a to preto, Ze uz sa da pouzivat’ instrukcia 2. Tou sa Pokladnicka
postupne zbavi zostavajucich ¢ervenych Zetonov. Akonahle v nej ostane len samotny
zlaty Zetdn, uz sa neda pouzit’ zZiadna instrukcia, a teda vypocet konci.

P

Riesenie 2: s obmedzenim

Budeme mat’ jedno obmedzenie: zlatd < 1.

Pokyny budu vyzerat’ takto:

Cervena, modra — ()

cervena — zlata

gervena — ()

modra — )

Tentokrat sa v situacii, kedy su v Pokladnicke len samé Cervené zetony, najskor raz
vykona instrukcia 2 (jeden vymenime za zlaty) a potom sa uz bude pouzivat’ inStrukcia
3, az kym sa vsetky Cervené nemint. Obmedzenie, ktoré sme si zvolili, totiz brani
Pokladnicke opakovane vyuzit' inStrukciu 2.

D=

Priklad 2: sucet

Uloha: Na zaciatku je v Pokladni¢ke ¢ > 0 Gervenych Zeténov, m > 0 modrych
a jeden zeleny. NapiSte program, po ktorého skonceni bude v Pokladnicke presne
¢ Cervenych, m modrych a ¢ + m fialovych Zeténov.
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Riesenie: Keby sme len chceli dostat’ ¢ + m fialovych Zetoénov, stailo by vymenit’
vSetky Cervené aj vSetky modré za fialové ,;s kurzom jedna k jednej“. Ako ale nestratit’
povodné Zetony?

AN e

Nase rieSenie nebude mat’ Ziadne obmedzenia a bude mat’ nasledujtice instrukcie:
dervend, zelena —  tmavocervena, zelena

modra, zelena —  tmavomodra, zelena

zelend —  7ZIta

tmavocervena, zlta —  Cervena, fialova, ZIta

tmavomodra, zIta — modra, fialova, ZIta

Ata — 0

Vsimnite si, ako nas program pouziva pritomnost’ zeleného a zltého Zetéonu v Po-

kladnicke: pomocou nich vieme rozlisit’, ¢i eSte premieniame pdvodné Cervené a modré
zetony alebo ¢i uz naspat’ vznikaju nové.

Za Slovensku komisiu Olympiady v informatike spracovali
Michal Anderle (zaba@ksp.sk) a Michal Forisek (misof@ksp.sk).
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Dokoncenie z predchddzajiiceho cisla'.

Zaverecné poznamky a uvahy

Ja som pri MO od roku 1973 vd’aka doc. Janke Fetkovej, ktora ma k tej praci pri-
tiahla. Najprv som robil ako veduci pre kategoriu C v Stredoslovenskom vybore MO
(okrem organizovania kol a koordinacie rieSeni aj stistredenia), neskor ako predseda
KVMO. Je takmer isté, Ze keby som nevenoval tol'ko ¢asu matematickej olympiade,
mal by som viac penazi. Ale napriek tomu: Janka, d’akujem.

Nepisal som tu o vietkych akciach v ramci MO, napr. Cesko-pol'sko-slovenské
stretnutie, Cesko-pol'sko-slovenské stretnutie juniorov, vyberové sustredenia,
EGMO, KMS a iné seminare; ba ani o ststredeni ¢eského a slovenského druzstva,
ktoré bolo vzdy financované Ceskou stranou zo sukromnych zdrojov pod zastitou
Spolecnosti Otakara Boriivky - za toto patri ceskym kolegom vel'ké d’akujem.

Usmevna spomienka. V roku 2003 na IMO v Tokiu som na zasadnutiach Jury
sedel v lavici s lidrom Svédska, Paulom Vaderlindom. Pol hodinku po odovzdani
HARD-NICE formularov, ked’ som videl ich sumarizovanie, polozil som na st6l maly
papierik so zoznamom 6 tloh aj s poradim, ako ich vyberieme. Paul sa usmial. Ked’
sme po troch ditoch ulohy vybrali, Paul sa prihlasil o slovo a povedal, Ze mohli sme
si tri dni hadania sa uSetrit’, lebo lider SVK mal vysledok pol hodinu po odovzdani
HARD-NICE formularov.

1 Obzory matematiky, fyziky a informatiky, volume 52, number 2, pages 34-57, ISSN 1335-4981,
2023. Vojtech Balint, Sedem desatro¢i Matematickej olympiady
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Pretoze vhodnej Studijnej literatary pre riesitelov MO bolo pocas prvych 10 roc-
nikov sut’aze malo (a pre mladSich doddvam neuverite'ntl informéaciu, ze web este
neexistoval), za¢al UVMO od roku 1961 vydavat’ v nakladatel’stve Mlada fronta edi-
ciu Skola mladych matematikov, v ktorej do roku 1980 vyslo 47 zvizkov a aj tri
zbierky vybranych riesenych tloh. Mnohokrat vysli reedicie a postupne aj nemalo
d’alsich zvazkov. Ak sit moje informacie spravne, tak posledny zvazok mal poradové
&islo 61 a vysiel v roku 1988 pod nazvom Ulohy o velkych cislach (Ivan Korec).

Potom priSla Nezn4a revolucia a postupom casu zacali vychadzat' najrdznejSie
,ucebnice™ pochybnej kvality. Neboli ur¢ené ako doplnkova literatara pre MO, ale
kov. Nikto odborne fundovany to nedokazal zastavit’, ba ani nase cechové organiza-
cie JSMF a SMS; kazdy sa bal obvinenia, ze nie je demokrat, lebo r6znost’ nazorov
je predsa v demokracii vitana... Nuz, r6znost’ nazorov je vitana, napr. vo filozofii,
ale v exaktnej discipline, akou matematika je, nema ¢o hladat. A nikto z autorov
tych ,,ucebnic* nie je ochotny priznat, Ze o peniaze i§lo (a stale ide) az v prvom rade;
uéebnice, cviéebnice, osvetlovniky, pracovné listy a podobné materialy pre ZS
(a dnes uz aj pre stredné Skoly) sa totiz vydavaju opakovane a v takych poctoch,
0 ktorych sa kvalitnym u¢ebniciam matematiky pre vysoké skoly moze len snivat’.
Mozeme sa teda spytat’: naozaj urobili JSMF, SMS, MU SAV SR a vlajkové lode
vyucovania vSetko na obranu kvality vyu¢ovania matematiky?

Kore$pondencné seminare KMS, STROM a mnohé d’alSie (ich zoznam je dlhy)
st vel'mi uzitoc¢né, lebo umoziuju ziakom dlhsie premyslat’ a pracovat’ aj s literatu-
rou, ¢im sa vyznamne rozSiruju a prehlbuju vedomosti sut'aziacich. Toto sa najviac
podoba praci matematika alebo iného vedca: mdzes pouzit' ¢o chces, naStudovat’
problematiku, mas viac ¢asu... Je to obrovsky rozdiel s MO, kde ide o pracu na cas
a bez akejkol'vek pomoci, takze: tu a teraz! Ale MO a jej vrcholna ¢ast’ IMO je prave
typu tu a teraz. A ked’ o tom viac premysl'ame, tak zistime, zZe ¢innosti typu tu a teraz
je v skutoCnosti vel'mi vel'a: vodi¢ autobusu, hasi¢, lekar zachrannej sluzby, Sporto-
Veg, ...

Politické problémy v minulosti vznikali nielen s usporiadanim $portovych stt’azi.
Okrem postupu Rumunov s nepozvanim silnych stuperov v roku 1978 a okrem spo-
minaného absolltne neprijateI'ného zadsahu ministerstva Skolstva do MO v ro¢niku
1982 — 83 sa v roku 1987 prof. J. Gillis, ktory bol veducim izraelskej delegacie na
niekolkych IMO, postazoval listom tajomnikovi vyboru IMO prof. Johnu Her-
seemu, e Izrael nebol pozvany na IMO ani Kubou v roku 1987, ani Ceskosloven-
skom v roku 1984. Vyhovorka, Ze Izrael v tej dobe nemal diplomatické styky
s CSSR, bola detinsk4, lebo napriek chybajucim diplomatickym stykom bol Izrael
pozvany na IMO do Mad’arska v roku 1982 a aj do Pol'ska v roku 1986. Odmietnutie
vstupnych viz Pakistanskym Ziakom do Spanielska v roku 2008 som uz tiez spome-
nul v prislusnom ro¢niku. Boli ale aj iné problémy tohto typu.
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Matematicka indukcia, roenka ¢. 15, str. 166-167 o 8. IMO: , Nasi Ziaci robia
chyby v dokaze matematickou indukciou a pritom ide o matematické remeslo, ktoré
by mal ovladat kazdy priemerny stredoskolak. Z rieseni nasich Ziakov je zrejmé, Ze
sa zanedbava aj logicka stranka vyuky; je to vidiet na ich vyjadrovani, ktoré je ne-
dbalé a ¢asto nespravne... Ziaci sa casto pachtia za §tudiom tzv. vy§sej matematiky,
ale tento aparat pouzivaju nevhodne alebo dokonca nespravne, pricom stredoskol-
skii latku do hibky nepoznajii.

O tom, Ze naSi Ziaci ani po 46 rokoch nevedia pouzit’ matematicku indukciu, sme
sa presved¢ili na IMO v roku 2013 (viac 0 tom najdete v ¢lankoch [9] a [10] od Pal’ka
Novotného a mnia). Dovolim si tu apelovat’ na tych —najma mladych — kolegov a ko-
legyne, ktori s obl'ubou pouzivaju slovné spojenie ,,Skolskd matematika®™ a v horSom
pripade dokonca ,,skareda sSkolska matematika‘: netreba lietat’ ve'mi vysoko, lebo
pad je potom tvrdy; pre dosiahnutie vyssich sfér neraz staci pouzit’ klasicky rebrik,
ktory by sme nemali vyhodit...

Uzna 1. IMO v roku 1959 vznikla debata aj o modernizacii vyucovania. Mad’ar-
sky delegat reagoval tak, ze skor ako sa zavedi nové partie, bude treba rozhodnut’
0 tom, ktoré doterajsSie partie osnov sa vynechaju. Sovietsky a Bulharsky delegat
konstatovali v sulade s reakciou Mad’arského delegata, ze predsa Ziaci st pretazeni
uz teraz.

Téma modernizacie rezonuje aj dnes a objavuje sa vo volani po permanentnej
reforme $kolstva najma u tych, ktori latku sice do hibky neovladaju, ale cheeli by
ziakom ulah¢it’ ziskanie vedomosti. A tak sami seba pasuju do role, Ze oni to vy-
svetlia... Tak vznikaja ,,nové metody*: funkcia je automat na zuvacky; funkcie st
malovanky; vyries funkciu; odmocninu zo zaporného ¢isla mat’ nemézes (to vsetko
pre strednt $kolu); autorka nerozliduje (v 9. roéniku ZS) medzi definiciou a vetou;
Vv lichobezniku sa z danych udajov vo vzorovom priklade dvomi spésobmi vypocita
vysledok, v ktorom je stéet dizok troch jeho stran mensi ako dizka §tvrtej strany
(skuste si to nakreslit’); pravouhlost’ nakresleného trojuholnika sa dokazuje meranim
dizok jeho stran (to je obzvlast vhodné v slavnom pripade, ked” prepona je uhlo-
prieckou jednotkového Stvorca, ale navyse plati, ze pravouhlych trojuholnikov s ra-
cionalnymi diZkami vietkych stran je zanedbatelne mélo v porovnani so vetkymi
pravouhlymi trojuholnikmi, takZe meranim nam to vyjde malokedy); alebo ak vysle-
dok je napr. zlomok 30/42, tak Cisla sa daji zmensit napr. na 5/7, pricom autor sa
striktne vyhne kazdému pravidlu, v tomto pripade pre kratenie zlomkov, lebo odo-
vzddvanie hotovych vedomosti je intelektudlne prizivnictvo (¢o Vy na to, sir IsaacC
Newton, so svojou polohou na pleciach obrov)... Potom maju fyzici problém vysvet-
lit, ze 1 meter a 2 litre sa nedaju scitat’ a urcite to nie st 3 kilogramy, ale ¢o ma robit’
diet’a, ktoré sa ucilo, ze 1 mys + 1 mys = 1 macka, ¢o je zaujimavé aj Ciselne.

Pozoruhodné je aj posmesné pouzivanie slova biflovanie. Napr. je zakdzané na-
biflovat’ sa nasobilku, nasobenie treba predsa chapat’. Nuz¢o,2 X3 =3 X2 =6]e
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na pochopenie vyborna vec a dobry ucitel’ to vysvetli napr. na 6 osobach v dvoch
radoch a troch stipcoch alebo naopak — ak sa na tie osoby pozrieme zboku, méame
hned’ aj komutativnost’. Ale uz pri 7 X 8 je rychlejSie namiesto chépania zapojit’ na-
biflovany vysledok 56. Herci musia mat’ nabiflované takmer vsetko a ten kto chce
predniest’ Sladkovicovu Marinu, tak vSetko. A vSimnite si, ¢o robi Mikaela Shiffrin
a d’al$i lyziari tesne pred sitazou: opakujt si Cerstvo nabiflovanu trat’. Lekari a prav-
nici by mali mat’ nabiflované naozaj vela stran a aj najmensia odchylka od presnej
formuldcie moze byt velmi draha. Ale v matematike vraj ziak na vSetko pride aj
sdm, takze zakdzeme nabifl'ovat’ sa, napr. 3 strany definicii a 5 stran viet (¢im by
Student ukazal, Ze aspoii o nieCo sa snazil).

Samozrejme, vyvoj sa neda zastavit, napr. klasicka deskriptivna geometria uz
davno nie je v osnovach strednych $kol, do popredia sa dostala tedria grafov a dis-
krétna matematika vo vSeobecnosti — pravom. Lenze nezaskodi si uvedomit’, Ze napr.
Laszl6 Lovasz, jeden z najvyznac¢nejSich matematikov za poslednych asi 40 rokov
(na IMO 3-1-0 a este dve $pecialne ceny; PhD dostal o rok skor, ako univerzitny
diplom; nositel’ mnozstva najvyssich oceneni, napr. Abel Prize, Kyoto Prize, Wolf
Prize, ...), tak tento Laci Lovasz na otazku ¢o by sa mohlo zo stredoskolskych osnov
vynechat’ odpovedal, ze urcite nie klasicka euklidovska geometria, lebo ta je najna-
zornej$im zakladom logického myslenia a Struktiry vedeckej discipliny axiom — de-
finicia — veta — dokaz. Lenze podla reformatorov on tomu predsa nerozumie...

V kategoriach MO pravdepodobne ddjde k mozno aj vyraznym zmenam, pretoze
uz neexistuju celostatne osnovy a v dosledku Skolskych vzdelavacich programov
vznikaju niekedy az neprekonatelné rozdiely v obsahu uciva na réznych skolach.
Zasadna zmena sa bude tykat' najprv ZS, kde budi mozno len dve kategorie. Pre
zaujimavost’ pripominam, ze uz koncom 19. storo¢ia Henri Poincaré a podobni ,,bez-
vyznamni vedci spustili iniciativu zjednotit’ osnovy matematiky v Eurdpe tak, aby
maturitné vysvedcenie od Lisabonu po Lemberg malo rovnaku vypovednu hodnotu
o vedomostiach. Viac o tom najde zaujemca napr. v [12], [15].

Citatel’ si zrejme v§imol, e zakladatel’ MO, profesor Cech, mal vyborné kontakty
s neskor§im ministrom $kolstva, dr. FrantiSkom Kahudom. TakZe zakladatel MO bol
partnerom pre ministra Skolstva. Dokonca este aj ja som mal moznost’ priamej ko-
munikacie s ministrom $kolstva, i ked’ sa uz bolo treba prebojovat’ cez I'udi, ktori sa
stavali do pozicie nutného prostrednika medzi mnou a ministrom. Ale Murphyho
zakony funguju neuprosne, takze Citatel moze popremyslat’ o tom, kto je dnes part-
nerom predsedu matematickej olympiady. PresnejsSie: kol’ko 0sdb je medzi minis-
trom §kolstva a predsedom SKMO?

Ked v roku 1951 v CSR ministerstvo $kolstva vyhlasilo sitaz zvana MO, samo-
zrejme poskytlo na fiu aj peniaze a ucitelia matematiky ta sit’az organizovali. Bolo
to v Case, ked’ email ani mobil nebol, kopirovat’ sa dalo naozaj len cez kopirak, alebo
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neskor tzv. modraskom, ale na to uz bolo treba povolenie... Urcite nie vSetko bolo
idedlne, ale nasi vel’ki predchodcovia to zvladli.

Dnes je situdcia mierne dramaticka. Pokial’ st moje informacie spravne (a mam
ich od predsedu doc. Tomésa Bartu), v CR uZ nie je ministerstvo $kolstva vyhlaso-
vatel'om olympiad, teda nie st zarucené financie. Preto predsedovia ¢eskych olym-
piad spolo¢ne napisali na ministerstvo list. Odpoved’ bola, Ze penazi je dost’, len treba
napisat’ projekty. Je absurdné, ak sa musia pisat’ projekty na sit’az s jasnymi pravid-
lami a vySe 70-ro¢nou tradiciou. NavySe, ¢o v pripade, ak o takom projekte bude
rozhodovat’ &lovek typu ,,mne matematika nikdy nesla“ — lebo takych je aj v CR na
vysokych postoch dost'...

Na Slovensku je toho &asu situdcia ina; pokial’ viem, MS SR stale je vyhlasova-
telom sut’azi — aspon tak je to napisané na strankach NIVaM (novy trad, ktory na-
hradil Tuventu). Ale nie je mozné zistit' iroven dne$ného financovania MO a uz vo-
bec nie je mozné porovnat’ ho s inymi sut'azami. Pritom NIVaM ma peniaze od mi-
nisterstva Skolstva, ktoré ma peniaze samozrejme od dafiovych poplatnikov... Plati
to isté, Co som napisal vysSie, ale pre istotu to zopakujem. Je absurdné, ak sa buda
musiet’ pisat’ projekty na sitaz s vySe 70 ro¢nou tradiciou a jasnymi pravidlami za-
kotvenymi v Organiza¢nom poriadku. Navyse, ¢o v pripade, ak o takom projekte
bude rozhodovat’ ¢lovek typu ,,mne matematika nikdy nesla“? Maji nase cechové
organizdcie JSMF a SMS silu, aby takej situdcii zabranili a ak taka predsa len na-
stane, tak aby presadili zdravy rozum?

Zrejme by ministrovi Skolstva bolo treba znovu pripomenut’ dévody vyslania ob-
servera: aby lider nespal len dve hodiny zo 60 vel'mi tvrdych pracovnych hodin,
a aby mladsi ziskali skiisenosti, ktoré im umoznia tych star§ich plnohodnotne nahra-
dit.

Dovolim si na zaver mala uvahu o (ne)vzdelanosti. Podnetom bola okrem iného
nedavna sprava, Ze pan D. H. sa zcastnil ako porotca na jednej literdrnej sut’azi pre
deti. To je v poriadku, lebo pan D. H. je ¢lovek od pera, teda literat. Lenze pan D. H.
pri tej slave redaktorovi povedal, ze vSetko bolo vyborné, az kym neprisiel niekto,
kto povedal ,,definuj to“. A toto uz v poriadku nie je. Pan D. H. (a nielen on) sa totiz
dehonestujico vyjadruje o veciach, ktorym vobec nerozumie. Pojmy sa definuju nie
len preto, aby vyjadrovanie sa bolo kratsie, ale najma preto, aby napr. Francuz, Aus-
tral¢an, Japonec a aj Jan Ponec vedeli, ze hovoria o tom istom. Je to dolezité, lebo
ak 'udia nemaju jasno o pojmoch, tak nevedia o com hovoria a vznikaju uplne zby-
tocné a neraz hodne drahé debaty. Toto plati uplne vSeobecne, teraz sa ale vratme
k matematike. Takze si dovolim pridat’ maly dodatok pre D. H. a pre vSetkych, ktori
sa v suvislosti s matematikou neraz pytaju, ze naco je to dobré. Dalo by sa ironicky
odpovedat’, ze vel'mi vela I'udi sa v plnom $t’asti dozilo vysokého veku aj bez toho,
aby vedeli, kedy bola bitka na Bielej Hore, ba dokonca nikdy sa nedozvedeli ani to,
ze tam nejaka bitka bola. Alebo nikdy nepoculi o dramatikovi Williamovi
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Shakespearovi. Alebo nevideli muzikal Povolanie papez. Ale sme za SirSiu vzdela-
nost’, takze lepsSia odpoved’ je asi tato: ,,Keby sme ludom, ¢o kladu také otazky, odo-
brali vsetko, ¢o pri svojej vyrobe pouzilo matematiku, tak by nemali nielen mobil
a iné vymozenosti, ale dnes by uz vicsina z nich nemala ani oblecenie.*

Na ilustraciu skratenia vyjadrovania sa uvediem odstrasujtci priklad, ako by vy-
zerala vel'mi uzito¢na a krasna teoréma, ktoru si aj vel'mi slaby Student zapamita
aspon v skratenom tvare: ,,Sucet spojitych funkcii je spojita funkcia.* Takze najprv
definicia spojitosti funkcie v bode b sprava.

Budeme hovorit, Ze funkcia f je spojita v bode b sprava prave vtedy, ak pre kazdé
€ > 0 existuje & > 0 také, ze pre kazdé x € (b,b + &) je |f(x) — f(b)| < &.
Potom sa dokaze napr. tato
Veta. Ak funkcie f, g su spojité v bode b sprava, tak aj ich sucet je funkcia spojitad
v bode b sprava.

Tt vetu zd’aleka nie kazdy Student vie dokazat’ (a dnes sa t0 uz pozaduje len pre
Studentov matematiky), ale urcite si ju vie zapamaétat’, prinajmensom v skratenej (nie
celkom presnej) verzii, ktorti som uviedol uz vyssie: Sucet spojitych funkcii je spo-
jita funkcia.

A teraz napiSeme t1 vetu bez definicie spojitosti, ale samozrejme tak, aby pres-
nost ostala zachovana.

Veta. Nech € >0 je [ubovolné. Nech existuje &6, >0 také, Ze pre kazdé
x € (b,b+6;7) je |f(x) — f(b)| < &/2 anech existuje &, > 0 také, Ze pre kazdé
x € (b,b+68,) je |g(x) — g(b)| < €/2. Oznacme & mensie z cisel §;, §,. Potom
pre kazdé x € (b, b + &) plati |(f (x) + g(x)) — (f(b) + g(b))| < &.

Tak tito formulaciu tej uzitocnej a krasnej vety by sme ani my, ucitelia matema-
tiky, neradi pouzivali...

Ak niekto bude chciet’ pisat’ podrobnejsie o historii MO, tak jeden z najprirodze-
nejsich zdrojov informacii budi zrejme Rocenky. Dovolim si upozornit, Ze najmé
v starSich Ro¢enkach sa dost’ malo pozornosti venovalo spravnemu zapisu geogra-
fickych nazvov a mien uc¢astnikov. Takze buduci pisatelia by mali ¢erpat’ aj z inych
zdrojov. (Z tohto hl'adiska je situacia rovnaka v tom najSirSom slova zmysle: znalost’
dejepisu len z jedného zdroja sved¢i o neznalosti problematiky dejin. Lebo dejiny
a dejepis nie su to isté, zhoduju sa len v niektorych faktoch...)

Aj touto cestou d’akujem Dr. Jaroslavovi Svrékovi, ktory ma nehyntcu zasluhu
na tom, Ze v nakladatel'stve UP Olomouc boli vydané niektoré chybajuce ro¢enky
MO, na ktoré sa po roku 1989 nenasli peniaze, ba dokonca bola snaha zrusit’ MO.
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Na zaver d’akujem vSetkym ucitel’kam a ucitel'om, ktori podporuju ucast’ svojich
ziakov v MO, opravuju rieSenia a venuju im svoj ¢as, pricom odmenou je im obvykle
len tspech ich ziakov v stt'azi.
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Energia odrazenych lopticCiek

Jozef Benuska

Abstract: The article deals with real collisions of bodies in the form of a research ac-
tivity. Real body-body collisions differ from perfectly elastic or perfectly inelastic col-
lisions. Real precipitation is influenced by a number of parameters of the substance as
well as the environment (for example, temperature). At the end of the article, there are
attached tested worksheets that the author's students work with.

Keywords: collision of bodies, transformation of mechanical energy, research activity,
worksheets

Stihrn: Clanok sa venuje realnym zrazkam telies formou badatel'skej aktivity. Redlne
zrazky telies sa lisia od dokonalo pruznych, ¢i dokonalo nepruznych zrazok. Na realne
zrazky vplyva mnozstvo parametrov latky ako aj okolia (napriklad teplota). V zavere
¢lanku su prilozené odskuSané pracovné listy, ktorymi Ziaci autora pracuji.

KPadové slova: zrazka telies, premena mechanickej energie, badatel'ska aktivita, pra-
covné listy

MESC: M50

1 Uvod

Deti su zvedavé a ich zvedavost’ by sme mali podporovat. Existuju aktivity, ktoré
su pre ziakov motivujice a maju potencial zaujat’ ziakov, zaroven suvisia s obsa-
hom uciva a umoziuju osvojit’ si poznatok badanim.

Badanie z pohl'adu ziaka suvisi s aktivitami, prostrednictvom ktorych si ziaci bu-
dujt poznatky a porozumenie javom ako aj pochopenie toho, ako vedci svet okolo
nas skimaji. Badanie predstavuje spektrum Cinnosti, ktoré zahffaju pozorovanie,
kladenie otdzok, Studium literatiry a d’alSich informacnych zdrojov na posudenie
toho, o je uz zname; planovanie skiimania; posudenie a zhodnotenie toho, ¢o je uz
zname vo svetle experimentalnych dokazov; pouzivanie nastrojov na zber, analyzu
a interpretaciu dat; navrh odpovedi, vysvetleni a predpovedi a zdiel'anie vysledkov.

Ziaci na vietkych urovniach prirodovedného vzdelavania by mali mat’ dostatok
prilezitosti realizovat’ badanie a rozvijat’ schopnosti mysliet’ a konat’ badatel'skym
spdsobom.
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Badatel’ské aktivity v pravom slova zmysle, t.j. so vSetkymi jej elementmi nie je
jednoduché uskutocnit’ v triede. Od ziakov nemdzeme ocakavat’, ze buda schopni
okamzite navrhnut a realizovat’ skiimanie so vSetkym, ¢o k tomu patri.

V tomto prispevku poskytujeme uZzivatelom pracovné listy pre ziakov, ktoré
umoziuju realizovat’:

-potvrdzujiice badanie (Confirmation inquiry). Ziaci potvrdzuju platnost’ neja-
kého zakona (poznatku, suvislosti) v aktivite, ktorej vysledok uz poznaju.

-§truktirované badanie (Structured inquiry) Ziaci riesia problém sformulovany
ucitel'om na zaklade pripraveného postupu.

Verime, Ze tu prezentovana problematika 16pt a lopticiek je detom natol’ko bliz-
kam Ze ich zaujme.

2 Energia odrazenych lopticiek

Lopta je gulaty predmet pouzivany v mnohych Sportoch a hrach. Obvykle je vyro-
bena z koze, gumy alebo plastickej hmoty. Lopty su vicsinou duté, naplnené stlace-
nym vzduchom. V niektorych sSportoch sa pouzivaju gulaté predmety vyrobené

z kovu, dreva alebo pevnej umelej hmoty. V takych pripadoch obvykle hovorime

o guli (napr. biliard).

Lopty boli vyuzivané na hry uz v staroveku Egypte, Grécku a Rime, aj Azté-
kmi v Strednej Amerike. Pocas storoci sa vyvinulo velké mnozstvo réznych lopto-
vych hier.

Zatial’ ¢o pre vacsinu I'udi su lopty skor nenarocné objekty urcené na zabavu, v
skutoc¢nosti sliizia ako zaujimavy odrazovy mostik do poznavania mnohych fyzikal-
nych javov. Ak budeme hl'adat’ fyziku pri odraze a pohybe, nau¢ime sa vel'a o zrych-
leni, rychlosti, energii, pruznosti a pod.

Preco lopty ,,skdcu“? Premyslali ste niekedy nad tym, preco sa niektoré lopticky
odrazia vyssie ako iné?

Schopnost’ lopty odrazit’ ma vel'a ¢o do Cinenia s pruznost’ou, alebo tzv. elasti-
citou. Elasticita je schopnost’ objektu vratit’ sa do pévodného tvaru po jeho defor-
maécii - roztiahnuti alebo stlaceni. Objekty, ktoré su viac elastické, st zvyc€ajne pruz-
nejsie.

Pruznost’ objektu znamena aj to, ze ma tendenciu vracat’ sa do svojho rovnovaz-
neho stavu, nadobudat’ svoj prirodzeny tvar. Tvar, ked’ je teleso deformované, nie je
jeho prirodzeny tvar.

Ak objekt nie je v prirodzenom tvare posobi nan Sila, spésobujuca obnovenie
rovnovazneho tvaru, nazyvajme ju obnovujica sila alebo sila pruznosti. Obnovu-
juca sila pruznosti je vzdy nasmerovana proti deformacii objektu.
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Obr. 1: Deformované elastické lopty — neprirodzeny tvar. Zlava lopta squashovd, baseballovd a
golfova.

Takmer vSetky pevné telesa su elastické, t.j. maju uréity stupefi pruznosti. Tri-
vialnym prikladom elastického predmetu je pruzina. Pravdepodobne mate skuse-
nost’, ze pruzina ma tendenciu obnovit’ svoju pdvodny tvar, ked’ ju natiahnete, aby
bola dlhsia.

Pri kazdom odraze lopticky existuje 7 faz, ktorymi lopti¢ka postupne prechadza.
Pod’'me sa pozriet’ na fyziku lopti¢iek pri odraze. Pri tomto opise sa budeme poze-
rat’ na pad lopticky zjednodusSene, budeme ignorovat’ v§etky ostatné sily okrem
tiaZovej.

Faza 1: Pad
Prva etapa pred kazdym odrazom lopty je jej pad, pri ktorom sa potencialna energia
lopty E, premiena na jej kineticku energiu Ex. V zjednoduSenom pripade je pad
lopty spdsobeny tiazovou silou Fg, ktora vzdy smeruje zvislo nadol.

[ 1. faza | 2.faza | 3.faza | 4.faza | b5.faza | 6.faza | 7.faza |

Obr. 2: Fazy pri odraze lopty.
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Faza 2: Zaciato¢ny kontakt
Je okamih, ked’ sa lopta prave dotkne povrchu zeme. Po tomto okamihu zacina
proti tiazove;j sile Fe posobit’ obnovujuca sila pruznosti Fp.

Faza 3: Spomalenie
Po prvotnom naraze sa pohyb lopty vel'mi rychlo spomali. Material lopty je elas-
ticky, deformuje sa najméa v mieste styku s podlozkou. Lopta tla¢i na zem dokonca
véacsou silou, ako je jej vlastna tiazova sila.

Faza 4: Maximalna deformécia
V tomto bode je rychlost’ lopty nulova, material lopty dosiahol maximalnu defor-
maciu. Sila pruznosti Fj, je maximalna, ma smer nahor.

Faza 5: Zaciatok odrazu
V tejto etape zaCina pohyb lopty spét’ na miesto, kde sa jej pohyb zacal. Lopta je
postupne menej a menej deformovana ako v maximalnej deformac¢ne;j faze.

Faza 6: Nulovy kontakt
Pri nulovom kontakte uz material lopty nie je deformovany, sotva sa dotyka po-
vrchu, v podstate len na jednom bode. Vektor rychlosti lopty smeruje nahor.
Pruzn4 sila uz nepdsobi, nepdsobi teda ziadna sila, ktora by ju urychl'ovala smerom
nahor.

Faza 7: Uplny odraz
Lopta opustila povrch podlozky. Ak predpokladame, Ze lopta je tGplne elasticka
a ignorujeme iné energetické straty, aké sposobuje je zvuk a teplo, potom sa lopta
odrazi spat’ do povodnej vysky z akej povodne padala.

3 Koeficient restitucie

Opisany pripad odskoku lopty bol vel'mi zjednoduseny, so zanedbanim akych-
kol'vek inych sil ako odpor vzduchu, nedokonala elasticita, rotacia, trenie, deforma-
cia zo zaciatocného hodu atd’. Toto vSak nie je realny odraz. Pri redlnom odraze to
vyzera podstatne inac.

Skakacia lopta zachytena stroboskopickym bleskom rychlost’ou 25 snimok za se-
kundu. Ked’ lopta pada vol'ne pod vplyvom gravitacie, zrychl'uje sa nadol a jej po-
¢iato¢na potencialna energia sa premiena na kineticku energiu. Pri naraze s tvrdym
povrchom sa lopta deformuje a premiena kinetickl energiu na elastickl potencialnu
energiu. Ked’ sa lopta vracia spét, energia sa najskor premeni spét’ na kineticku ener-
giu a potom, ked’ lopta znova ziska vy$ku do potencialnej energie. Straty energie
spdsobené nepruznou deformaciou a odporom vzduchu sposobuji, Ze kazdé na-
sledné odrazenie je mensie ako posledné.
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Obr. 3: Stroboskopicka fotografia padu a odrazu skdcucej lopty.

Lopta sa pri zrazke deformuje, na ¢o sa nutne spotrebuje ista deformaéna energia.
Pri pruznej zrazke sa Cast’ tejto energie zvycajne premeni spat’ na kineticka energiu
lopticky, a Cast’ sa spotrebuje na plasticku deformaciu telies —uvol'ni sa z va¢sej Casti
v podobe tepla, ale tieZ v trvalej zmene Struktury deformovanych materialov. To, do
akej miery dojde k spitnej premene deformacnej energie na Kineticka energiu, popi-
suje koeficient restitucie e (restiticie — navratu — to date spét)).

Koeficient restitacie e je definovany ako pomer rychlosti v, a v4, kde v, je rych-
lost” lopty tesne pred jej dopadom a v, tesne po jej odraze.

e =1,/
Zo zékona zachovania mechanickej energie pre koeficient restitucie plati aj:
e = hz / hl y

kde h; je vyska, z ktorej lopta pada a h, je maximalna vyska, do ktorej vy-
stiipi po odraze (pozri obr. 3).
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L1

Obr. 4: K definicii koeficientu restitucie.

Standardné hodnoty koeficientu restitacie st z intervalu (0; 1), pricom nule zod-
poveda dokonale nepruzna zrazka a jednotke dokonale pruzna zrazka.

Mala ukazka z praxe.

,,COR* je skratka pre Coque of Restitution. Je to sice termin zo sveta vedy a fy-
ziky, ale poznaju ho aj hraci golfu. Koeficient restitucie je termin opisujlci prenos
energie medzi dvoma objektmi. Koeficient restitucie objektu A je miera schopnosti
objektu A prenésat’ energiu do objektu B, ked’ sa zrazia A a B.

Vyrobcovia golfovych palic pracuji na zefektivneni prenosu energie z palice na
lopticku pri tidere. Tym golfisti dosiahnu vécsiu vzdialenost’ doletu lopty.

V minulosti eur6psky standard povol'oval koeficient COR v neobmedzenej vyske
a americky Standard ho obmedzoval. Preto vyrobcovia golfovych palic vyrabali dve
verzie palic. Avsak od roku 2008 sa tieto rozlicné normy zjednotili a plati jednotna
norma — COR v hodnote 0,830.

Odraz lopty od povrchu ihriska, Casti tela alebo Sportového nastroja moze byt
zapricineny:

1) pruznostou materialu lopty, tzv. elasticitou,
2) pruznostou vzduchu, ktorym je lopta nafiikana.
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Obr. 5: Golfové palice Great Big Bertha — viavo.

Odraz futbalovej lopty od povrchu travnika alebo od futbalistovej nohy ma int
fyzikalnu pric¢inu nez napriklad odraz golfovej alebo squashovej lopticky od tuhého
povrchu.

Obr. 6: Rez golfovou loptou vyplnenou elastickym materidlom.

Zatial ¢o odraz squashovych lopticiek je spdsobeny elasticitou (pruznostiou) ma-
terialu lopticky, plast’ futbalovej lopty nema v podstate ziadnu pruznost’ - nenafuk-
nuta lopta sa po dopade na zem vdbec neodrazi.

Ak dopadne na zem naftiknuta futbalova lopta, dojde k splosteniu jej spodnej
Casti. Z fyziky vieme, Ze tlak v plyne pdsobi vSetkymi smermi. Na dopadom splos-
tenu Cast’ lopty posobi teda zvnutra smerom nadol (na zem) tlak vzduchu - no a podla
zakona akcie a reakcie posobi na tuto splostenu Cast’ zdola nahor reakéna sila pod-
lozky, teda ihriska (to isté vysvetlenie plati pri odraze od futbalistovej nohy).
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Obr. 7: Tlak vzduchu v lopte a reakénd sila.

Testovanie pruznosti futbalovej lopty je vel'mi dolezité. Lopta musi mat’ idealny
odskok, ¢o je vel'mi délezité pre hracov, ¢i uz pri spracovani lopty nohou, na hrudi,
alebo hlavou. Kvalitna futbalova lopta musi byt natol’ko pruzna, ze ked’ ju pustite
vol'nym padom z 2 m vysky, tak musi dosiahnut’ nasledujuci minimalny odskok (pri
teplote vzduchu 5 stupiiov az 20 stupiiov):

o futbalova lopta velkost’ 5 - musi mat’ odskok - 125 cm - 155 cm.
o futbalova lopta velkost’ 4 - musi mat’ odskok - 115 cm - 155 cm.

Pri niz8ej teplote ako je 5 stupiiov Celzia méze byt tolerancia minimalneho od-
skoku futbalovej lopty v rozmedzi 10 cm.

V zavislosti na druhu povrchu, od ktorého sa lopta odraza, je rychlost’ odrazene;j
lopty o vécsiu ¢i mensiu hodnotu nizsia nez rychlost’ dopadajucej lopty (len v ideal-
nom pripade dokonale pruzného odrazu st obe rychlosti rovnaké). Na tvrdom po-
vrchu je rychlost’ odrazenej lopty 0,8-nasobkom rychlosti dopadu, na travniku s
kratko zostrihanou travou je to len 60 % pdvodnej hodnoty.

4 Squashové lopti¢ky

Specialny pripad v odraze lopticiek su squashové lopti¢ky.

Ak si niekto mysli, ze nezalezi na tom, s akou squashovou loptickou hra, tak je
na omyle. Jednotlivé lopti¢ky na squash sa rozdel'uji do skupin, ktoré su uréené pre
rozdielne kategorie hracov squashu.

Kazda skupina squashovych lopticiek je uréena pre inti vykonnost’, iné herné
schopnosti a iny $tyl hracov. Lopticky st odliSené farebnymi bodkami modrou, ¢er-
venou, bielou a Zltou. Cierna squashova lopti¢ka s modrou bodkou je rychla lopticka,
ktora je uréena pre zadiatoénikov. Cierna squashovy lopticka s dvomi ZItymi bod-
kami je vel'mi pomald lopticka, ktora je ureny pre profesionalnych hracov squashu.


https://www.najlacnejsisport.sk/squashove-lopticky-c-140_141.html
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Obr. 8: Squashova hra.

Obr. 9: Odraz squashovych lopticiek s roznym oznacenim.

V odraze squashovej lopticky sa prejavuju dva hlavné prvky pruznosti - gumené
telo a vzduch vo vnutri lopty. Typ pouzitej gumy je elasticky polymér, ktory sa
sklada z molekul podobnych dlhému retazcu. Po roztiahnuti sit molekuly ntitené pri-
jat linearny tvar, a zahreju sa. Ked’ sa elasticky polymér zohreje, stava sa pruznej$im
a tlak vzduchu vo vnttri sa zvySuje, ¢im sa squashova lopticka viac odrazi.
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Elastické polyméry maju vel'mi vysoku elasti-
citu, to je schopnost’ deformovat’ sa akymkol'vek
spdsobom a stale sa moze vratit’ do svojho pévod-
ného tvaru a velkosti. Schopnost’ materidlu rychlo
sa vratit do poévodného stavu je dana pomerom
energie ziskanej k pouzitej energii. V $pecifika-
ciach pre squashové lopticky je odrazova schop-
nost’ pri 23° Celzia minimalne 12%.

Material loptic¢iek mé vel'mi nizku priepustnost’,
¢o znamena, ze vzduch vo vnutri squashovej lop-
ticky nie je schopny uniknut’ ani pri zvyseni tlaku v
Obr. 10: Profe,siondln.ywzahriec“ désledku zmien teploty.

squashovych lopticiek Pred zaCatim samotnej hry je dolezité squ-

ashovii lopti¢ku zahriat’ na uréita teplotu. Cim je

vyssia teplota squashovej lopticky, tym je jej odskok vacsi. Studena lopticka ma d’a-
leko horsi odskok nez lopticka zahriata.

Aktualna teplota squashovej loptic¢ky je zavisla na dvoch faktoroch, a to na tep-
lote squashového kurtu a na hracskej trovni.

Ako mézeme squashovu lopticku zahriat™? Tak, Ze sa silnymi udermi hra loptic-
kou o bo¢nii stenu kurtu. Cim végsiu silu vynalozite, tym rychlejsie sa lopticka za-
hreje — toto vSak vedia iba dobry hraci. Ina moznost’ je pouzit’ ohrievaé¢ squashovych
lopticiek — pozri obrazok.

V realnom Zivote lopty pri skakani stracajii energiu a nakoniec sa zastavia.
Ked’ lopta zasiahne stenu alebo povrch, vytvori hluk, o je strata energie z
odrazu lopty. To tiez bude generovat’ urcité mnozstvo tepla, d’alsie straty
energie. Trenie zo steny spdsobi stratu energie, ako aj odpor vzduchu, ked’ sa
lopta pohybuje.

Ked maju lopticky akukol'vek rotaciu, a ked’ povrch, ktory zasiahli, nie je bez
trenia, lopticky sa otacaju po dopade. Je to sposobené silou trenia. O tychto vply-
voch na pohyb lopty sme teraz nechceli pisat.

Na nasledujticom uvadzame dva pracovné listy uréené ziakom. V jednom z nich
testuju pruznost’ loptiiek pouzivanych v roéznych $portoch. V druhom skamaja
vlastnosti rozli¢nych squashovych lopticiek.

-®

Y
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5 Pracovné listy

Meno a priezvisko: Trieda:
Skola: Détum:
O PRUZNOSTI LOPT

PremysPali ste niekedy nad tym, preco sa niektoré lopticky odrazia lepsie ako
iné?

Aka je prifina dobrého, ¢i horSieho odrazu loptic¢ky?

Ktoré lopticky st duté a ktoré plné?

Viete, Ze tenisovy vyplet méze byt mrtvy?

Zamyslenie na uvod

Dolezity parameter v teste kvality lopty je pruznost’. Pruznost’, alebo elasticita, je
schopnost’ objektu nadobudnut’ pdvodny tvar po deformacii.

Napriklad futbalova lopta musi mat’ idealny odskok, ¢o je ddlezité pre hracov pri
spracovani lopty. Kvalitna futbalova lopta musi byt natol'’ko pruzna, Ze ked’ ju pus-
tite volnym padom z 2 m vysky, tak musi dosiahnut’ minimalny odskok 125 cm -
155 cm.

Fyzikalne priciny odrazu lopt:

1) Odraz squashovej lopti¢ky od tuhého povrchu
je sposobeny elasticitou materialu lopti¢ky. Na SRIXON

obrazku je prierez golfovou lopti¢kou Srixon
Z-Star.
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2) Odraz futbalovej lopty nohy ma inu fyzikalnu pric¢inu. Plast futbalovej lopty
nema ziadnu pruznost’ — nenafiknuta lopta sa
po dopade na zem vébec neodrazi. Ak vSak do-
padne na zem nafuknuta lopta, dojde k sploste-
niu jej spodnej Casti. Tlak v plyne pdsobi vset-
kymi smermi. Na dopadom splosteni cast
lopty posobi teda zvnutra smerom nadol (na
zem) tlak vzduchu - a podl'a zakona akcie a re-
akcie pdsobi na splostenu ¢ast’ zdola nahor re-

akcna sila podlozky.

V zavislosti na druhu povrchu, od ktorého sa futbalova lopta odraza, je rychlost’
odrazenej lopty mensia nez rychlost’ dopadajticej lopty. Na tvrdom povrchu je
rychlost’ odrazenej lopty 0,8-nasobkom rychlosti dopadu, na travniku je to len
0,6-nasobok (60 %) pdvodnej hodnoty. Rychlost lopty po odraze sa samozrejme
prejavi vo vyske odskoku lopty.

Pre odraz lopty plati zdkon zachovania energie. Cim ma lopta lepsiu pruznost’,
tym viac mechanickej energie jej po odraze ostane a menej energie sa premeni
na iné formy energie.

Uloha 1
Zarad’te lopti¢ky pre uvedené Sporty podla pri¢iny ich odrazu.

Basketbal, squash, bejzbal, volejbal, hopka, stolny tenis, golf, hokejbal, florbal, te-
nis.

Pruznost’ materialu Vzduch v lopte Neviem sa rozhodnat’
basketbal
sguash
bejzbal
volejbal
hopka
Stolny teniss
golf
hokejbal
tenis
Ak ste sa nevedeli rozhodnut’, kam niektort loptu zaradit’, napiste dovod.

Napr.
Nemam skiisenost’ s loptami squash a hokejbal. Nikdy som ich v ruke vemal.
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Uloha 2
Skumanie pruznosti lopticiek

a) Odhadnite poradie pruznosti piatich lopti¢iek. Zorad'te
ich tak, ze 1 znamena najpruznejsia.

b) Preskimajte pruznost’ piatich lopti¢iek na zaklade ich
odrazu od rovnakej podlozky a vysky do ktorej po od-
raze odskocia. Lopti¢ky volne pustajte z vysky 1 m.

. X p e r i m e n t
Lopticka Potadle_
(ndzov) pruznosti
odhadom( h; | h, . Ey | Poradie
m m % [pruznosti

E., — zachovana mechanicka energia

Poznanie:
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Uloha 3
K pruznosti odrazovej plochy

a) Ocelovu gulicku vol'ne pustite z vysky 10 cm na
dreveny stol. Odrazi sa? Ak éno, odhadnite kol-
kokrat pokial’ nezastane.

b) Na ram natiahnite balon. Tu ista ocel'ova gulicku ¢
opat’ volne pustite na natiahnuty balon. Odrazi
sa? Ak ano, odhadnite kolkokrat pokial’ neza-
stane.

C) Na malu sklenent misku natiahnite balon. Ta istt
ocelovl gulicku opdt’ volne pustite na natiahnuty
balén. Odrazi sa? Ak ano, odhadnite kol'kokrat
pokial’ nezastane.

d) Teraz guli¢ku skuto¢ne nechajte odrazat’ sa od
vSetkych troch povrchov. Vysledky zapiste.

Priblizny pocet odskokov
Odhad Skutocnost

Ocelova gulicka

Odraz na drevenom stole
Odraz na balone na
miske

Poznanie:

Uloha 4
Silové posobenie pri idere do lopty

Typickéa futbalova lopta ma hmotnost’
0,45 kg, jej obvod meria 70 cm a v jej
vnutri je pretlak 0,85 atmosféry. Doba
dotyku takejto lopty pri odraze je pri-
blizne 8 milisekiind, teda osem tisicin
sekundy — tento vypodéitany tidaj bol po-
tvrdeny analyzou tdajov z vysokorych-
L RlERTE:R  lostnych kamier. Merania ukazali, Ze pri
podarenom pokutovom kope dosahuje lopta rychlost’ az 130 km/h.
Ur¢te priemernu silu, ktorou hraé¢ pri pokutovom kope na loptu posobi.
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Priemerné sila odhadom: , = 50 N
Priemerna sila vypoctom:

m = 0,45 kg
Av =130 km/h = 36,11 m/s
At = 0,008s
E,=7N
Z druhého Newtonovho pohybového zakona pre posobiacu silu plati:
_Ap  mAv
PAt T At
g, = 230 03118 N
P~ 0,008 - ’

Poznanie:
Skuto¢na priemerna sila je ovel’a véacsia ako odhadovana.

Uloha 5
Rychlost’ a reakény cas

Rychlost’ lopty 130 km/h pri pokutovom kope je tictyhodna. To znamena, Ze jede-
nast’ metrov k brane preleti lopta skuto¢ne za kratky cas.

Vypocitajte ¢as potrebny na preletenie futbalovej lopty pri pokutovom kope

K brane.

Porovnajte tento ¢as s reakénym ¢asom ¢loveka a posud’te Sancu brankara loptu

chytit’.

v =130km/h = 36,11 m/s
s=11m

t=7s

Ak predpokladame, Ze lopta leti rovnomernym pohybom, potom pre ¢as, za ktory
preleti k brankovej ¢iare plati:

S
s = vt, t=—,
v
_ 1.
“3611° °°

Poznanie:
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Meno a priezvisko: Trieda:
Skola: Datum:

TAJOMSTVO BODIEK NA SQUASHOVYCH LOPTACH

Cim je dana kvalita odrazu squashovej lopti¢ky?
AKy je vyznam farebnych bodiek na loptickach?
U squashovej lopty méZe nastavat’ mitvy odraz?

Zamyslenie na uvod

V odraze squashovej lopti¢ky sa prejavujti dva hlavné prvky pruznosti - gumené
telo a vzduch vo vnutri lopty. Typ pouzitej gumy je elasticky polymér, ktory sa
sklada z molekul podobnych dlhému ret’azcu. Po roztiahnuti st molekuly nitené
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prijat’ linearny tvar, a zahrejt sa. Ked’ sa elasticky
polymér zohreje, stava sa pruznejsSim a tlak vzdu-
chu vo vnutri sa zvysuje, ¢im sa squashova lop-
ticka viac odrazi.

Elastické polyméry maju velmi vysoku elasti-
citu, to je schopnost’ deformovat’ sa akymkol'vek
spdsobom a stale sa moze vratit’ do svojho pdvod-
ného tvaru a velkosti. Schopnost’ materidlu rychlo
sa vratit do povodného stavu je dand pomerom \
energie ziskanej k pouzitej energii. V Specifika- %
ciach pre squashové lopticky je odrazova schop- ity
nost’ pri 23° Celzia minimalne 12%.

Material loptic¢iek ma vel'mi nizku priepustnost’, ¢o znamena, ze vzduch vo vnutri
squashovej lopticky nie je schopny uniknut’ ani pri zvyseni tlaku v dosledku zmien
teploty.

Pred zacatim samotnej hry je dolezité squashov lopticku zahriat’ na urcita tep-
lotu. Cim je vySsia teplota squashovej lopticky, tym je jej odskok va¢si. Studena
lopticka ma d’aleko horsi odskok nez lopticka zahriata.

Aktuélna teplota squashovej lopticky je zavisla na dvoch faktoroch, a to na tep-
lote squashového kurtu a na hracskej irovni.

Ako mbzeme squashovu lopticku zahriat™? Tak, ze sa silnymi tdermi hra lopti¢-
kou o bo¢nii stenu kurtu. Cim végsiu silu vynalozite, tym rychlejsie sa lopticka za-
hreje — toto v8ak vedia iba dobry hraéi. Ind moznost’ je pouzit’ ohrievaé squashovych
lopti¢iek — pozri obrazok.

gie

Uloha 1
Co napovedaji farebné bodky?

Na obrazku je graficky znazor-
nené spravanie sa lopticiek s roz-
nym oznacenim po odraze.

Opiste pruznost’ jednotlivych
druhov lopticiek a zaklade infor-
macii z obrazka.

Aku lopticku by ste si zvolili pre
hru ako zaciatoénik? Svoj vyber
zdovodnite.
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Poznanie:

Uloha 2 Experimentalne overenie pruznosti
Preskumajte pruznost’ squashovych lopticiek s rozliénym oznacenim na zaklade ich
odrazu od rovnakej podlozky a vysky do ktorej po odraze odskocia. Lopticky
vol'ne pustajte z vysky 1 m.

Experiment realizujte pri izbovej teplote - cca. 20°C. 1—

Teplota lopticiek °C T x5 -o

Lopticka
(oznacenie) h

i h, En Poradie

m m o pruznosti

modra
bodka (S

A

cervena : 0
bodka
jedna zIta h,
bodka -
dve zlté

bodky

E., — zachovana mechanicka energia (v percentach)

Poznanie:

Uloha 3
Experimentalne overenie zavislosti pruznosti od teploty

Preskimajte pruznost’ squashovych lopti¢iek s rozlicnym oznacenim na zaklade ich
odrazu od rovnakej podlozky a vysky do ktorej po odraze odskocia. Lopti¢ky vol'ne
pustajte z vysky 1 m.

Experiment realizujte pri teplotach lopti¢iek priblizne 30°C a 40°C. Presnu teplotu
zapiste do tabul’ky. Lopticky zohrejte v teplom kupeli.
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Lopticka
(oznacenie)

hy h, Em hy h, Em
m % m m %

modréa
bodka
cervena
bodka
jedna Zlta
bodka
dve zIté
bodky

E, — zachovana mechanicka energia (v percentach)

Poznanie:

6 Zaver

Deti st zvedavé a ich zvedavost’ by sme mali podporovat’. Existuju aktivity, ktoré st
pre ziakov motivujice a maju potencial zaujat’ ziakov, zaroven suvisia s obsahom
uciva a umoziuju osvojit’ si poznatok badanim. Loptové hry st pre mladu generaciu
urcite pritazlivé.

Testovanie vlastnosti roznych loptiCiek a Specidlne squashovych lopticiek je za-
ujimavé aj preto, lebo prepaja zdanlivé odlisné Casti fyziky — mechaniku, moleku-
lovi fyziku a fyziku pevnych latok.

Ziskané informacie napriklad o odraze golfovych lopticiek a squashovych lopti-
¢iek st pre neznalych az extrémne prekvapivé a verime, Ze Ziakov zaujmu.
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 3/2022 (51)

Texty uloh 1. kola 65. ro¢nika Fyzikalnej
olympiady (Sk. r. 2023-2024) kategoria A,
kategorie B, C, D, ulohy 1 az 4

Kategoria A

1. Start rakety

Ako pozndame z vytahu, pri Starte smerom nahor sa nasa tiaz zvdcsi, pri dobiehani
do hornej stanice sa nasa tiaz pred zastavenim zmensi oproti tiazi pocas stupania
vytahu konstantnou rychlostou. Mozeme sa o tom presvedcit, ak si zoberieme do
vytahu osobnu vahu, postavime sa na nu a pozorujeme udaj krdtko po Starte vytahu,
pocas rovnomerného stupania a kratko pred zastavenim. Urcite viete, ¢im je to spo-
sobené.

Raketa ma vyniest’ na obeznu drahu okolo Zeme nové zariadenie. Raketa Startuje
zvislo nahor pomocou raketového motora, ktory spal’'uje palivo rovnomerne, tzn. za
jednotku casu spotrebuje palivo vzdy rovnakej hmotnosti. V ¢ase t; = 10 s po Starte
bola tiaz zariadenia k; = 1,2-krat véacsia ako pred Startom a Vv Case t, = 30 s uz
k, = 1,4-krat vicsia ako pred Startom.

a) Vysvetlite, ako dochadza k zrychleniu rakety a preco zrychlenie s ¢asom na-
rasta.

b) Urcte zrychlenie a, rakety v ¢ase t,, rychlost’ u vytoku plynov z dyzy motora
rakety a rychlost’ v, rakety v Case t,.

Tiazové zrychlenie g = 10 m - s 2. Predpokladajte, Ze vytokova rychlost u sa s ¢a-
som nemeni.

2. Pohyb tyce

Na hornej vodorovnej obdizniko- :
vej ploche zvislej dosky s hribkou & ~ L E tye
d = 50 mm je polozena kolmo na .% '

dosku tenka homogénna ty¢ s diz-
kou L = 60 cm. Tazisko ty¢e sa
nachadza nad stredom rozmeru d
dosky, obr. A-1.

— = )

—

hranol
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Ty€ vychylime o maly uhol ¢, = 5,0° okolo dlhej hrany dosky do zaliatocne;j
polohy a uvolnime.

a) Opiste pohyb tyCe po jej uvolneni z vychylenej polohy.
b) Urcte Cas T, za ktory sa ty¢ vrati do zaCiatoénej vychylenej polohy.

Predpokladajte, Ze ty¢ je stale v kontakte s doskou, na jej povrchu sa neprekizava
a pri jej kontakte s doskou nedochadza k ziadnej strate mechanickej energie.
Pozn.: Pre malé uhly mozno vyuzit priblizné vztahy sing =~ @ = tan ¢, cos@ =~ 1.

3. Tepelné ¢erpadlo

Pri samovolnych termodynamickych dejoch sa teplo
odovzdava z prostredia s vyssou teplotou do prostredia
S nizSou teplotou, podobne ako tecie voda zhora nadol.
Opacny tok tepla je mozny iba vynutene, pricom je po-
trebné vykonat urcitu pracu. Hovorime potom o tepel-
nom cerpadle. Efektivitu cerpadla potom posudzujeme
podla tepla odovzdaného zohrievanému prostrediu
v pomere K vykonanej prdci.

Ako priklad uvazujme termodynamicky dej plynom
jednoatomovych molekl s latkovym mnozstvom n = 2,0 mol, ktory je znazorneny
p—V diagramom na obr. A-2. Po adiabatickej expanzii 1-2 zo stavu s tlakom
p1 = 300 kPa ateplotou T; = 300 K do stavu s tlakom p, = 100 kPa nasleduje
izobarickd expanzia 2—3 a nasledne izotermicka kompresia do zaciato¢ného stavu
3-1.

L )
p

Obr. A2

a) Urcte teplo @4, ktoré plyn prijme absorbérom od okolia a teplo Q, odovzdané
radiatoru v zohrievanom priestore pocas jedného cyklu.

b) Urcte pracu W;, vykonant vonkajSou silou pocas adiabatického deja a celkovh
pracu W vykonanu vonkajSou silou pocas cyklu.

¢) Urcte efektivitu erpadla 77 = Py/P ako pomer tepelného vykonu radiatora
a mechanického vykonu pohonu ¢erpadla.

Molarna plynové konstanta R = 8,31] - K1 - mol 2.

4. Kocka kondenzatorov

Dvanast’ rovnakych kondenzatorov s kapacitami C je zapojenych do tvaru kocky,
obr. A-3. Vznika tak jeden vel'ky kondenzator s r6znymi kapacitami, podl’a toho, ku
ktorym uzlom kocky pripojime zdroj.

a) Uvedte, kolko réznych kapacit takto mdzeme realizovat’. Svoju odpoved’ zdo-
vodnite.
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b) Urcte vsetky rézne kapacity, ktoré takto mozeme realizovat’.

Pozn.: Pri riesSeni ulohy vyuZite symetriu sustavy kondenzatorov.

5. Gul’6¢ka s nabojom v magnetickom poli

V laboratoriu robili experiment
S pohybom ¢astic s nabojom
v magnetickom poli.

Do vakuovej sklenenej tru-
bice s priemerom d = 50 mm
adizkou L =20cm vnikaju
pozdiZ jej osi malé gulové as-
tice s mernym nabojom
y=q/m =20, C/kg,
obr. A—4. Predna strana trubice

5 [ 7
[
|| —
=1 4
Z. I
—— 6
|| Obr. A-3
[ 3
Vodiva strana Skleneny valec Tienidlo

X X X X X X
Tg——p-X--X--%--%-X---%X--}- d
X X X X X X

L

Obr. A4

je fluorescencné tienidlo, ktoré zviditel'fiuje dopad Castic. Zadné strana trubice je
vodiva a Castica, ktora na nu dopadne, sa od nej neodrazi a vo valci sa d’alej nepo-
hybuje. Trubica sa nachadza v homogénnom magnetickom poli s indukciou
B = 10,0 T kolmom na os trubice. Castice su pred vstupom do trubice urychlené
z nulovej rychlosti napitim U. Ak ¢astice dopadntl na valcovu stenu trubice, docha-
dza k ich dokonale pruznému odrazu, pricom ich naboj sa nemeni.

a) Urcte hodnoty napitia U, aby ¢astice dopadali do stredu tienidla.
b) Urcte maximalnu a minimalnu hodnotu napétia U, pri ktorej je splnena pod-

mienky z Casti a).

c) Urcte vzt'ah pre Cas t,, prechodu Castice trubicou od vstupu do trubice po dopad
na tienidlo. Urcte najmensSiu a najvacsiu hodnotu tohto Casu.
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6. Objem krvi v tele
Radioaktivne latky maju bohaté vyuzitie v medicine, ¢i ide o diagnostiku alebo tera-
piu, napr. gama kamera, PET—Positron Emission Tomography, Lekselov gama n6z,
atd’. Jednym z pouzivanych izotopov je radioaktivny sodik, ked’ze ide o fyziologicky
prvok obsiahnuty v telesnych organoch. Zatial’ &o izotop “*Na sa pouZiva ako zdroj
pozitrénov, izotop 2*Na sa vyuziva ako jZiari¢ najmi na vySetrovanie krvnej su-
stavy.

Izotop **Na s pol¢asom S-premeny T = 15h vyzaruje elektrony s kinetickou
energiou Ey, = 1393 keV a y—fotony s energiou E, = 2 754 keV.

a) Napiste rovnice premeny izotopov 22Na a **Na a uved'te, aké stabilné atomy
premenou vznikaju.
b) Ur¢te vinova dlzku A a rychlost’ v emitovanych S-Castic (elektronov).

Fyziologicky roztok obsahujuci NaCl sa vystavi neutronovému ziareniu, ¢im zo sta-
bilnych nuklidov **Na vzniké radioaktivny nuklid >*Na. Vzorka radioaktivneho roz-
toku s objemom V; = 2,0 cm?® a aktivitou A; = 2,0 kBq sa vstrekne do krvného
obehu pacienta.

c¢) Uréte koncentraciu n; radioaktivnych ionov 2*Na* vo vzorke roztoku (pocet
i6nov na 1 ml roztoku)

d) Po uplynuti ¢asu t, = 5,0 h, ked’ sa radioaktivny roztok dokonale rozptyli
v celej krvnej sustave, odobrali pacientovi krv s objemom V, = 1,0 cm3 a me-
ranim urcili vyzarovanie vzorky A, = 16 y-foténov za 60 s. Urcte objem Vi
krvi v tele pacienta.

7. Meranie indukénosti cievky — experimentdlna iiloh
Hlavnou vlastnost'ou induk¢nej cievky je jej indukénost’ L. Pri prechode pridu ciev-
kou vs$ak dochadza k jej zohrievaniu, ¢o znamena, Ze cievka ma ur€ity stratovy odpor
R;. Ten zavisi jednak od frekvencie pradu, jednak od amplitudy. Pri nizkej frekven-
cii < 10 kHz mozno cievku nahradit’ sériovou kombinaciou idealneho induktora
s induk¢nost'ou L a rezistora s odporom Rq.

Ulohou je meranim uréit ndhradné parametre cievky pri zvolenej frekvencii
(napr. 1 kHz).

Pouzite dve metody:

1. metoda:
K cievke pripojte zdroj konStantného napétia a meranim napétia a pradu urcte jej
odpor Rs.
Potom pripojte zdroj striedavého prudu a meranim napétia a pradu urcte impedanciu
Z cievky.
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Z vypocitanych veli¢in urcte indukénost’ L cievky.

2. metoda:
K cievke pripojte do série rezistor so znamou hodnotou R odporu porovnatelnou
s hodnotou Z¢ impedancie uréenej v 1. metode. K tejto kombinacii pripojte zdroj
striedavého napitia a zmerajte tri napétia — Uz na celej kombinacii, Ug na rezistore
a Uc na cievke. Z uvedenych hodnét napéti a odporu R uréte nahradné parametre
cievky L, R;.

Prislusné vztahy pre vypocet ndhradnych parametrov odvodte.
Vysledky ziskané prvou a druhou metddou porovnajte a pripadné rozdiely zd6-
vodnite.

Pomécky:
Pre meranie pouzite cievku s ¢o najvacsim poctom zavitom navinutt z tenkého drétu
(vhodna cievka sa urcite najde v kabinete). Vhodné je pouzit’ cievku bez feromag-
netického jadra a potom nasadenti na feromagnetické jadro, zmerat’ ndhradné para-
metre v oboch pripadoch a zistit', aky vplyv na parametre cievky ma jadro.

Pouzite zdroj nizkeho napétia s nastavitelnou frekvenciou — pouzite hodnoty pri-
blizne 10 V a 1 kHz.

Na meranie elektrickych veli¢in pouzite digitalny multimeter.

Kategoria B

1. Druzica

Organizacia pre vesmirne lety sa rozhodla umiestnit’ druzicovy modul na geostacio-
narnu trajektoriu okolo Zeme. Tato orbita sa vyznacuje tym, ze pri pozorovani z po-
vrchu Zeme sa modul nachadza stale na rovnakom mieste.

a) Uvedte, v akej rovine sa druzica pohybuje a aka je jej obeznd doba okolo
Zeme. Urcte vysku hgg nad povrchom Zeme, v ktorej sa geostacionarna dru-
zica nachadza.

Najprv modul vyniesla nosna raketa na obeznt kruznicovu parkovaciu trajektoriu
s vyskou hp = 200 km nad povrchom Zeme, a potom ho pomocou vlastnych rake-
tovych motorov premiestnili na geostacionarnu orbitu. Hmotnost’ modulu na parko-
vacej orbite m; = 3,0 t zahffia aj hmotnost’ paliva pre raketové motory.

b) Opiste sposob, ako sa moze dostat’ modul z parkovacej orbity na orbitu geos-
tacionarnu.

¢) Urcte hmotnost’ my, paliva, ktoré sa spotrebuje pri prechode modulu z parko-
vacej orbity na geostacionarnu orbitu. Plyny vznikajuce spalenim paliva trys-
kaju z dyzy motora rychlostou v, = 4 500 m - s 1,
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2 Exoplanéty

V roku 2019 ziskali cast Nobelovej ceny za fyziku Svajciarski astronomovia Michel
Mayor a Didier Queloz za objav vobec prvej exoplanéty 51Pegasib. Podarilo sa im
to uz v roku 1995, na Nobelovu cenu si vsak museli pockat’ dalsich 24 rokov. Exop-
lanéta je vSeobecne akdkolvek planéta, ktora obicha okolo inej hviezdy ako nase
Sinko. Exoplanéta 51 Pegasi-b je od nas vzdialend priblizne 50 svetelnych rokov.
Mnohé objavené exoplanéty su extrémne vel'ké a obiehaju okolo svojich hviezd v po-
merne malej vzdialenosti. Kvoli tymto viastnostiam prischla takymto objektom pre-
zyvka ,, horuci Jupiter “.

Pozri: nttps://exoplanets.nasa.gov/exoplanet-catalog/7001/51-pegasi-b/.

Uvazujme pozorovanie planéty Jupiter nasej Slne¢nej ststavy z vel'kej vzdialenosti
mimo Slne¢nu sustavu ako pozorovanie exoplanéty Slnka. Obeznd doba Jupitera
T; = 11,9 roku, hmotnost' Jupitera My = 1,90 X 1027 kg, hmotnost Slnka
Mg = 1,99 x 103° kg. Vieme, Ze rychlost’ pohybu Zeme po jej obezne;j trajektorii
vz = 29,8 km - s 7. Predpokladajme, Ze planéty sa pohybuju po kruznicovych tra-
jektoriach.

Jupiter sledujeme pomocou spektrometra vo vel'kej vzdialenosti za hranicami SI-
necnej sustavy tak, Ze pozorovatel’ sa nachadza v rovine pohybu sustavy Slnko-Ju-
piter.

a) Vysvetlite, ako je mozné zistit’ existenciu exoplanéty na zaklade pozorovania
svetla hviezdy pomocou spektrometra.

b) Uréte najmensiu rozliSovaciu schopnost’ spektrometra Ry, ktory umozni ob-
javit' pri hviezde s vlastnostami Slnka existenciu tazkej exoplanéty s vlastnos-
tami Jupitera. Rychlost svetla c = 2,99 X 108 m - s™2.

Poznamka 1: RozliSovacia schopnost’ spektrometra je jeho schopnost’ rozlisit’ dve
Ziarenia (svetlo), ktorych vinové dizka A sa li§i len o mal hodnotu AA. Je charakte-
rizovana bezrozmernym parametrom R = A/AA, kde A/ je najmensi rozdiel vino-
vych dizok dvoch spektralnych ¢iar, ktoré este spektrometer rozlisi, A je stredna
(priemerna) vlnova dizka dvoch rozlisitenych Giar.

Poznamka 2: Svetlo exoplanéty je prili$ slabé na pozorovanie z vel'kej vzdialenosti.
Na existenciu exoplanéty sa usudzuje z pozorovania svetla hviezdy, napr. periodic-
kej zmeny jasnosti alebo vlnovej dizky svetla vyzarovaného hviezdou v dosledku
obiehania exoplanéty.

Pozri: nttps://exoplanets.nasa.gov/alien-worlds/ways—to-find-a-planet/#/1.


https://exoplanets.nasa.gov/exoplanet-catalog/7001/51-pegasi-b/
https://exoplanets.nasa.gov/alien-worlds/ways-to-find-a-planet/#/1
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3. Tepelny dej

V laboratdriu robili pokusy s dusikom, ktory bol uzatvoreny vo valci s pohyblivym
piestom. Chceli zistit’, ¢i a za akych podmienok mozno dosiahnut’ zavislost’ tlaku od
teploty

_2 1+ r (1)

Teplotu menili z hodnoty T, = 100 K do hodnoty T; = 500 K. Zac¢iato¢na hodnota
tlaku bola p, = 50 kPa.

a) Vyijadrite hustotu p plynu ako funkciu relativnej teploty x = T /T, za predpo-
kladu, ze plati (1). Zostrojte graf funkcie p = f(x). Urcte vhodnym spésobom
najmensiu hustotu p_ plynu pocas zmeny teploty z hodnoty T, na hodnotu T,
a teplotu Ty, pri ktorej sa tato hodnota hustoty dosiahne.

b) Urcte zavislost relativneho objemu plynu y = V /V,, od relativnej teploty X tak,
aby sa dosiahla pozadovana teplotna zavislost’ tlaku. Zavislost' y = g(x) zna-
zornite pomocou y—x diagramu.

C) Vyjadrite zavislost’ relativneho tlaku z = p/py plynu od relativneho objemu y
a vyslednu funkciu z = h(y) znazornite graficky v z—y diagrame. .

Molarna hmotnost dusika My, = 28 g-mol™, moldrna plynovd konstanta
R =8,3]-K™-mol™. Plyn povazujte za idealny.

4. Kapacita retiazky

Na obr. B—1 je retiazka vytvorena z drobnych gul'6¢ok zasadenych do striebra. Gu-
r'ocky st z polodrahokamu a su elektricky nevodivé. Kazda gul6¢ka v uchyteni
Vv striebre predstavuje maly kondenzator. Kapacity jednotlivych kondenzatorov st
oznacené v obrazku, pricom C = 5,0 pF.

3C

2C

C C C C Obr. B-1

Retiazka je vel'mi dlha a opakuje sa v nej zdkladna bunka oznaéena ¢iarkovanym
boxom.

Urcte kapacitu Cap retiazky vzhl'adom na koncové body A a B.

Pri rieSeni pre zjednodusenie predpokladajte, Ze retiazka je nekonecne dlha.
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Kategoria C

1. Strazca rieky

Na pravom brehu rieky je strazca rieky S. Na dru-
hom brehu vo vzdialenosti a = 100 m v smere
toku rieky taboria trampi T, obr. C-1. V ur¢itom
okamihu zbada strazca z tdbora nudzové volanie
trampov o0 pomoc. Strazca okamzite vyrazi na po-
s b X x moc. Aby sa dostal k trampom ¢o najskor, pre-
behne najprv po brehu drahu b rychlostou
v; = 18 km/h a potom sko¢i v bode X do vody
aplava cez rieku k taboru po spojnici XT. Sirka
rieky je d = 40 m a voda Vv rieke tecie rychlostou
u, rovnakou po celej Sirke rieky. V pokojnej vode strazca plava rychlostou
v, = 5,4 km/h.

a) Odvodte vztah pre Cas t, za ktory sa straZca dostane do tabora, ako funkciu
vzdialenosti x = a—b podl'a obr. C-1.

b) Urcte najkrats$i mozny Cas t; a zodpovedajiacu drahu b, pre pripad, Ze rychlost’
vody v rieke je nulova u = 0 m/s.

C) Zostrojte graf zavislosti ¢asu t od vzdialenosti x pre rychlost’ toku vody
u = 1,2 m/s. Z grafu urcte najkratsi mozny ¢as t,, za ktory sa moze strazca
dostat’ do tabora, a drahu b, bezca po brehu.

;

Obr.C-1

2. Povrchové napitie

Niektoré druhy hmyzu, napr. vodomerka
(hydrometra stagnorum) alebo korculiarka
(gerris lacustris), sa dokdzu pohybovat po
hladine vody. Vicsinu Zivota travia na vodnej
hladine, po ktorej sa dokazu elegantne pohy-
bovat. Aby sme si tento zaujimavy jav pribli-
zili, vyrieSime nasledujuci pripad.

Na hladinu vody opatrne polozime tenky
hlinikovy valcovy kotucik — ten je dokonale
nezmacavy vodou. Ak nie je kotac¢ik prilis

Korcéuliarka (gerris lacurtis).

hruby, zostane na hladine plavat’.

a) Vysvetlite preco zostane tensi koticik plavat’ na hladine, a preco hrubsi sa po
vlozeni na hladinu potopi. Opiste, ako sa meni povrch kvapaliny pri postupnom
prenikani kottc¢ika do kvapaliny, a nakreslite tvar povrchu kvapaliny v roz-
nych charakteristickych ¢astiach poklesu kotuc¢ika az po jeho zaplavenie
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vodou. Opiste medzny stav, kedy nad kotucik vnikne voda a kotacik sa potopi.
Opiste sily, ktoré na kotuc¢ik posobia, a ako sa podielaju na jeho plavani, resp.
potopeni.

b) Uréte maximalnu hrabku h kotucika, pri ktorej zostane na hladine plavat'.

Povrchové napitie vody o= 7,3 x 107 N - m™*, hustota vody p, = 1,00 g - cm3,
hustota hlinika p,, = 2,70 g - cm™, tiazové zrychlenie g = 9,8 m - s 2.

Pozn.: MozZete pouzit predstavu, ze na povrchu kvapaliny je tenkd blana, ktorej tvar
sa prisposobuje silam posobiacim na kvapalinu a ma pevnost' danu hodnotou po-
vrchového napidtia o.

Odporicame, vyskisat si plavanie hlinikovej mince na vode, jej zatlacanie do vody,
sledovat, ako sa sprdava voda na okraji mince, a kedy voda nad mincu prenikne.

3. Odporova siet’ka
Na obr. C-2 je znazornena sietka pozostavajuca zo
16 rovnakych tusekov. Vsetky tseky maju rovnaky r
elektricky odpor r.

Po pripojeni zdroja napdtia U = 9,0 V k uzlom C
a D prechadza zdrojom prud I; = 500 mA.

a) Urcte odpor r jednotlivych tsekov sietky.

b) Uréte prud I, prechadzajuci zdrojom, ak ho pri-
pojime k uzlom A a B.

c) Urcte prad I5 prechadzajici zdrojom, ak ho pri- Obr. C-2
pojime k uzlom B a E.

4. Vodiva retiazka

Zlatnik zhotovil strieborni ozdobu podl'a obr. C-3, pozostavajucu z krizkov rdz-
nych priemerov z tenkého homogénneho strieborného drétu vzajomne spojenych
malou kvapkou kovu.

Obr.C-3

Hmotnost’ ozdoby je m = 3,91 g a celkovy elektricky odpor R = 1,00 X 1072 Q.

a) Uréte dizku L ozdoby.
b) Urcte priemer d a dlzku [ pouzitého strieborného drotu.
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Hustota striebra o = 10,5 g - cm™3, rezistivita striebra p, = 1,49 x 10° Q.- cm.
Hmotnost’ a odpor spojov krizkov neuvazujte. Priemer kruzkov je znacne vacsi ako
priemer d drotu.

Kategoria D

1. Pl a ¢In

Na behu rieky st dva tabory, v jednom travia ¢as nadani fyzici, v druhom, vo vzdia-
lenosti L = 3,2 km v smere toku rieky, nadani matematici. Z tabora F pri fyzikalnom
tabore vyplaval chlapec Fyzikus po prude rieky na plti unasanej rickou (bez akého-
kol'vek pohybu). Za ¢as t; = 60 min dorazil do pristavu M pri matematickom ta-
bore. Zistil vsak, ze pri nastupovani na vor si zabudol v pristave F na mole svoj ruk-
sak. V pristave bol nastastie kamarat Matematikus, ktory mal motorovy ¢In. Sadli
teda do ¢lna a vydali sa proti pradu do pristavu F, na moéle vzali zabudnuty plecniak
a ihned’ sa obratili nazad na plavbu do pristavu M. Pocas celej plavby, ktora trvala
t, = 32 min, iSiel ¢In na maximalny vykon motora.

a) Po aky cas t,4 sa ¢ln plavil proti pradu rieky?
b) Aka je rychlost’ v ¢lna vzhI'adom na vodu, v ktorej sa pohybuje?

Predpokladajte, rychlost’ pridu vody V rieke je pozdiZ celej trasy plavby rovnaka.

2. Autobus

Pri tvorbe cestovného poriadku nainstalovali do medzimestského autobusu zariade-
nie, ktoré zaznamenavalo drahu autobusu ako funkciu ¢asu. Zo skusobnej jazdy me-
dzi dvomi zastavkami bol ziskany zaznam. Autobus sa najprv zrychlil zo stavu po-
koja na rychlost v; = 20 km/h, potom po preradeni na vyssi rychlostny stupen,
zrychl'oval na rychlostv, = 60 km/h a po d’alSom preradeni rychlostného stupna
dosiahol cestovnu rychlost’, ktorou sa pohyboval az k d’alSej zastavke. Zrychlenia st
pri kazdom prevodovom stupni konstantné, ale vzdjomne odlisné. Ked’ sa priblizil
k zastavke, zacal brzdit’ az kym nezastavil. Pre moznost’ detailnej analyzy st v gra-
foch znazornené len zaciato¢na a zaverecna faza pohybu autobusu, obr. D-1.
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a) Pomocou hodnot ziskanych z grafu drahy urcte priemernt rychlost’ v, medzi

zastavkami.

b) Zostrojte graf zavislosti rychlosti v autobusu od ¢asu t pre uvedené ¢asové in-
tervaly s pouZitim grafu drahy na obr. D-1.

c) Podla ziskaného grafu v = f(t) opiste jednotlivé intervaly pohybu (3 pocas
rozbehu, 1 cestovny, 1 zavere¢ny). Ukazte, Ze nerovnomerné useky pohybu su
rovnomerne zrychlené a urcte zrychlenie pre vSetky Styri nerovnomerné tiseky

pohybu.

3. Sustava telies

ms
K1
T3
K2
mq m,
k T1 T2
ho
A
Obr.D-2

Na obr. D-2 je sustava telies T1 az T3
S hmotnostami m,, m, a ms vzajomne Spo-
jenych tenkymi vlaknami. Na zaciatku st te-
lesa T1 a T2 vo vyske hy nad vodorovnou
podlozkou.

Predpokladajte, Ze trenie v sustave je nu-
lové, hmotnost’ a moment zotrvacnosti kla-
diek st zanedbateI'ne malé. Na zaciatku bola
ststava udrziavana v pokoji.

a) Urcte zrychlenie telies po uvolneni su-
stavy a Cas t,, za ktory dopadnu telesa 1 a 2
na vodorovnu podlozku, ak

m; = m, = ms.

b) Uréte zrychlenia aq,a,,as; jednotli-
vych telies po uvolneni sustavy, ak

ms = 3my = 2m,. Urcte Cas ty, za ktory dopadne teleso T2 na podlozku.

4. Plavajuca fPasa

Do zvislej valcovej nadoby s obsahom vniitorného prierezu S = 250 cm? &iastocne
naplnenej vodou do vysky hg sme vlozili prazdnu otvorenu sklenent flasu s vnutor-
nym objemom V,,, = 800 ml, pricom fl'asa zostala vo vode plavat’ a nedotykala sa
dna nadoby. Pri vlozeni fl'ase do vody stipla hladina vody v nadobe o h; = 20 mm
od zaciato¢nej vysky hy.

Potom sme zacali do fl'aSe opatrne nalievat’ vodu. Ked’ voda vo fTasi dosiahne
uréit hmotnost’ m, zacne sa fl'asa potapat’ (v tomto okamihu uz Ziadna Cast’ fTase
nevytféa nad vol'na hladinu vody). Pocas nalievania vody do fl'aSe, az kym jej otvor
nedosiahne hladinu vody v nadobe, pricom fl'asa sa nedotkne dna nadoby, stupne
hladina vody v nadobe z hodnoty hy + hq 0 vysku h,.

a) Urcte hmotnost’ m, prazdnej flase.



b)

c)
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Uréte hmotnost’ m vody naliatej do fl'aSe, pri ktorej jej otvor klesne na uroven
hladiny vody v nadobe.

Urcte vysku h,, 0 ktora stupne hladina vody v nadobe pocas nalievania vody
do flase.

Urcte ustaleni zmenu hz vySky hladiny vody v nadobe od hodnoty
hg + hy + h,, ak fTasa klesne ku dnu nadoby.

Hustota vody p, = 1,00 g - cm~, hustota skla fTade p, = 2,50 g- cm ™.

Autori

navrhov Gloh: Lubomir Konrad (A1-3,5,B1-4,C2-4,D1,4),
Ivo Cép (A4,6,7,C1,D2,3),
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Slovenské komisia fyzikélnej olympiddy



62

OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 3/2023 (52)

INFORMACIE

64. Medzinarodna matematicka olympiada

3.-13.7.2023
Ciba, Japonsko

Y. IMO2023

CIR=—=

/&/ Chiba, JAPAN

V diioch 3.-13. 7. 2023 sa v japonskej Cibe (o je predmestie Tokia) konal 64. ro&nik
Medzinarodnej matematickej olympiddy (IMO). Celkovo sa ho zi€astnilo 618 sut’a-
ziacich zo 112 krajin. Kazda krajina mohla vyslat’ najviac 6 sitaziacich.

Slovensko reprezentovali:

Matej Bachni¢ek, SpMNDaG, Bratislava, 1. roénik

Adam Dzavoronok, Gymnazium, Postova 9, KoSice, 4. ro¢nik

Martin Kopcany, Gymnazium, Brezno, 4. ro¢nik

Viktor Imrisek, Gymnazium, Grosslingova, Bratislava, 4. ro¢nik

Eliska Macakova, Gymnazium CENADA, Bratislava, 3. ro¢nik

Jakub Sosovitka, Gymnazium CENADA, Bratislava, 4. roénik

Veducim druZstva SR bol Stanislav Krajéi (ugitel’ na PF UPJS Kosice a predseda
Slovenskej komisie MO), zastupcu veduceho a pedagogicky dozor vykonaval dvoj-
nasobny zlaty a dvojnasobny strieborny medailista Martin Vodicka (ucitel’ na PF
UPJS Kogice a ¢len SK MO).

Ziaci riesili po¢as dvoch dni (8. a 9. jiila) dve trojice tiloh, za kazdua tlohu bolo
mozné dostat’ najviac 7 bodov. Plny pocet 42 bodov ziskali 5 sutaziaci, a to po



63

jednom ucastnikovi z Juznej Korey, Rumunska, USA a dvaja Cifiania. Rusko ako
Stat bolo z pochopitel'nych dovodov z ti€asti na IMO oficialne vylucené.

Hranice na ziskanie bronzovej, striebornej a zlatej medaily boli tento rok po-
stupne 18, 25 a 32 bodov. Podl'a pravidiel IMO medaily ziskava priblizne polovica
ucastnikov a ti si delia zlaté, strieborné a bronzové v pomere 1:2 : 3. Cestné uznanie
ziskavaju ti rieSitelia, ktori vyriesili aspon jednu ulohu na plny pocet bodov.

Vysledky ¢lenov druzstva SR st uvedené v tabul’ke:

Meno 112 |3|4]|]5]6 suCet | Cena

Matej Bachnicek 71011171210 17 Cestné uznanie
Viktor Imrisek 7130 7]12]0 19 Bronz

Martin Kop&any 7131071210 19 Bronz

Viktor Imrisek 7111217 |4]0 21 Bronz

Eliska Macakova 7102|7710 23 Bronz

Jakub Sosovicka 7171117710 29 Striebro

V neoficiadlnom poradi krajin, ktoré vznikne s¢itanim bodov celého druzstva, sme
sa umiestnili na 39. mieste, ¢o je oproti minulému roku mierne zlepSenie. V tradic-
nom derby sme sice opit’ porazili Cesko (45.), aviak nasi d’alsi partneri z V4 Pol'sko
a Mad’arsko st pred nami (32., resp. 20.). Prva pitku tvorili postupne Cina, USA,
Juzna Koérea, Rumunsko a Kanada. Kompletné vysledky a $tatistiky mozno najst’ na
internetovej stranke http://imo-official.org .

Slovensko sa uz pravidelne zapéja aj do tvorby tloh na IMO. Tento rok sa do
uzSieho vyberu (tzv. shortlistu) 30 tloh dostali 2 slovenské geometrické tilohy z tvo-
rivej dielne Patrika Baka, tentokrat sa vSak ani jedna z nich do vitaznej Sestice ne-
dostala.

Takato Sestica sa zo shortlistu vybera niekol'’kohodinovym naroénym procesom
v akomsi ,.parlamente®, ktorého ¢lenmi st veduci vietkych delegacii. Ulohy su vo-
lené vzdy tak, aby v nich boli ¢o najrovnomernejsie zastiipené vsetky Styri olympij-
ské oblasti, a to algebra, geometria, kombinatorika a teoria Cisel. (Tohtorocny vyber
mozno vidiet na konci ¢lanku.) V jednotlivych diioch st tilohy obvykle radené podla
predpokladanej narocnosti.

Buduci ro¢nik IMO sa bude konat po piatich rokoch opét’ v britskom Bathe v juli
2024. Nasledovat’ bude Australia (2025) a Cina (2026).

Stanislav Krajci®

3 Ustav informatiky, Prirodovedecka fakulta UPJS, Jesennd 5, 040 01 Kosice,
stanislav.krajci@upjs.sk.
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Uloha 1.

Uloha 2.

Uloha 3.

Uloha 4.

Uloha 5.

Ulohy na 64. MMO

Najdite vSetky zlozené kladné celé cisla n také, ze ak su dj,
d,, ..., dy vsetky jeho kladné delitele a 1 =d; <d, < - <dj =n,
tak pre kazdé i také, ze 1 <i < k — 2, plati, Ze ¢islo d; je delitel'om
Cislad; 1 + diys.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik taky, Zze |AB| < |AC|. Oznaéme
£ jemu opisanua kruznicu a S stred jej obluka s krajnymi bodmi C a B
obsahujuceho bod A. Nech kolmica z bodu A na priamku BC pretina
usecku BS v bode D a kruznicu £2 v bode E r6znom od A. Nech rov-
nobezka s priamkou BC cez bod D pretina priamku BE v bode L.
Ozna¢me w kruznicu opisant trojuholniku BDL. Nech P je priesec-
nik kruznic w a Q rézny od B.

Dokazte, ze doty¢nica ku kruznici w v bode P pretina priamku
BS na osi uhla BAC.

Nech k je celé &islo také, ze k = 2. Uréte vSetky nekonecné postupnosti

kladnych celych ¢isel (a4, a,, ...) také, Ze existuje polyném P taky, ze
P(x) = xF + 12871 + - + cx + ¢,

kde ¢y, ¢1, ..., Cx—1 SU nezaporné celé ¢isla, a pre kazdé kladné celé

¢islo n plati

P(an) = An+1n+2 """ Antk-

Nech x4, x5, ..., X3923 Su navzajom rézne kladné realne &isla také, ze
pre kazdé n z mnoziny {1, 2, ..., 2023} plati

1 1 1
a, = [(x1 + x5 + ~-+xn)(x—+ x_+ +x_)
1 X2 n

a Cislo a,, je celé. Dokazte, Ze a,p,3 = 3034.

Nech n je kladné celé Cislo. Pod japonskym trojuholnikom radu n bu-
deme rozumiet’ rozmiestnenie 1+ 2 + ---+n dotykmi prepojenych
zhodnych kruzkov do tvaru rovnostranného trojuholnika s n riadkami
tak, ze pre kazdé i z mnoziny {1, 2, ..., n} obsahuje i. riadok prave i
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kruzkov, z ktorych prave jeden je erveny. V japonskom trojuholniku
budeme pod nindzZa cestou rozumiet’ postupnost’ n krizkov, ktora sa
zacina Vv najvrchnejSom krazku, v kazdom kroku pokracuje jednym
z dvoch kruzkov, ktoré su hned’ pod nim, a kon¢i sa v najspodnejSom
riadku.

Na obrazku je priklad japonského trojuholnika radu 6 a v nom
priklad nindZa cesty obsahujucej 2 Cervené kruzky:

n =

N4jdite najvacsie k také, ze v kazdom japonskom trojuholniku
radu n existuje nindZa cesta obsahujica aspon k ¢ervenych krazkov.

Nech ABC je rovnostranny trojuholnik. Nech A4, By, C; st jeho vnutorné
bOdy také, zZe |BA1| = |A1C|, |CB1| = |B1A|, |ACI| = |C1B| a
|«BA,C| + |«CB;A| + |<AC,B| = 480°.

Nech sa priamky BC; a CB; pretinaju v bode A,, priamky CA; a AC;
v bode B, a priamky AB; a BA, v bode C,.

Dokazte, ze ak je trojuholnik A B, C; roznostranny, tak existuju dva
rozne body leziace na vsetkych troch kruzniciach opisanych trojuholni-
kom AAA,, BB;B,, CC,C,.
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 3/2023 (52)

In memoriam: Marek Fila (1959 — 2023)

V Marekovi Filovi sme stratili jedného z najvyznamnejsich slovenskych matemati-
kov. Marek patril medzi slovenskych vedcov s najvyssim Hirschovym indexom, jeho
vedecké prace vychadzali a esSte chvil'u budu vychadzat' v $pickovych svetovych ma-
tematickych ¢asopisoch.

Prof. RNDr. Marek Fila, DrSc. (29. augusta
1959 - 20. aprila 2023) pochadzal z umeleckej
rodiny, jeho rodicia, otec maliar Rudolf Fila a
matka reStauratorka Dorota Filova, boli vy-
znamni slovenski vytvarnici. Jeho syn Lukas je
hudobnik v populéarnej skupine Korben Dallas a
pracuje ako novinar a riaditel vydavatel'stva
N Press. Dcéra Natdlia je architektka pdsobiaca
na Fakulte architektury a dizajnu STU v Brati-
slave. Jeho brat Vito je fotograf a tlaiar a bol
délezitou postavou v bratislavskej undergroun-
dovej klubovej hudobnej scéne. Rodina Filov-
cov sa venovala nielen tvorbe umenia, ale aj
jeho zachovavaniu a podpore.

Marek stravil vacsinu svojej profesionalnej
kariéry na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky UK v Bratislave (pdvodne MFF UK).
Svoje doktorandské Stadium ukoncil v roku
1989 pod vedenim Pavla Brunovského. Odvtedy az do skoncenia svojej kariéry pra-
coval s vynimkou niekol’kych zahrani¢nych pobytov na tejto fakulte; od roku 2008
na nej posobil ako profesor. Bol jednym zo zakladatel'ov Katedry aplikovanej mate-
matiky a statistiky, ktort dlhoro¢ne viedol. Bol ¢lenom vedeckych rad Univerzity
Komenského aj FMFI UK, garantom viacerych §tudijnych programov, a vediicim
domaécich aj zahrani¢nych grantov od agentar VEGA, APVV, Eurdpskej komisie,
Japan Society for Promotion of Science a National Science Foundation of the Re-
public of China (Taiwan). Nebol nikdy fanuSikom zbytocnej byrokracie a snazil sa
od nej odbremenit’ v o najviacsej miere aj svojich kolegov.

DIhé roky bol na FMFI UK jednou z tGstrednych osobnosti seminara z kvalitativ-
nej tedrie diferencialnych rovnic, vedeckej komunity, ktora od 90. rokov minulého
storocia vychovala niekol’ko generacii ispeSnych matematikov a prilakala zahranic-
nych vedcov svetovej urovne.

Prof. RNDr. Marek Fila, DrSc.
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Marek Fila bol autorom alebo spoluautorom viac ako 100 vedeckych ¢lankov
najma z oblasti tedrie parcidlnych diferencialnych rovnic.

Jeho vyznamnym prinosom bol pristup k novym oblastiam matematiky, ktoré ne-
boli eSte dokladne skiimané. Pustal sa casto do naro¢nych novych tém, kde musel
vyvinat nové matematické techniky. Jeden z jeho kolegov z Japonska to pri navsteve
Bratislavy prirovnal k dielam Marekovho otca, ktoré boli taktiez plné odvahy.

V jeho pracach neboli len popisy zaujimavych matematickych javov a vysledkov,
ale tiez snaha o hlboké pochopenie podstaty skimanych javov a vybudovanie priro-
dzenej intuicie. Tymto spdsobom dokazal objavovat nové suvislosti a principy, a
zarovein tak umoznoval spoluautorom dokoncit’ ¢i sprecizovat’ ich detailné dokazy.
Jeho pristup umoznil objavovat’ nové stvislosti a principy, a vyrazne prispel k vy-
tvoreniu systematizovaného obrazu spravania sa rieSeni v oblasti kvalitativnej tedrie
diferencialnych rovnic.

Hlavnou oblastou vedeckého zaujmu Mareka Filu boli asymptotické vlastnosti
rieSeni nelinearnych parcidlnych diferencialnych rovnic, ktorym sa venoval uz od
zacCiatku svojej kariéry. Tento typ rovnic sa fenomenologicky objavuje v modeloch
interakcii v chémii, v bioldgii, vo fyzike, ¢i v socialnych vedach. Predstavuji prepo-
jenie (linearneho alebo nelinearneho) diftzneho spravania sa v priestore so vzajom-
nou lokalnou interakciou, napr. medzi chemickymi zlozkami alebo Zivo¢isSnymi
druhmi. V prostredi jednotlivé zlozky difunduju (t. j. podliehaju diftizii spésobenej
nahodnym pohybom — Brownov pohyb) a zaroven spolu navzajom reaguji. Opisom
tejto kombinéacie je parcidlna diferencialna rovnica, ktora v sebe kombinuje prave
difuzne javy, ktoré maji vo vSeobecnosti zahladzujuci charakter, t. j. vyrovnavaji
priestorové rozdiely a zaroven reakciu, ktora ma vo vseobecnosti povahu dynamic-
kého systému, ktory moze vytvarat’ rychle dynamické rozdiely zavisiac na su¢asnom
stave systému v jednotlivych bodoch priestoru.

Niektoré techniky pouzivané v tejto oblasti mozno povazovat’ za formu umenia,
najmé komplikované konstrukcie podrieseni a nadrieSeni pre niektoré typy problé-
mov, ktoré vyzaduju extrémny vhl'ad do problému a ich kompozicia je skuto¢ne po-
rovnatel'na s vytvarnym umenim, hudbou, ¢i architektirou. Zaujimavé matematické
problémy v tejto oblasti sa objavuju aj vtedy, ked’ sa problém formalne zjednodusi
na jednu rovnicu, ktora sa vSak riesi vo vSeobecnom viacrozmernom priestore a za-
roven sa kombinuje s roznou silou chemickej reakcie, ktora sa vyjadruje nelinearnou
zavislostou mocninového charakteru. Napokon do hry eSte vstupuje anomalna difu-
zia, ¢i pomala, ktora je charakteristicka pre tzv. pordzne média, akymi st napriklad
Spongia, tehla, ¢i biologické tkaniva; alebo rychla, charakteristicka pre niektoré fy-
zikalne situacie (napr. polovodice), alebo aj Sirenie informacii v spolo¢enskom pries-
tore.

Kombinacia troch parametrov — dimenzia priestoru, exponent reakcie a exponent
anomalnej difuzie otvara mnozstvo otazok o spravani sa rieSeni tychto systémov.
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V niektorych parametrickych reZzimoch sa nedeje ni¢ extra zaujimavé. RieSenia
sa spravaju vel'mi pekne, dokonca az tak pekne, zZe bez ohl'adu na pociato¢nu pod-
mienku systému sa systém po Case sprava univerzalne a jednoducho, t.j. podobne
ako jedno Specifické riesenie. Tak je to aj pri uplne zakladnej rovnici vedenia tepla,
kde sa ¢asom stava dominantny, tzv. gaussovsky mad, t. j. rozdelenie tepla v pro-
stredi po Case pripomina miznice norméalne rozdelenie.

Dokazat’ vSak takéto univerzalne spravanie sa pre vSeobecné parametrické re-
zimy nie je vzdy také jednoduché, najmé ak ich nevieme explicitne riesit’. Najtradic-
nejSimi v tejto oblasti su tak otazky ako sa spravaju rieSenia diferencialnych rovnic
v nekonecnom case a za akych podmienok konverguju k rovnovahe.

Co vsak Mareka zaujimalo este viac, boli singularne javy, teda také, ktoré suvisia
S0 vznikom singularit v rieSeniach — blow-up (explo6zia rieSenia do nekone¢na v nie-
ktorej z noriem v koneénom ¢ase), grow-up (narast rieSenia do nekoneéna v neko-
ne¢nom case), ¢i quenching (singularita ¢asovej derivacie rieSenia parabolickej di-
ferencialnej rovnice spdsobena singularitou nelinedrneho zdrojového ¢lena v rov-
nici).

Tieto typy rieSeni moézZu posobit’ ako Cista matematicka abstrakcia, ktora casto
nemusi spiiiat’ predpoklady, za ktorych boli odvodené modely prislusnych diferen-
cidlnych rovnic. Napriek tomu, narast mimo vsetkych hranic méze byt interpreto-
vany v roznych modeloch ako prechod systému do iného fazového stavu alebo ako
nadkritické zvySenie koncentracie. Takéto javy nastavaju, napriklad pri horeni, ¢i
exploziach, najdeme ich aj v Ciernych dierach alebo v niektorych biologickych sys-
témoch, kde sa baktérie, bunky alebo zivocichy zhlukuju do extrémne koncentrova-
nych bodov a st riadené vlastnymi dynamickymi zakonmi.

Spociatku sa Marek venoval najmé rovniciam s nelinearnou diftziou (zodpove-
dajiicou znamym modelom v prirodnych a socialnych vedach), ale neskor ho zaujali
aj ulohy s nelinearnymi, pripadne dynamickymi okrajovymi podmienkami, ktoré sa
typicky nahradzajt pri modelovani jednoduch§imi podmienkami. Tieto zjednoduse-
nia vSak az na vynimo¢né pripady nie st Uplne v sulade s fyzikalnou realitou (napr.
udrziavanie konstantnej teploty alebo tepelného toku na hranici). V ¢ase, ked’ sa Ma-
rek Fila zacal tejto téme venovat’, bola len vel'mi malo prebadana. Dosiahol v nej
vSak viacero originalnych vysledkov, ktoré neskor podnietili Siroky vyskum v tejto
oblasti. Prave tejto oblasti sa venuje pat’ jeho najcitovanejsich clankov.

Okrem vysledkov, ktoré boli o¢akavané a mali aku-taka analdgiu v tilohach s jed-
noduchsim typom okrajovych podmienok, Marek Fila objavil a vysvetlil viacero za-
ujimavych a uplne novych fenoménov. S ich skimanim nasledne skon¢il az vtedy,
ked’ detailne pochopil ich pri¢inu a vlastnosti. Tak uz v roku 1991 spolu so svojimi
spoluautormi ukazal, Ze vzajomna interakcia nelinearit v rovnici (a v okrajovej pod-
mienke k nej) moze viest' k tomu, ze pre Specialnu volbu parametrov ulohy riesenie
sice existuje globalne v Case, t.j. je dobre definované pre 'ubovolne dlhy Cas, av§ak
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nie je globalne ohrani¢ené. Takéto grow-up spravanie sa rieSenia je vSak v skalar-
nych tlohéach so superlinedrnymi podkritickymi nelinearitami vel'mi ojedinelé. De-
tailny popis asymptotického spravania sa takéhoto riesenia pre velké casy odvodil
Marek az v roku 2005 pri spolo¢nej praci s J. L. L. Velazquezom a M. Winklerom
pouzitim metddy ,,matched asymptotics®.

Metoda ,,matched asymptotics® je zaloZena na najdeni viacerych pribliznych rie-
Seni diferencialnej rovnice, z ktorych kazdé je dobrou aproximaciou v jednej z Casti
skiimanej ¢asovo-priestorovej domény. Pomocou tychto aproximativnych rieSeni je
mozné v d'alSom kroku dokazat’ existenciu presného rieSenia v celej doméne. Takyto
postup vyzaduje detailné odvodenie asymptotického spravania sa ¢iastocnych apro-
ximativnych rieSeni, ¢o v mnohych pripadoch vedie k narocnym a dlhym technickym
odhadom, v tomto pripade Casto zalozenych na pouziti podrieSeni a nadrieSeni, t.j.
rieSeni diferencialnych nerovnic.

Marek Fila so spoluautormi (Winkler, King, Yanagida) pomocou tejto techniky
dosiahli viacero zaujimavych vysledkov o asymptotickom spravani sa rieSeni inten-
zivne Studovanej Fujitovej rovnice. Fujitova rovnica je fundamentalnym prototypom
semilinearnej parabolickej rovnice s mocninnou nelinearitou (v rovnici vedenia tepla
sa pripocita k difiznemu ¢lenu eSte mocnina rieSenia). Prave pre tto rovnicu a jej
prahové riesenia (oddel'ujuce globalne nesingularne rieSenia a rieSenia explodujice
v niektorej norme v konecnom case) a pre tzv. sobolevovsku kriticki mocninu Ma-
rek spolu s Johnom R. Kingom formélne odvodili v roku 2012 hypotézu o asympto-
tickom spravani sa jej rieSeni. Tato hypotéza bola netradi¢na, ked’ze predpovedala,
ze vysledné spravanie sa rieSenia silno zavisi nielen od poklesu pociatocnej pod-
mienky v priestorovom nekonecne, ¢o je pomerne tradi¢na podmienka v podobnych
problémoch, ale zavisi aj od dimenzie priestoru. V ¢ase vzniku tejto hypotézy vobec
nebolo jasné, ako by sa dala matematicky dokazat, ked'ze metdda podrieseni a
nadrieSeni v tomto pripade nebola aplikovatel'na. Az v rokoch 2020-2023 bola tato
hypotéza rigordzne dokazana v priestorovych dimenziach 3 a 4 pomocou kombina-
cie eliptickych a parabolickych odhadov.

Prelomové vysledky pre Fujitovu rovnicu v superkritickom pripade dosiahol Ma-
rek aj pomocou inych matematickych technik, napriklad pomocou tzv. zero number
(pocet nulovych bodov rieSenia) a vlastnosti stacionarnych a spitne samopodobnych
rieSeni. Spolu s H. Matanom a P. Pola¢ikom ukézali, ze vySSie spominané prahové
rieSenia maju v takomto pripade aj po explozii regularne pokracovanie (t. j. urcita
norma sa v koneénom &ase stane nekoneénou, ale rieenie je mozné predizit v ¢ase
a ta ista jeho norma sa stane znovu konecnou). Aj toto regularne pokracovanie rie-
Senia mdze mat’ v neskorSom Case d’alSie a d’alSie takéto singularity.

Pre ta istu tlohu takisto dokazali existenciu singularnych heteroklinickych orbit
(singularnych spojeni medzi stacionarnymi rieSeniami), ¢im vyznamne objasnili dy-
namiku prislusného dynamického systému. Zaujimavostou v tomto pripade je, ze
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pre jednorozmerné ulohy a ich ohranicené rieSenia charakterizoval heteroklinické
orbity prave Marekov Skolitel' Pavol Brunovsky spolu s Berndom Fiedlerom. Pre
Fujitovu rovnicu neskor Marek spolu s E. Yanagidom dokazali aj mimoriadne pre-
kvapivy vysledok, a to existenciu homoklinickych orbit spdjajucich nulové rieSenie
so sebou samym. Vo vSeobecnosti je to pomerne bezné spravanie sa rieSeni diferen-
cidlnych rovnic, avSak v tomto pripade je to vel'mi exotické vzhl'adom na gradientnti
Struktiru skimaného problému.

Marek Fila dosiahol aj mnoho d’al§ich zaujimavych a dblezitych vysledkov, na-
priklad o tom, ako kombinécia difizie a homogénnych Dirichletovych okrajovych
podmienok, ktoré fenomenologicky t'ahaju rieSenie pri okraji do nuly, moze zame-
dzit’ explozii rieSenia, ktora by inak nastala v prislusnej obyc¢ajnej diferencialnej rov-
nici bez difuzie, alebo o explozii rieSeni v Glohach s gradientnymi alebo exponen-
cidlnymi nelinearitami.

V ostatnych rokoch sa Marek najintenzivnejsie venoval novym problémom a ja-
vom v takych typoch uloh, ktoré skiimal uz na zaciatku svojej vedeckej kariéry, ako
napriklad rovnice s nelinedrnou difuziou alebo ulohy s dynamickymi okrajovymi
podmienkami. Spolu so svojimi japonskymi kolegami, a neskor aj so svojou dokto-
randkou Petrou Mackovou, sa pustil aj do ve'mi neStandardného typu problémov,
v ktorych bol v systéme pohybujici sa vel'mi silny zdroj, napr. pohybujuca sa kme-
fiova bunka v organizme alebo silny fyzikalny zdroj (elektromagnetické pole alebo
laser), ktory singularitu prinasa priamo do rovnice ako suc¢ast nehomogénneho zdro-
jového €lena. V spolo¢nych ¢lankoch objastiuji, ako sa rieSenia spravaju v tomto
pripade — m6zu mat’ taktiez tvar pohybujucich sa singularit.

Marek Fila netvoril matematiku len pre seba, ¢i pre mala skupinu svojich kole-
gov. Jeho prace vyvolali v Sirokej oblasti §tidia parcialnych diferencialnych rovnic
vel'ky ohlas. Vyrazne participoval na kolaborativnych projektoch, z ktorych mnohé
sam inicioval. Okrem vedeckych spoluprac vedel s kolegami Marek nadvézovat aj
silné priatel'ské vizby. Vel'mi zriedkavo bol jedinym autorom vedeckych prac, dr-
viva vacs§ina jeho prac ma jedného az troch spoluautorov, z ktorych vacsina sa vy-
skytuje opakovane. Medzi jeho spoluautormi najdeme najcastejSie Michaela Win-
klera (22 spolo¢nych prac) a Eiji Yanagidu (16 spolo¢nych prac), menoslov jeho
spoluautorov je vsak vel'mi dlhy. Zaujimavymi, tazkymi, ale zaroven rieSitelnymi
otazkami, ktoré Marek Fila kladol, prilakal na spolupracu aj Spickové svetové osob-
nosti modernej tedrie parcialnych diferencialnych rovnic akymi sit Herbert Amann,
Sigurd Angenent, Gary Lieberman, Hiroshi Matano, Juan Luis Vazquez, ¢i Juan
J. L. Velazquez. V matematickej komunite vo svojej oblasti tak pdsobil ako silny
katalyzator novych vysledkov, ku ktorym sam osobne prispieval, ¢asto ako koordi-
nator spolo¢ného vyskumu a tmeliaci prvok kolektivu.

Marekovu vedecku pracu a spolupracu so zahrani¢nymi kolegami v§ak nemozno
obmedzit’ len na pisanie vedeckych prac. Marek bol vel'mi aktivny pri organizovani
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medzinarodnych matematickych konferencii na Slovensku aj v zahrani¢i. Bol jed-
nym z hlavnych organizatorov série 6smich konferencii Euro-Japanese workshop
on blow-up, ktoré sa konali v Bratislave, Japonsku, gpanielsku, Franctizsku, Holand-
sku a Pol'sku, organizoval vyznamnu svetovl konferenciu Equadiff 11 v Bratislave,
¢i konferenciu Singularities in Nonlinear Problems. Bol zaroven ¢lenom vedeckych
rad mnohych vyznamnych zahrani¢nych konferencii.

Sam bol zaroven vel'mi ¢astym pozvanym re¢nikom nielen na konferenciach, ale
aj na seminaroch prestiznych univerzit a vedeckych tstavov. Absolvoval viacero dl-
hodobych zahrani¢nych pobytov - okrem lowa State University v USA aj v Japon-
sku, vo Finsku, vo Franctzsku a na Taiwane.

Pracovne navstivil takmer vietky eurdpske krajiny a tiez viaceré §taty v Azii, v
severnej aj v juznej Amerike. Jeho srdcovou zalezitostou sa najmé po roku 2000
stalo Japonsko, ktoré navstivil desiatkykrat, vratane dlhodobych celosemestrovych
pobytov na University of Tokyo, Tohoku University a Tokyo Institute of Technol-
0gy. Plynulo hovoril japonsky a jeho prednasky v Japonsku boli v japoncine aj spi-
sané. Tak priamo vyrazne ovplyvnil vela japonskych Studentov vratane tych bez
znalosti cudzieho jazyka. Zaroven japonski matematici pravidelne navstevovali Ma-
reka v Bratislave, niektori uz ani nevedeli spocitat’, kol'’kokrat na Slovensko cesto-
vali. Marek sa uz od mali¢ka zaujimal nielen o japonsky jazyk a pismo (ako dieta
sdm graficky navrhol alternativne japonské znaky) ale tiez o japonsku historiu, kul-
taru a gastronémiu.

Marek Fila pdsobil ako editor viacerych zahrani¢nych vedeckych ¢asopisov a aj
ako pozvany editor pre Specialne Cisla ¢asopisov venované znamym osobnostiam.
Bol pozvanym re¢nikom na mnohych konferenciach organizovanych pri prilezitosti
zivotnych jubilei vyznamnych matematikov (P. Brunovsky, B. Fiedler, H. Matano,
E. Yanagida, F. B. Weissler, B. Kawohl, J. L. Vazquez, H. Amann, M. Chipot, L.
Veron a M.-F. Bidaut-Veron, S. M. Nikol'skii). Konferencia k Marekovej Sest'de-
siatke sa symbolicky konala na University of Tokyo.

Marek mal vzhl'adom na svoje Casté pracovné cesty len mensi pocet diplomantov
a doktorandov, medzi ktorymi st M. Kordos, P. Bokes, S. Peres, O. Budac, A. Pul-
kkinen, Y. Uda, P. Mackova, avSak pomahal v zaciatkoch svojej vedeckej kariéry
mnohym dal§im, ktorych Skolili jeho kolegovia. Na FMFI UK taktiez prilakal
V ramci svojich grantov viacero zahrani¢nych postdokov.

Napriek jeho velkej aktivite a vel'mi spolocenskej povahe nebol na Slovensku
Marek Fila medialne znamym slovenskym vedcom; vyhybal sa médiam, dokonca aj
na internete toho o nom vel'a nenajdete. Aj na svojich prednaskach hovoril va¢sinu
¢asu o praci druhych a ¢o sa z nej mdzeme dozvediet’, a ¢o je na nej dolezité. Svoju
pracu vzdy kladol len do tohto vSeobecného kontextu. Aby bola prednaska nie pre-
dovsetkym jeho prezentéciou, ale hlavne prezentaciou zaujimavej matematiky, ktora
je zaujimava aj pre obecenstvo.
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Den pred svojou smrt’'ou stravil takmer cely deit na FMFI UK v mensej poslu-
charni (v takzvanom ,,akvariu®), kde sedel na prednaskach sekcie Matematiky na
Studentskej vedeckej konferencii. Nie je zvykom, minimalne v matematike, aby pro-
fesor, ak nie je priamo ¢lenom komisie, sledoval vSetky prednasky sekcie, najma, ak
ich témy siahajt od teoretickej algebry, cez teoériu grafov az po optimalizaciu riade-
nia vodnych elektrarni. Marek vSak v stredu bol na vsetkych prednaskach a Zivo
0 nich po ich skonceni debatoval s kolegami. Bol nadSeny z prace mnohych naSich
Studentov.

Vo $tvrtok uz na Seminar z kvalitativnej tedrie diferencialnych rovnic neprisiel,
aj ked prednaska zahrani¢ného hosta o pouziti entropickej metddy na dokaz exis-
tencie rieSeni pre reakéno-difiizne rovnice mu bola vel'mi blizka a urcite by ho zau-
jala. Marek uZ na svoj seminar a ani na Studentsku vedeckd konferenciu na nasej
fakulte nepride nikdy.

Marek Fila bol ¢lovek, ktory sa neustale vzdelaval a vnimal matematiku ako
formu umenia. Jeho strata je velkou stratou nielen pre akademicku obec, ale aj pre
slovensku spolo¢nost’ ako celok. Jeho odkaz bude zit' d’alej v jeho pracach
a v l'ud’och, ktorych ovplyvnil svojim uc¢enim a pristupom k matematike.

Za pomoc s pisanim tejto spomienky dakujem svojim kolegom.

Richard Kollar*

4 Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky, Oddelenie aplikovanej matematiky, Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského, Mlynska dolina F1, 842 48 Bratislava,
e-mail: richard.kollar@fmph.uniba.sk
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