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Sedem desaťročí Matematickej olympiády 

Vojtech Bálint 

Abstract: A subjective view of seven decades of the Mathematical Olympiad and the 

connection with the teaching of mathematics in schools. 

Keywords: Mathematical Olympiad 

Súhrn: Subjektívny pohľad na sedem desaťročí Matematickej olympiády a súvislosť 

s vyučovaním matematiky na školách.  

Kľúčové slová: matematická olympiáda  

MESC: M50 

Dokončenie z predchádzajúceho čísla1. 

Záverečné poznámky a úvahy 

Ja som pri MO od roku 1973 vďaka doc. Janke Feťkovej, ktorá ma k tej práci pri-

tiahla. Najprv som robil ako vedúci pre kategóriu C v Stredoslovenskom výbore MO 

(okrem organizovania kôl a koordinácie riešení aj sústredenia), neskôr ako predseda 

KVMO. Je takmer isté, že keby som nevenoval toľko času matematickej olympiáde, 

mal by som viac peňazí. Ale napriek tomu: Janka, ďakujem.  

Nepísal som tu o všetkých akciách v rámci MO, napr. Česko-poľsko-slovenské 

stretnutie, Česko-poľsko-slovenské stretnutie juniorov, výberové sústredenia, 

EGMO, KMS a iné semináre; ba ani o sústredení českého a slovenského družstva, 

ktoré bolo vždy financované českou stranou zo súkromných zdrojov pod záštitou 

Společnosti Otakara Borůvky - za toto patrí českým kolegom veľké ďakujem.  

Úsmevná spomienka. V roku 2003 na IMO v Tokiu som na zasadnutiach Jury 

sedel v lavici s lídrom Švédska, Paulom Vaderlindom. Pol hodinku po odovzdaní 

HARD-NICE formulárov, keď som videl ich sumarizovanie, položil som na stôl malý 

papierik so zoznamom 6 úloh aj s poradím, ako ich vyberieme. Paul sa usmial. Keď 

sme po troch dňoch úlohy vybrali, Paul sa prihlásil o slovo a povedal, že mohli sme 

si tri dni hádania sa ušetriť, lebo líder SVK mal výsledok pol hodinu po odovzdaní 

HARD-NICE formulárov. 

 
1 Obzory matematiky, fyziky a informatiky, volume 52, number 2, pages 34-57, ISSN 1335-4981, 

2023. Vojtech Bálint, Sedem desaťročí Matematickej olympiády 
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Pretože vhodnej študijnej literatúry pre riešiteľov MO bolo počas prvých 10 roč-

níkov súťaže málo (a pre mladších dodávam neuveriteľnú informáciu, že web ešte 

neexistoval), začal ÚVMO od roku 1961 vydávať v nakladateľstve Mladá fronta edí-

ciu Škola mladých matematikov, v ktorej do roku 1980 vyšlo 47 zväzkov a aj tri 

zbierky vybraných riešených úloh. Mnohokrát vyšli reedície a postupne aj nemálo 

ďalších zväzkov. Ak sú moje informácie správne, tak posledný zväzok mal poradové 

číslo 61 a vyšiel v roku 1988 pod názvom Úlohy o veľkých číslach (Ivan Korec).  

Potom prišla Nežná revolúcia a postupom času začali vychádzať najrôznejšie 

„učebnice“ pochybnej kvality. Neboli určené ako doplnková literatúra pre MO, ale 

bolo to oveľa horšie, lebo boli určené pre školstvo, teda pre najširšiu množinu žia-

kov. Nikto odborne fundovaný to nedokázal zastaviť, ba ani naše cechové organizá-

cie JSMF a SMS; každý sa bál obvinenia, že nie je demokrat, lebo rôznosť názorov 

je predsa v demokracii vítaná... Nuž, rôznosť názorov je vítaná, napr. vo filozofii, 

ale v exaktnej disciplíne, akou matematika je, nemá čo hľadať. A nikto z autorov 

tých „učebníc“ nie je ochotný priznať, že o peniaze išlo (a stále ide) až v prvom rade; 

učebnice, cvičebnice, osvetľovníky, pracovné listy a podobné materiály pre ZŠ 

(a dnes už aj pre stredné školy) sa totiž vydávajú opakovane a v takých počtoch, 

o ktorých sa kvalitným učebniciam matematiky pre vysoké školy môže len snívať. 

Môžeme sa teda spýtať: naozaj urobili JSMF, SMS, MÚ SAV SR a vlajkové lode 

vyučovania všetko na obranu kvality vyučovania matematiky?  

Korešpondenčné semináre KMS, STROM a mnohé ďalšie (ich zoznam je dlhý) 

sú veľmi užitočné, lebo umožňujú žiakom dlhšie premýšľať a pracovať aj s literatú-

rou, čím sa významne rozširujú a prehlbujú vedomosti súťažiacich. Toto sa najviac 

podobá práci matematika alebo iného vedca: môžeš použiť čo chceš, naštudovať 

problematiku, máš viac času… Je to obrovský rozdiel s MO, kde ide o prácu na čas 

a bez akejkoľvek pomoci, takže: tu a teraz! Ale MO a jej vrcholná časť IMO je práve 

typu tu a teraz. A keď o tom viac premýšľame, tak zistíme, že činností typu tu a teraz 

je v skutočnosti veľmi veľa: vodič autobusu, hasič, lekár záchrannej služby, športo-

vec, ...  

Politické problémy v minulosti vznikali nielen s usporiadaním športových súťaží. 

Okrem postupu Rumunov s nepozvaním silných súperov v roku 1978 a okrem spo-

mínaného absolútne neprijateľného zásahu ministerstva školstva do MO v ročníku 

1982 – 83 sa v roku 1987 prof. J. Gillis, ktorý bol vedúcim izraelskej delegácie na 

niekoľkých IMO, posťažoval listom tajomníkovi výboru IMO prof. Johnu Her-

seemu, že Izrael nebol pozvaný na IMO ani Kubou v roku 1987, ani Českosloven-

skom v roku 1984. Výhovorka, že Izrael v tej dobe nemal diplomatické styky 

s ČSSR, bola detinská, lebo napriek chýbajúcim diplomatickým stykom bol Izrael 

pozvaný na IMO do Maďarska v roku 1982 a aj do Poľska v roku 1986. Odmietnutie 

vstupných víz Pakistanským žiakom do Španielska v roku 2008 som už tiež spome-

nul v príslušnom ročníku. Boli ale aj iné problémy tohto typu.  
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Matematická indukcia, ročenka č. 15, str. 166-167 o 8. IMO: „Naši žiaci robia 

chyby v dôkaze matematickou indukciou a pritom ide o matematické remeslo, ktoré 

by mal ovládať každý priemerný stredoškolák. Z riešení našich žiakov je zrejmé, že 

sa zanedbáva aj logická stránka výuky; je to vidieť na ich vyjadrovaní, ktoré je ne-

dbalé a často nesprávne... Žiaci sa často pachtia za štúdiom tzv. vyššej matematiky, 

ale tento aparát používajú nevhodne alebo dokonca nesprávne, pričom stredoškol-

skú látku do hĺbky nepoznajú.“  

O tom, že naši žiaci ani po 46 rokoch nevedia použiť matematickú indukciu, sme 

sa presvedčili na IMO v roku 2013 (viac o tom nájdete v článkoch [9] a [10] od Paľka 

Novotného a mňa). Dovolím si tu apelovať na tých – najmä mladých – kolegov a ko-

legyne, ktorí s obľubou používajú slovné spojenie „školská matematika“ a v horšom 

prípade dokonca „škaredá školská matematika“: netreba lietať veľmi vysoko, lebo 

pád je potom tvrdý; pre dosiahnutie vyšších sfér neraz stačí použiť klasický rebrík, 

ktorý by sme nemali vyhodiť...  

Už na 1. IMO v roku 1959 vznikla debata aj o modernizácii vyučovania. Maďar-

ský delegát reagoval tak, že skôr ako sa zavedú nové partie, bude treba rozhodnúť 

o tom, ktoré doterajšie partie osnov sa vynechajú. Sovietsky a Bulharský delegát 

konštatovali v súlade s reakciou Maďarského delegáta, že predsa žiaci sú preťažení 

už teraz.  

Téma modernizácie rezonuje aj dnes a objavuje sa vo volaní po permanentnej 

reforme školstva najmä u tých, ktorí látku síce do hĺbky neovládajú, ale chceli by 

žiakom uľahčiť získanie vedomostí. A tak sami seba pasujú do role, že oni to vy-

svetlia... Tak vznikajú „nové metódy“: funkcia je automat na žuvačky; funkcie sú 

maľovanky; vyrieš funkciu; odmocninu zo záporného čísla mať nemôžeš (to všetko 

pre strednú školu); autorka nerozlišuje (v 9. ročníku ZŠ) medzi definíciou a vetou; 

v lichobežníku sa z daných údajov vo vzorovom príklade dvomi spôsobmi vypočíta 

výsledok, v ktorom je súčet dĺžok troch jeho strán menší ako dĺžka štvrtej strany 

(skúste si to nakresliť); pravouhlosť nakresleného trojuholníka sa dokazuje meraním 

dĺžok jeho strán (to je obzvlášť vhodné v slávnom prípade, keď prepona je uhlo-

priečkou jednotkového štvorca, ale navyše platí, že pravouhlých trojuholníkov s ra-

cionálnymi dĺžkami všetkých strán je zanedbateľne málo v porovnaní so všetkými 

pravouhlými trojuholníkmi, takže meraním nám to vyjde málokedy); alebo ak výsle-

dok je napr. zlomok 30/42, tak čísla sa dajú zmenšiť napr. na 5/7, pričom autor sa 

striktne vyhne každému pravidlu, v tomto prípade pre krátenie zlomkov, lebo odo-

vzdávanie hotových vedomostí je intelektuálne príživníctvo (čo Vy na to, sir Isaac 

Newton, so svojou polohou na pleciach obrov)... Potom majú fyzici problém vysvet-

liť, že 1 meter a 2 litre sa nedajú sčítať a určite to nie sú 3 kilogramy, ale čo má robiť 

dieťa, ktoré sa učilo, že 1 myš + 1 myš = 1 mačka, čo je zaujímavé aj číselne.  

Pozoruhodné je aj posmešné používanie slova bifľovanie. Napr. je zakázané na-

bifľovať sa násobilku, násobenie treba predsa chápať. Nuž čo, 2 × 3 = 3 × 2 = 6 je 
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na pochopenie výborná vec a dobrý učiteľ to vysvetlí napr. na 6 osobách v dvoch 

radoch a troch stĺpcoch alebo naopak – ak sa na tie osoby pozrieme zboku, máme 

hneď aj komutatívnosť. Ale už pri 7 × 8 je rýchlejšie namiesto chápania zapojiť na-

bifľovaný výsledok 56. Herci musia mať nabifľované takmer všetko a ten kto chce 

predniesť Sládkovičovu Marínu, tak všetko. A všimnite si, čo robí Mikaela Shiffrin 

a ďalší lyžiari tesne pred súťažou: opakujú si čerstvo nabifľovanú trať. Lekári a práv-

nici by mali mať nabifľované naozaj veľa strán a aj najmenšia odchýlka od presnej 

formulácie môže byť veľmi drahá. Ale v matematike vraj žiak na všetko príde aj 

sám, takže zakážeme nabifľovať sa, napr. 3 strany definícií a 5 strán viet (čím by 

študent ukázal, že aspoň o niečo sa snažil). 

Samozrejme, vývoj sa nedá zastaviť, napr. klasická deskriptívna geometria už 

dávno nie je v osnovách stredných škôl, do popredia sa dostala teória grafov a dis-

krétna matematika vo všeobecnosti – právom. Lenže nezaškodí si uvedomiť, že napr. 

László Lovász, jeden z najvýznačnejších matematikov za posledných asi 40 rokov 

(na IMO 3-1-0 a ešte dve špeciálne ceny; PhD dostal o rok skôr, ako univerzitný 

diplom; nositeľ množstva najvyšších ocenení, napr. Abel Prize, Kyoto Prize, Wolf 

Prize, ...), tak tento Laci Lovász na otázku čo by sa mohlo zo stredoškolských osnov 

vynechať odpovedal, že určite nie klasická euklidovská geometria, lebo tá je najná-

zornejším základom logického myslenia a štruktúry vedeckej disciplíny axióm – de-

finícia – veta – dôkaz. Lenže podľa reformátorov on tomu predsa nerozumie...  

V kategóriách MO pravdepodobne dôjde k možno aj výrazným zmenám, pretože 

už neexistujú celoštátne osnovy a v dôsledku školských vzdelávacích programov 

vznikajú niekedy až neprekonateľné rozdiely v obsahu učiva na rôznych školách. 

Zásadná zmena sa bude týkať najprv ZŠ, kde budú možno len dve kategórie. Pre 

zaujímavosť pripomínam, že už koncom 19. storočia Henri Poincaré a podobní „bez-

významní vedci“ spustili iniciatívu zjednotiť osnovy matematiky v Európe tak, aby 

maturitné vysvedčenie od Lisabonu po Lemberg malo rovnakú výpovednú hodnotu 

o vedomostiach. Viac o tom nájde záujemca napr. v [12], [15].  

Čitateľ si zrejme všimol, že zakladateľ MO, profesor Čech, mal výborné kontakty 

s neskorším ministrom školstva, dr. Františkom Kahudom. Takže zakladateľ MO bol 

partnerom pre ministra školstva. Dokonca ešte aj ja som mal možnosť priamej ko-

munikácie s ministrom školstva, i keď sa už bolo treba prebojovať cez ľudí, ktorí sa 

stavali do pozície nutného prostredníka medzi mnou a ministrom. Ale Murphyho 

zákony fungujú neúprosne, takže čitateľ môže popremýšľať o tom, kto je dnes part-

nerom predsedu matematickej olympiády. Presnejšie: koľko osôb je medzi minis-

trom školstva a predsedom SKMO?  

Keď v roku 1951 v ČSR ministerstvo školstva vyhlásilo súťaž zvanú MO, samo-

zrejme poskytlo na ňu aj peniaze a učitelia matematiky tú súťaž organizovali. Bolo 

to v čase, keď email ani mobil nebol, kopírovať sa dalo naozaj len cez kopirák, alebo 
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neskôr tzv. modráskom, ale na to už bolo treba povolenie... Určite nie všetko bolo 

ideálne, ale naši veľkí predchodcovia to zvládli.  

Dnes je situácia mierne dramatická. Pokiaľ sú moje informácie správne (a mám 

ich od predsedu doc. Tomáša Bártu), v ČR už nie je ministerstvo školstva vyhlaso-

vateľom olympiád, teda nie sú zaručené financie. Preto predsedovia českých olym-

piád spoločne napísali na ministerstvo list. Odpoveď bola, že peňazí je dosť, len treba 

napísať projekty. Je absurdné, ak sa musia písať projekty na súťaž s jasnými pravid-

lami a vyše 70-ročnou tradíciou. Navyše, čo v prípade, ak o takom projekte bude 

rozhodovať človek typu „mne matematika nikdy nešla“ – lebo takých je aj v ČR na 

vysokých postoch dosť... 

Na Slovensku je toho času situácia iná; pokiaľ viem, MŠ SR stále je vyhlasova-

teľom súťaží – aspoň tak je to napísané na stránkach NIVaM (nový úrad, ktorý na-

hradil Iuventu). Ale nie je možné zistiť úroveň dnešného financovania MO a už vô-

bec nie je možné porovnať ho s inými súťažami. Pritom NIVaM má peniaze od mi-

nisterstva školstva, ktoré má peniaze samozrejme od daňových poplatníkov... Platí 

to isté, čo som napísal vyššie, ale pre istotu to zopakujem. Je absurdné, ak sa budú 

musieť písať projekty na súťaž s vyše 70 ročnou tradíciou a jasnými pravidlami za-

kotvenými v Organizačnom poriadku. Navyše, čo v prípade, ak o takom projekte 

bude rozhodovať človek typu „mne matematika nikdy nešla“? Majú naše cechové 

organizácie JSMF a SMS silu, aby takej situácii zabránili a ak taká predsa len na-

stane, tak aby presadili zdravý rozum? 

Zrejme by ministrovi školstva bolo treba znovu pripomenúť dôvody vyslania ob-

servera: aby líder nespal len dve hodiny zo 60 veľmi tvrdých pracovných hodín, 

a aby mladší získali skúsenosti, ktoré im umožnia tých starších plnohodnotne nahra-

diť. 

Dovolím si na záver malú úvahu o (ne)vzdelanosti. Podnetom bola okrem iného 

nedávna správa, že pán D. H. sa zúčastnil ako porotca na jednej literárnej súťaži pre 

deti. To je v poriadku, lebo pán D. H. je človek od pera, teda literát. Lenže pán D. H. 

pri tej sláve redaktorovi povedal, že všetko bolo výborné, až kým neprišiel niekto, 

kto povedal „definuj to“. A toto už v poriadku nie je. Pán D. H. (a nielen on) sa totiž 

dehonestujúco vyjadruje o veciach, ktorým vôbec nerozumie. Pojmy sa definujú nie 

len preto, aby vyjadrovanie sa bolo kratšie, ale najmä preto, aby napr. Francúz, Aus-

trálčan, Japonec a aj Ján Ponec vedeli, že hovoria o tom istom. Je to dôležité, lebo 

ak ľudia nemajú jasno o pojmoch, tak nevedia o čom hovoria a vznikajú úplne zby-

točné a neraz hodne drahé debaty. Toto platí úplne všeobecne, teraz sa ale vráťme 

k matematike. Takže si dovolím pridať malý dodatok pre D. H. a pre všetkých, ktorí 

sa v súvislosti s matematikou neraz pýtajú, že načo je to dobré. Dalo by sa ironicky 

odpovedať, že veľmi veľa ľudí sa v plnom šťastí dožilo vysokého veku aj bez toho, 

aby vedeli, kedy bola bitka na Bielej Hore, ba dokonca nikdy sa nedozvedeli ani to, 

že tam nejaká bitka bola. Alebo nikdy nepočuli o dramatikovi Williamovi 
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Shakespearovi. Alebo nevideli muzikál Povolanie pápež. Ale sme za širšiu vzdela-

nosť, takže lepšia odpoveď je asi táto: „Keby sme ľuďom, čo kladú také otázky, odo-

brali všetko, čo pri svojej výrobe použilo matematiku, tak by nemali nielen mobil 

a iné vymoženosti, ale dnes by už väčšina z nich nemala ani oblečenie.“  

Na ilustráciu skrátenia vyjadrovania sa uvediem odstrašujúci príklad, ako by vy-

zerala veľmi užitočná a krásna teoréma, ktorú si aj veľmi slabý študent zapamätá 

aspoň v skrátenom tvare: „Súčet spojitých funkcií je spojitá funkcia.“ Takže najprv 

definícia spojitosti funkcie v bode b sprava. 

Budeme hovoriť, že funkcia 𝑓 je spojitá v bode 𝑏 sprava práve vtedy, ak pre každé 

𝜀 > 0 existuje 𝛿 > 0 také, že pre každé 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑏 + 𝛿) je |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑏)| < 𝜀.  

Potom sa dokáže napr. táto  

Veta. Ak funkcie 𝑓, 𝑔 sú spojité v bode 𝑏 sprava, tak aj ich súčet je funkcia spojitá 

v bode 𝑏 sprava.  

Tú vetu zďaleka nie každý študent vie dokázať (a dnes sa to už požaduje len pre 

študentov matematiky), ale určite si ju vie zapamätať, prinajmenšom v skrátenej (nie 

celkom presnej) verzii, ktorú som uviedol už vyššie: Súčet spojitých funkcií je spo-

jitá funkcia.  

A teraz napíšeme tú vetu bez definície spojitosti, ale samozrejme tak, aby pres-

nosť ostala zachovaná.  

Veta. Nech 𝜀 > 0 je ľubovoľné. Nech existuje 𝛿1 > 0 také, že pre každé 

 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑏 + 𝛿1) je |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑏)| < 𝜀/2 a nech existuje 𝛿2 > 0 také, že pre každé 

𝑥 ∈ (𝑏, 𝑏 + 𝛿2) je |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑏)| < 𝜀/2. Označme 𝛿 menšie z čísel 𝛿1,  𝛿2. Potom 

pre každé 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑏 + 𝛿) platí |(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) − (𝑓(𝑏) + 𝑔(𝑏))| < 𝜀. 

Tak túto formuláciu tej užitočnej a krásnej vety by sme ani my, učitelia matema-

tiky, neradi používali... 

Ak niekto bude chcieť písať podrobnejšie o histórii MO, tak jeden z najprirodze-

nejších zdrojov informácií budú zrejme Ročenky. Dovolím si upozorniť, že najmä 

v starších Ročenkách sa dosť málo pozornosti venovalo správnemu zápisu geogra-

fických názvov a mien účastníkov. Takže budúci pisatelia by mali čerpať aj z iných 

zdrojov. (Z tohto hľadiska je situácia rovnaká v tom najširšom slova zmysle: znalosť 

dejepisu len z jedného zdroja svedčí o neznalosti problematiky dejín. Lebo dejiny 

a dejepis nie sú to isté, zhodujú sa len v niektorých faktoch...)  

Aj touto cestou ďakujem Dr. Jaroslavovi Švrčkovi, ktorý má nehynúcu zásluhu 

na tom, že v nakladateľstve UP Olomouc boli vydané niektoré chýbajúce ročenky 

MO, na ktoré sa po roku 1989 nenašli peniaze, ba dokonca bola snaha zrušiť MO. 



28 

Na záver ďakujem všetkým učiteľkám a učiteľom, ktorí podporujú účasť svojich 

žiakov v MO, opravujú riešenia a venujú im svoj čas, pričom odmenou je im obvykle 

len úspech ich žiakov v súťaži.  
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Energia odrazených loptičiek 

Jozef Beňuška 

Abstract: The article deals with real collisions of bodies in the form of a research ac-

tivity. Real body-body collisions differ from perfectly elastic or perfectly inelastic col-

lisions. Real precipitation is influenced by a number of parameters of the substance as 

well as the environment (for example, temperature). At the end of the article, there are 

attached tested worksheets that the author's students work with. 

Keywords: collision of bodies, transformation of mechanical energy, research activity, 

worksheets 

Súhrn: Článok sa venuje reálnym zrážkam telies formou bádateľskej aktivity. Reálne 

zrážky telies sa líšia od dokonalo pružných, či dokonalo nepružných zrážok. Na reálne 

zrážky vplýva množstvo parametrov látky ako aj okolia (napríklad teplota). V závere 

článku sú priložené odskúšané pracovné listy, ktorými žiaci autora pracujú. 

Kľúčové slová: zrážka telies, premena mechanickej energie, bádateľská aktivita, pra-

covné listy 

MESC: M50 

1 Úvod 

Deti sú zvedavé a ich zvedavosť by sme mali podporovať. Existujú aktivity, ktoré 

sú pre žiakov motivujúce a majú potenciál zaujať žiakov, zároveň súvisia s obsa-

hom učiva a umožňujú osvojiť si poznatok bádaním. 

Bádanie z pohľadu žiaka súvisí s aktivitami, prostredníctvom ktorých si žiaci bu-

dujú poznatky a porozumenie javom ako aj pochopenie toho, ako vedci svet okolo 

nás skúmajú. Bádanie predstavuje spektrum činností, ktoré zahŕňajú pozorovanie, 

kladenie otázok, štúdium literatúry a ďalších informačných zdrojov na posúdenie 

toho, čo je už známe; plánovanie skúmania; posúdenie a zhodnotenie toho, čo je už 

známe vo svetle experimentálnych dôkazov; používanie nástrojov na zber, analýzu 

a interpretáciu dát; návrh odpovedí, vysvetlení a predpovedí a zdieľanie výsledkov.  

Žiaci na všetkých úrovniach prírodovedného vzdelávania by mali mať dostatok 

príležitostí realizovať bádanie a rozvíjať schopnosti myslieť a konať bádateľským 

spôsobom. 
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Bádateľské aktivity v pravom slova zmysle, t.j. so všetkými jej elementmi nie je 

jednoduché uskutočniť v triede. Od žiakov nemôžeme očakávať, že budú schopní 

okamžite navrhnúť a realizovať skúmanie so všetkým, čo k tomu patrí.  

V tomto príspevku poskytujeme užívateľom pracovné listy pre žiakov, ktoré 

umožňujú realizovať: 

-potvrdzujúce bádanie (Confirmation inquiry). Žiaci potvrdzujú platnosť neja-

kého zákona (poznatku, súvislosti) v aktivite, ktorej výsledok už poznajú. 

-štruktúrované bádanie (Structured inquiry) Žiaci riešia problém sformulovaný 

učiteľom na základe pripraveného postupu. 

Veríme, že tu prezentovaná problematika lôpt a loptičiek je deťom natoľko blíz-

kam že ich zaujme. 

2 Energia odrazených loptičiek 

Lopta je guľatý predmet používaný v mnohých športoch a hrách. Obvykle je vyro-

bená z kože, gumy alebo plastickej hmoty. Lopty sú väčšinou duté, naplnené stlače-

ným vzduchom. V niektorých športoch sa používajú guľaté predmety vyrobené 

z kovu, dreva alebo pevnej umelej hmoty. V takých prípadoch obvykle hovoríme 

o guli (napr. biliard).  

Lopty boli využívané na hry už v staroveku Egypte, Grécku a Ríme, aj Azté-

kmi  v Strednej Amerike. Počas storočí sa vyvinulo veľké množstvo rôznych lopto-

vých hier.  

Zatiaľ čo pre väčšinu ľudí sú lopty skôr nenáročné objekty určené na zábavu, v 

skutočnosti slúžia ako zaujímavý odrazový mostík do poznávania mnohých fyzikál-

nych javov. Ak budeme hľadať fyziku pri odraze a pohybe, naučíme sa veľa o zrých-

lení, rýchlosti,  energii, pružnosti a pod. 

Prečo lopty „skáču“? Premýšľali ste niekedy nad tým, prečo sa niektoré loptičky 

odrazia vyššie ako iné?  

Schopnosť lopty odraziť má veľa čo do činenia s pružnosťou, alebo tzv. elasti-

citou. Elasticita je schopnosť objektu vrátiť sa do pôvodného tvaru po jeho defor-

mácií - roztiahnutí alebo stlačení. Objekty, ktoré sú viac elastické, sú zvyčajne pruž-

nejšie.  

Pružnosť objektu znamená aj to, že má tendenciu vracať sa do svojho rovnováž-

neho stavu, nadobúdať svoj prirodzený tvar. Tvar, keď je teleso deformované, nie je 

jeho prirodzený tvar. 

Ak objekt nie je v prirodzenom tvare pôsobí naň sila, spôsobujúca obnovenie  

rovnovážneho tvaru, nazývajme ju obnovujúca sila alebo sila pružnosti. Obnovu-

júca sila pružnosti je vždy nasmerovaná proti deformácii objektu.  
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Takmer všetky pevné telesá sú elastické, t.j. majú určitý stupeň pružnosti. Tri-

viálnym príkladom elastického predmetu je pružina. Pravdepodobne máte skúse-

nosť, že pružina má tendenciu obnoviť svoju pôvodný tvar, keď ju natiahnete, aby 

bola dlhšia. 

Pri každom odraze loptičky existuje 7 fáz, ktorými loptička postupne prechádza. 

Poďme sa pozrieť na fyziku loptičiek pri odraze. Pri tomto opise sa budeme poze-

rať na pád loptičky zjednodušene, budeme ignorovať všetky ostatné sily okrem 

tiažovej. 

Fáza 1: Pád 

Prvá etapa pred každým odrazom lopty je jej pád, pri ktorom sa potenciálna energia 

lopty Ep premieňa na jej kinetickú energiu Ek. V zjednodušenom prípade je pád 

lopty spôsobený tiažovou silou FG, ktorá vždy smeruje zvislo nadol. 

 

Obr. 1: Deformované elastické lopty – neprirodzený tvar. Zľava lopta squashová, baseballová a 

golfová. 
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Obr. 2: Fázy pri odraze lopty. 
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Fáza 2: Začiatočný kontakt 

Je okamih, keď sa lopta práve dotkne povrchu zeme.  Po tomto okamihu začína 

proti tiažovej sile FG pôsobiť obnovujúca sila pružnosti Fp. 

Fáza 3: Spomalenie 

Po prvotnom náraze sa pohyb lopty veľmi rýchlo spomalí. Materiál lopty je elas-

tický, deformuje sa najmä v mieste styku s podložkou. Lopta tlačí na zem dokonca 

väčšou silou, ako je jej vlastná tiažová sila. 

Fáza 4: Maximálna deformácia 

V tomto bode je rýchlosť lopty nulová, materiál lopty dosiahol maximálnu defor-

máciu.  Sila pružnosti 𝑭p je maximálna, má smer nahor.  

Fáza 5: Začiatok odrazu 

V tejto etape začína pohyb lopty späť na miesto, kde sa jej pohyb začal. Lopta je 

postupne menej a menej deformovaná ako v maximálnej deformačnej fáze.  

Fáza 6: Nulový kontakt 

Pri nulovom kontakte už materiál lopty nie je deformovaný, sotva sa dotýka po-

vrchu, v podstate len na jednom bode. Vektor rýchlosti lopty smeruje nahor. 

Pružná sila už nepôsobí, nepôsobí teda žiadna sila, ktorá by ju urýchľovala smerom 

nahor.  

Fáza 7: Úplný odraz 

Lopta opustila povrch podložky. Ak predpokladáme, že lopta je úplne elastická 

a ignorujeme iné energetické straty, aké spôsobuje je zvuk a teplo, potom sa lopta 

odrazí späť do pôvodnej výšky z akej pôvodne padala. 

3 Koeficient reštitúcie 

Opísaný prípad odskoku lopty bol veľmi zjednodušený, so zanedbaním akých-

koľvek iných síl ako odpor vzduchu, nedokonalá elasticita, rotácia, trenie, deformá-

cia zo začiatočného hodu atď. Toto však nie je reálny odraz. Pri reálnom odraze to 

vyzerá podstatne ináč. 

Skákacia lopta zachytená stroboskopickým bleskom rýchlosťou 25 snímok za se-

kundu. Keď lopta padá voľne pod vplyvom gravitácie, zrýchľuje sa nadol a jej po-

čiatočná potenciálna energia sa premieňa na kinetickú energiu. Pri náraze s tvrdým 

povrchom sa lopta deformuje a premieňa kinetickú energiu na elastickú potenciálnu 

energiu. Keď sa lopta vracia späť, energia sa najskôr premení späť na kinetickú ener-

giu a potom, keď lopta znova získa výšku do potenciálnej energie. Straty energie 

spôsobené nepružnou deformáciou a odporom vzduchu spôsobujú, že každé ná-

sledné odrazenie je menšie ako posledné.  
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Lopta sa pri zrážke deformuje, na čo sa nutne spotrebuje istá deformačná energia. 

Pri pružnej zrážke sa časť tejto energie zvyčajne premení späť na kinetickú energiu 

loptičky, a časť sa spotrebuje na plastickú deformáciu telies – uvoľní sa z väčšej časti 

v podobe tepla, ale tiež v trvalej zmene štruktúry deformovaných materiálov. To, do 

akej miery dôjde k spätnej premene deformačnej energie na kinetickú energiu, popi-

suje koeficient reštitúcie 𝑒 (reštitúcie – návratu – to dáte späť). 

Koeficient reštitúcie 𝑒 je definovaný ako pomer rýchlosti 𝑣2 a 𝑣1, kde 𝑣1 je rých-

losť lopty tesne pred jej dopadom a 𝑣2 tesne po jej odraze.  

𝑒 = 𝑣2/𝑣1 

Zo zákona zachovania mechanickej energie pre koeficient reštitúcie platí aj:  

𝑒 = ℎ2/ℎ1, 

kde ℎ1 je výška, z ktorej lopta padá a ℎ2 je maximálna výška, do ktorej vy-

stúpi po odraze (pozri obr. 3). 

Obr. 3: Stroboskopická fotografia pádu a odrazu skáčucej lopty. 
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Štandardné hodnoty koeficientu reštitúcie sú z intervalu ⟨0; 1⟩, pričom nule zod-

povedá dokonale nepružná zrážka a jednotke dokonale pružná zrážka.  

Malá ukážka z praxe. 

„COR“ je skratka pre Coque of Restitution. Je to  síce  termín zo sveta vedy a fy-

ziky, ale poznajú ho aj hráči golfu. Koeficient reštitúcie je termín opisujúci prenos 

energie medzi dvoma objektmi. Koeficient reštitúcie objektu A je miera schopnosti 

objektu A prenášať energiu do objektu B, keď sa zrazia A a B. 

Výrobcovia golfových palíc pracujú na zefektívnení prenosu energie z palice na 

loptičku pri údere. Tým golfisti dosiahnu väčšiu vzdialenosť doletu lopty. 

V minulosti európsky štandard povoľoval koeficient COR v neobmedzenej výške 

a americký štandard ho obmedzoval. Preto výrobcovia golfových palíc vyrábali dve 

verzie palíc. Avšak od roku 2008 sa tieto rozličné normy zjednotili a platí jednotná 

norma – COR v hodnote 0,830. 

Odraz lopty od povrchu ihriska, časti tela alebo športového nástroja môže byť 

zapríčinený: 

1) pružnosťou materiálu lopty, tzv. elasticitou, 

2) pružnosťou vzduchu, ktorým je lopta nafúkaná.  

 

Obr. 4: K definícií koeficientu reštitúcie. 

ℎ1 

ℎ2 

𝒗1 

𝒗2 
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Odraz futbalovej lopty od povrchu trávnika alebo od futbalistovej nohy má inú 

fyzikálnu príčinu než napríklad odraz golfovej alebo squashovej loptičky od tuhého 

povrchu. 

 

Zatiaľ čo odraz squashových loptičiek je spôsobený elasticitou (pružnosťou) ma-

teriálu loptičky, plášť futbalovej lopty nemá v podstate žiadnu pružnosť - nenafúk-

nutá lopta sa po dopade na zem vôbec neodrazí.  

Ak dopadne na zem nafúknutá futbalová lopta, dôjde k splošteniu jej spodnej 

časti. Z fyziky  vieme, že tlak v plyne pôsobí všetkými smermi. Na dopadom sploš-

tenú časť lopty pôsobí teda zvnútra smerom nadol (na zem) tlak vzduchu - no a podľa 

zákona akcie a reakcie pôsobí na túto sploštenú časť zdola nahor reakčná sila pod-

ložky, teda ihriska (to isté vysvetlenie platí pri odraze od futbalistovej nohy).  

Obr. 5: Golfové palice Great Big Bertha – vľavo. 

Obr. 6: Rez golfovou loptou vyplnenou elastickým materiálom. 
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Testovanie pružnosti futbalovej lopty je veľmi dôležité. Lopta musí mať ideálny 

odskok, čo je veľmi dôležité pre hráčov, či už pri spracovaní lopty nohou, na hrudi, 

alebo hlavou. Kvalitná futbalová lopta musí byť natoľko pružná, že keď ju pustíte 

voľným pádom z 2 m výšky, tak musí dosiahnuť nasledujúci minimálny odskok (pri 

teplote vzduchu 5 stupňov až 20 stupňov): 

• futbalová lopta veľkosť 5 - musí mať odskok - 125 cm - 155 cm. 

• futbalová lopta veľkosť 4 - musí mať odskok - 115 cm - 155 cm. 

Pri nižšej teplote ako je 5 stupňov Celzia môže byť tolerancia minimálneho od-

skoku futbalovej lopty v rozmedzí 10 cm. 

V závislosti na druhu povrchu, od ktorého sa lopta odráža, je rýchlosť odrazenej 

lopty o väčšiu či menšiu hodnotu nižšia než rýchlosť dopadajúcej lopty (len v ideál-

nom prípade dokonale pružného odrazu sú obe rýchlosti rovnaké). Na tvrdom po-

vrchu je rýchlosť odrazenej lopty 0,8-násobkom rýchlosti dopadu, na trávniku s 

krátko zostrihanou trávou je to len 60 % pôvodnej hodnoty. 

4 Squashové loptičky 

Špeciálny prípad v odraze loptičiek sú squashové loptičky.  

Ak si niekto myslí, že nezáleží na tom, s akou squashovou loptičkou hrá, tak je 

na omyle. Jednotlivé loptičky na squash sa rozdeľujú do skupín, ktoré sú určené pre 

rozdielne kategórie hráčov squashu.  

Každá skupina squashových loptičiek je určená pre inú výkonnosť, iné herné 

schopnosti a iný štýl hráčov. Loptičky sú odlíšené farebnými bodkami modrou, čer-

venou, bielou a žltou. Čierna squashová loptička s modrou bodkou je rýchla loptička, 

ktorá je určená pre začiatočníkov. Čierna squashový loptička s dvomi žltými bod-

kami je veľmi pomalá loptička, ktorá je určený pre profesionálnych hráčov squashu.  

 

𝑭r 

Obr. 7: Tlak vzduchu v lopte a reakčná sila. 

https://www.najlacnejsisport.sk/squashove-lopticky-c-140_141.html
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V odraze squashovej loptičky sa prejavujú dva hlavné prvky pružnosti - gumené 

telo a vzduch vo vnútri lopty. Typ použitej gumy je elastický polymér, ktorý sa 

skladá z molekúl podobných dlhému reťazcu. Po roztiahnutí sú molekuly nútené pri-

jať lineárny tvar, a zahrejú sa. Keď sa elastický polymér zohreje, stáva sa pružnejším 

a tlak vzduchu vo vnútri sa zvyšuje, čím sa squashová loptička viac odrazí. 

Obr. 8: Squashová hra. 

Obr. 9: Odraz squashových loptičiek s rôznym označením. 
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Elastické polyméry majú veľmi vysokú elasti-

citu, to je schopnosť deformovať sa akýmkoľvek 

spôsobom a stále sa môže vrátiť do svojho pôvod-

ného tvaru a veľkosti. Schopnosť materiálu rýchlo 

sa vrátiť do pôvodného stavu je daná pomerom 

energie získanej k použitej energii. V špecifiká-

ciách pre squashové loptičky je odrazová schop-

nosť pri 23o Celzia minimálne 12%.  

 

Materiál loptičiek má veľmi nízku priepustnosť, 

čo znamená, že vzduch vo vnútri squashovej lop-

tičky nie je schopný uniknúť ani pri zvýšení tlaku v 

dôsledku zmien teploty. 

Pred začatím samotnej hry je dôležité squ-

ashovú loptičku zahriať na určitú teplotu. Čím je 

vyššia teplota squashovej loptičky, tým je jej odskok väčší. Studená loptička má ďa-

leko horší odskok než loptička zahriata. 

Aktuálna teplota squashovej loptičky je závislá na dvoch faktoroch, a to na tep-

lote squashového kurtu a na hráčskej úrovni. 

Ako môžeme squashovú loptičku zahriať? Tak, že sa silnými údermi hrá loptič-

kou o bočnú stenu kurtu. Čím väčšiu silu vynaložíte, tým rýchlejšie sa loptička za-

hreje – toto však vedia iba dobrý hráči. Iná možnosť je použiť ohrievač squashových 

loptičiek – pozri obrázok. 

V reálnom živote lopty pri skákaní strácajú energiu a nakoniec sa zastavia. 

Keď lopta zasiahne stenu alebo povrch, vytvorí hluk, čo je strata energie z 

odrazu lopty. To tiež bude generovať určité množstvo tepla, ďalšie straty 

energie. Trenie zo steny spôsobí stratu energie, ako aj odpor vzduchu, keď sa 

lopta pohybuje.  
Keď majú loptičky akúkoľvek rotáciu, a keď povrch, ktorý zasiahli, nie je bez 

trenia, loptičky sa otáčajú po dopade. Je to spôsobené silou trenia.  O týchto vply-

voch na pohyb lopty sme teraz nechceli písať. 

Na nasledujúcom uvádzame dva pracovné listy určené žiakom. V jednom z nich 

testujú pružnosť loptičiek používaných v rôznych športoch. V druhom skúmajú 

vlastnosti rozličných squashových loptičiek. 

Obr. 10: Profesionálny zahrieč 

squashových loptičiek. 
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5 Pracovné listy 

Meno a priezvisko:  Trieda:  

Škola:  Dátum:  

O PRUŽNOSTI LÔPT 

 

Premýšľali ste niekedy nad tým, prečo sa niektoré loptičky odrazia lepšie ako 

iné?  

Aká je príčina dobrého, či horšieho odrazu loptičky? 

Ktoré loptičky sú duté a ktoré plné? 

Viete, že tenisový výplet môže byť mŕtvy? 

Zamyslenie na úvod 

Dôležitý parameter v teste kvality lopty je pružnosť. Pružnosť, alebo elasticita, je 

schopnosť objektu nadobudnúť pôvodný tvar po deformácií.   

Napríklad futbalová lopta musí mať ideálny odskok, čo je dôležité pre hráčov pri 

spracovaní lopty. Kvalitná futbalová lopta musí byť natoľko pružná, že keď ju pus-

títe voľným pádom z 2 m výšky, tak musí dosiahnuť minimálny odskok 125 cm - 

155 cm.  

Fyzikálne príčiny odrazu lôpt: 

1) Odraz squashovej loptičky od tuhého povrchu 

je spôsobený elasticitou materiálu loptičky. Na 

obrázku je prierez golfovou loptičkou Srixon 

Z-Star. 
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2) Odraz futbalovej lopty nohy má inú fyzikálnu príčinu. Plášť futbalovej lopty 

nemá žiadnu pružnosť – nenafúknutá lopta sa 

po dopade na zem vôbec neodrazí. Ak však do-

padne na zem nafúknutá lopta, dôjde k splošte-

niu jej spodnej časti. Tlak v plyne pôsobí všet-

kými smermi. Na dopadom sploštenú časť 

lopty pôsobí teda zvnútra smerom nadol (na 

zem) tlak vzduchu - a podľa zákona akcie a re-

akcie pôsobí na sploštenú časť zdola nahor re-

akčná sila podložky.   

V závislosti na druhu povrchu, od ktorého sa futbalová lopta odráža, je rýchlosť 

odrazenej lopty menšia než rýchlosť dopadajúcej lopty. Na tvrdom povrchu je 

rýchlosť odrazenej lopty 0,8-násobkom rýchlosti dopadu, na trávniku je to len 

0,6-násobok (60 %) pôvodnej hodnoty. Rýchlosť lopty po odraze sa samozrejme 

prejaví vo výške odskoku lopty.  

Pre odraz lopty platí zákon zachovania energie. Čím má lopta lepšiu pružnosť, 

tým viac mechanickej energie jej po odraze ostane a menej energie sa premení 

na iné formy energie. 

 

Úloha 1 

Zaraďte loptičky pre uvedené športy podľa príčiny ich odrazu. 

Basketbal, squash, bejzbal, volejbal, hopka, stolný tenis, golf, hokejbal, florbal, te-

nis. 

Pružnosť materiálu Vzduch v lopte Neviem sa rozhodnúť 

 basketbal  

  squash 

bejzbal   

 volejbal  

hopka   

 Stolný teniss  

golf   

  hokejbal 

 tenis  

Ak ste sa nevedeli rozhodnúť, kam niektorú loptu zaradiť, napíšte dôvod. 

Napr. 
Nemám skúsenosť s loptami squash a hokejbal. Nikdy som ich v ruke nemal. 
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Úloha 2  

Skúmanie pružnosti loptičiek 

a) Odhadnite poradie pružnosti piatich loptičiek. Zoraďte 

ich tak, že 1 znamená najpružnejšia. 

b) Preskúmajte pružnosť piatich loptičiek na základe ich 

odrazu od rovnakej podložky a výšky do ktorej po od-

raze odskočia. Loptičky voľne púšťajte z výšky 1 m. 

Loptička 

(názov) 

Poradie 

pružnosti 

odhadom 

E x p e r i m e n t 

  

e 
𝐸m

%
 

Poradie 

pružnosti 

       

       

       

       

       

𝐸m − zachovaná mechanická energia 

 

 

Poznanie: 

 

  

 

 

 

  

ℎ1 

ℎ2 

m
1h

m
2h
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Úloha 3  

K pružnosti odrazovej plochy 

a) Oceľovú guličku voľne pustite z výšky 10 cm na 

drevený stôl. Odrazí sa? Ak áno, odhadnite koľ-

kokrát pokiaľ nezastane. 

b) Na rám natiahnite balón. Tú istú oceľovú guličku 

opäť voľne pustite na natiahnutý balón. Odrazí 

sa? Ak áno, odhadnite koľkokrát pokiaľ neza-

stane. 

c) Na malú sklenenú misku natiahnite balón. Tú istú 

oceľovú guličku opäť voľne pustite na natiahnutý 

balón. Odrazí sa? Ak áno, odhadnite koľkokrát 

pokiaľ nezastane. 
d) Teraz guličku skutočne nechajte odrážať sa od 

všetkých troch povrchov. Výsledky zapíšte.  

 

Oceľová gulička 
Približný počet odskokov 

Odhad Skutočnosť 

Odraz na drevenom stole   

Odraz na balóne na 

miske 
  

 

Poznanie: 

 

Úloha 4  

Silové pôsobenie pri údere do lopty 

Typická futbalová lopta má hmotnosť 

0,45 kg, jej obvod meria 70 cm a v jej 

vnútri je pretlak 0,85 atmosféry. Doba 

dotyku takejto lopty pri odraze je pri-

bližne 8 milisekúnd, teda osem tisícin 

sekundy – tento vypočítaný údaj bol po-

tvrdený analýzou údajov z vysokorých-

lostných kamier. Merania ukázali, že pri 

podarenom pokutovom kope dosahuje lopta rýchlosť až 130 km/h. 

Určte priemernú silu, ktorou hráč pri pokutovom kope na loptu pôsobí. 
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Priemerná sila odhadom: 𝐹p = 50 N 

Priemerná sila výpočtom: 

𝑚 = 0,45 kg  

Δ𝑣 = 130 km/h = 36,11 m/s  

Δ𝑡 = 0,008 s  

𝐹p = ?  N  

Z druhého Newtonovho pohybového zákona pre pôsobiacu silu platí: 

𝐹𝑝 =
∆𝑝

∆𝑡
=

𝑚∆𝑣

∆𝑡
 

𝐹𝑝 =
0,45 × 36,11

0,008
N = 2031,18 N 

Poznanie: 

Skutočná priemerná sila je oveľa väčšia ako odhadovaná. 

 

 

Úloha 5 

Rýchlosť a reakčný čas 

Rýchlosť lopty  130 km/h pri pokutovom kope je úctyhodná. To znamená, že jede-

násť metrov k bráne preletí lopta skutočne za krátky čas. 

Vypočítajte čas potrebný na preletenie futbalovej lopty pri pokutovom kope 

k bráne. 

Porovnajte tento čas s reakčným časom človeka a posúďte šancu brankára loptu 

chytiť. 

𝑣 = 130 km/h = 36,11 m/s  

𝑠 = 11 m  

𝑡 = ?  s  

Ak predpokladáme, že lopta letí rovnomerným pohybom, potom pre čas, za ktorý 

preletí k brankovej čiare platí: 

𝑠 = 𝑣𝑡, 𝑡 =
𝑠

𝑣
 , 

  𝑡 =
11

36,11
s = 0,3 s 

Poznanie: 
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Meno a priezvisko:  Trieda:  

Škola:  Dátum:  

TAJOMSTVO BODIEK NA SQUASHOVÝCH LOPTÁCH 

 

Čím je daná kvalita odrazu squashovej loptičky?  

Aký je význam farebných bodiek na loptičkách? 

U squashovej lopty môže nastávať mŕtvy odraz? 

 

Zamyslenie na úvod 

V odraze squashovej loptičky sa prejavujú dva hlavné prvky pružnosti - gumené 

telo a vzduch vo vnútri lopty. Typ použitej gumy je elastický polymér, ktorý sa 

skladá z molekúl podobných dlhému reťazcu. Po roztiahnutí sú molekuly nútené 
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prijať lineárny tvar, a zahrejú sa. Keď sa elastický 

polymér zohreje, stáva sa pružnejším a tlak vzdu-

chu vo vnútri sa zvyšuje, čím sa squashová lop-

tička viac odrazí. 

Elastické polyméry majú veľmi vysokú elasti-

citu, to je schopnosť deformovať sa akýmkoľvek 

spôsobom a stále sa môže vrátiť do svojho pôvod-

ného tvaru a veľkosti. Schopnosť materiálu rýchlo 

sa vrátiť do pôvodného stavu je daná pomerom 

energie získanej k použitej energii. V špecifiká-

ciách pre squashové loptičky je odrazová schop-

nosť pri 23o Celzia minimálne 12%.  

Materiál loptičiek má veľmi nízku priepustnosť, čo znamená, že vzduch vo vnútri 

squashovej loptičky nie je schopný uniknúť ani pri zvýšení tlaku v dôsledku zmien 

teploty. 

Pred začatím samotnej hry je dôležité squashovú loptičku zahriať na určitú tep-

lotu. Čím je vyššia teplota squashovej loptičky, tým je jej odskok väčší. Studená 

loptička má ďaleko horší odskok než loptička zahriata. 

Aktuálna teplota squashovej loptičky je závislá na dvoch faktoroch, a to na tep-

lote squashového kurtu a na hráčskej úrovni. 

Ako môžeme squashovú loptičku zahriať? Tak, že sa silnými údermi hrá loptič-

kou o bočnú stenu kurtu. Čím väčšiu silu vynaložíte, tým rýchlejšie sa loptička za-

hreje – toto však vedia iba dobrý hráči. Iná možnosť je použiť ohrievač squashových 

loptičiek – pozri obrázok. 

 

Úloha 1  

Čo napovedajú farebné bodky? 

Na obrázku je graficky znázor-

nené správanie sa loptičiek s rôz-

nym označením po odraze.  

Opíšte pružnosť jednotlivých 

druhov loptičiek a základe infor-

mácií z obrázka. 

 

Akú loptičku by ste si zvolili pre 

hru ako začiatočník? Svoj výber 

zdôvodnite. 
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Poznanie: 

 

 

Úloha 2  Experimentálne overenie pružnosti 

Preskúmajte pružnosť squashových loptičiek s rozličným označením na základe ich 

odrazu od rovnakej podložky a výšky do ktorej po odraze odskočia. Loptičky 

voľne púšťajte z výšky 1 m. 

Experiment realizujte pri izbovej teplote - cca. 20oC.  

 

𝐸m − zachovaná mechanická energia (v percentách) 

Poznanie: 

 

Úloha 3 

Experimentálne overenie závislosti pružnosti od teploty 

Preskúmajte pružnosť squashových loptičiek s rozličným označením na základe ich 

odrazu od rovnakej podložky a výšky do ktorej po odraze odskočia. Loptičky voľne 

púšťajte z výšky 1 m. 

 Experiment realizujte pri teplotách loptičiek približne 30oC a 40oC. Presnú teplotu 

zapíšte do tabuľky. Loptičky zohrejte v teplom kúpeli. 

Loptička 

(označenie) 

Teplota loptičiek        °C 

  

e 
𝐸m

%
 

Poradie  

pružnosti 

modrá 

bodka 
 

    

červená 

bodka 
 

    

jedna žltá 

bodka 
 

    

dve žlté 

bodky 
 

    

      

ℎ1 

ℎ2 

m
1h

m
2h
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𝐸m − zachovaná mechanická energia (v percentách) 

Poznanie: 

 

 

 

6 Záver 

Deti sú zvedavé a ich zvedavosť by sme mali podporovať. Existujú aktivity, ktoré sú 

pre žiakov motivujúce a majú potenciál zaujať žiakov, zároveň súvisia s obsahom 

učiva a umožňujú osvojiť si poznatok bádaním. Loptové hry sú pre mladú generáciu 

určite príťažlivé. 

Testovanie vlastnosti rôznych loptičiek a špeciálne squashových loptičiek je za-

ujímavé aj preto, lebo prepája zdanlivé odlišné časti fyziky – mechaniku, moleku-

lovú fyziku a fyziku pevných látok. 

Získané informácie napríklad o odraze  golfových loptičiek a squashových lopti-

čiek sú pre neznalých až extrémne prekvapivé a veríme, že žiakov zaujmú. 

  

Loptička 

(označenie) 

Teplota loptičiek        °C Teplota loptičiek        °C 

ℎ1

m
 

ℎ2

m
 e 

𝐸m

%
 

ℎ1

m
 

ℎ2

m
 e 

𝐸m

%
 

modrá 

bodka 
 

       

červená 

bodka 
 

       

jedna žltá 

bodka 
 

       

dve žlté 

bodky 
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY  3/2022 (51)  

Texty úloh 1. kola 65. ročníka Fyzikálnej 

olympiády (šk. r. 2023-2024) kategória A, 

kategórie B, C, D, úlohy 1  až 4 

Kategória A 

1. Štart rakety 

Ako poznáme z výťahu, pri štarte smerom nahor sa naša tiaž zväčší, pri dobiehaní 

do hornej stanice sa naša tiaž pred zastavením zmenší oproti tiaži počas stúpania 

výťahu konštantnou rýchlosťou. Môžeme sa o tom presvedčiť, ak si zoberieme do 

výťahu osobnú váhu, postavíme sa na ňu a pozorujeme údaj krátko po štarte výťahu, 

počas rovnomerného stúpania a krátko pred zastavením. Určite viete, čím je to spô-

sobené. 

Raketa má vyniesť na obežnú dráhu okolo Zeme nové zariadenie. Raketa štartuje 

zvislo nahor pomocou raketového motora, ktorý spaľuje palivo rovnomerne, tzn. za 

jednotku času spotrebuje palivo vždy rovnakej hmotnosti. V čase 𝑡1 = 10 s po štarte 

bola tiaž zariadenia 𝑘1 = 1,2-krát väčšia ako pred štartom a v čase 𝑡2 = 30 s už 

𝑘2 = 1,4-krát väčšia ako pred štartom. 

a) Vysvetlite, ako dochádza k zrýchleniu rakety a prečo zrýchlenie s časom na-

rastá. 

b) Určte zrýchlenie 𝑎2 rakety v čase 𝑡2, rýchlosť u výtoku plynov z dýzy motora 

rakety a rýchlosť 𝑣2 rakety v čase 𝑡2. 

Tiažové zrýchlenie 𝑔 = 10 m ⋅ s−2. Predpokladajte, že výtoková rýchlosť 𝑢 sa s ča-

som nemení. 

2. Pohyb tyče 

Na hornej vodorovnej obdĺžniko-

vej ploche zvislej dosky s hrúbkou 

𝑑 = 50 mm je položená kolmo na 

dosku tenká homogénna tyč s dĺž-

kou 𝐿 = 60 cm. Ťažisko tyče sa 

nachádza nad stredom rozmeru 𝑑 

dosky, obr. A−1.  
d 

𝐿 


0 

Obr. A−1 

hranol 

tyč 



50 

Tyč vychýlime o malý uhol 
0

= 5,0° okolo dlhej hrany dosky do začiatočnej 

polohy a uvoľníme.  

a) Opíšte pohyb tyče po jej uvoľnení z vychýlenej polohy. 

b) Určte čas 𝑇, za ktorý sa tyč vráti do začiatočnej vychýlenej polohy. 

Predpokladajte, že tyč je stále v kontakte s doskou, na jej povrchu sa neprekĺzava 

a pri jej kontakte  s doskou nedochádza k žiadnej strate mechanickej energie. 

Pozn.: Pre malé uhly možno využiť približné vzťahy sin 𝜑 ≈ 𝜑 ≈ tan 𝜑, cos 𝜑 ≈ 1. 

3. Tepelné čerpadlo 

Pri samovoľných termodynamických dejoch sa teplo 

odovzdáva z prostredia s vyššou teplotou do prostredia 

s nižšou teplotou, podobne ako tečie voda zhora nadol. 

Opačný tok tepla je možný iba vynútene, pričom je po-

trebné vykonať určitú prácu. Hovoríme potom o tepel-

nom čerpadle. Efektivitu čerpadla potom posudzujeme 

podľa tepla odovzdaného zohrievanému prostrediu 

v pomere k vykonanej práci. 

Ako príklad uvažujme termodynamický dej plynom 

jednoatómových molekúl s látkovým množstvom 𝑛 = 2,0 mol, ktorý je znázornený 

𝑝−𝑉 diagramom na obr. A−2. Po adiabatickej expanzii 1−2 zo stavu s tlakom  

𝑝1 = 300 kPa a teplotou 𝑇1 = 300 K do stavu s tlakom 𝑝2 = 100 kPa nasleduje 

izobarická expanzia 2−3 a následne izotermická kompresia do začiatočného stavu 

3−1. 

a) Určte teplo 𝑄1, ktoré plyn prijme absorbérom od okolia a teplo 𝑄2 odovzdané 

radiátoru v zohrievanom priestore počas jedného cyklu. 

b) Určte prácu 𝑊12 vykonanú vonkajšou silou počas adiabatického deja a celkovú 

prácu 𝑊 vykonanú vonkajšou silou počas cyklu. 

c) Určte efektivitu čerpadla  = 𝑃𝑄/𝑃 ako pomer tepelného výkonu radiátora 

a mechanického výkonu pohonu čerpadla. 

Molárna plynová konštanta 𝑅 = 8,31 J ⋅ K−1 ⋅ mol−1.  

4. Kocka kondenzátorov 

Dvanásť rovnakých kondenzátorov s kapacitami C je zapojených do tvaru kocky, 

obr. A−3. Vzniká tak jeden veľký kondenzátor s rôznymi kapacitami, podľa toho, ku 

ktorým uzlom kocky pripojíme zdroj. 

a) Uveďte, koľko rôznych kapacít takto môžeme realizovať. Svoju odpoveď zdô-

vodnite. 

Obr. A−2 

𝑝 

𝑉 

1 

2 3 



  51 

b) Určte všetky rôzne kapacity, ktoré takto môžeme realizovať. 

Pozn.: Pri riešení úlohy využite symetriu sústavy kondenzátorov. 

 

5. Guľôčka s nábojom v magnetickom poli 

V laboratóriu robili experiment 

s pohybom častíc s nábojom 

v magnetickom poli. 

Do vákuovej sklenenej tru-

bice s priemerom 𝑑 = 50 mm 

a dĺžkou 𝐿 = 20 cm vnikajú 

pozdĺž jej osi malé guľové čas-

tice s merným nábojom  

 = 𝑞/𝑚 = 20,0 C/kg, 
obr. A−4. Predná strana trubice 

je fluorescenčné tienidlo, ktoré zviditeľňuje dopad častíc. Zadná strana trubice je 

vodivá a častica, ktorá na ňu dopadne, sa od nej neodrazí  a vo valci sa ďalej nepo-

hybuje. Trubica sa nachádza v homogénnom magnetickom poli s indukciou  

𝐵 = 10,0 T kolmom na os trubice. Častice sú pred vstupom do trubice urýchlené 

z nulovej rýchlosti napätím 𝑈. Ak častice dopadnú na valcovú stenu trubice, dochá-

dza k ich dokonale pružnému odrazu, pričom ich náboj sa nemení. 

a) Určte hodnoty napätia 𝑈, aby častice dopadali do stredu tienidla. 

b) Určte maximálnu a minimálnu hodnotu napätia 𝑈, pri ktorej je splnená pod-

mienky z časti a). 

c) Určte vzťah pre čas 𝑡𝑛 prechodu častice trubicou od vstupu do trubice po dopad 

na tienidlo. Určte najmenšiu a najväčšiu hodnotu tohto času. 

  

Obr. A−3 
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6. Objem krvi v tele 

Rádioaktívne látky majú bohaté využitie v medicíne, či ide o diagnostiku alebo tera-

piu, napr. gama kamera, PET−Positron Emission Tomography, Lekselov gama nôž, 

atď. Jedným z používaných izotopov je rádioaktívny sodík, keďže ide o fyziologický 

prvok obsiahnutý v telesných orgánoch. Zatiaľ čo izotop Na22  sa používa ako zdroj 

pozitrónov, izotop Na24  sa využíva ako -žiarič najmä na vyšetrovanie krvnej sú-

stavy.  

Izotop Na24  s polčasom -premeny 𝑇 = 15 h vyžaruje elektróny s kinetickou 

energiou 𝐸k = 1 393 keV a −fotóny s energiou 𝐸 = 2 754 keV. 

a) Napíšte rovnice premeny izotopov Na22  a Na24  a uveďte, aké stabilné atómy 

premenou vznikajú. 

b) Určte vlnovú dĺžku  a rýchlosť 𝑣 emitovaných -častíc (elektrónov). 

Fyziologický roztok obsahujúci NaCl sa vystaví neutrónovému žiareniu, čím zo sta-

bilných nuklidov Na23  vzniká rádioaktívny nuklid Na24 . Vzorka rádioaktívneho roz-

toku s objemom 𝑉1 = 2,0 cm3 a aktivitou 𝐴1 = 2,0 kBq sa vstrekne do krvného 

obehu pacienta. 

c) Určte koncentráciu n1 rádioaktívnych iónov Na24 + vo vzorke roztoku (počet 

iónov na 1 ml roztoku) 

d) Po uplynutí času 𝑡2 = 5,0 h, keď sa rádioaktívny roztok dokonale rozptýli 

v celej krvnej sústave, odobrali pacientovi krv s objemom 𝑉2 = 1,0 cm3 a me-

raním určili vyžarovanie vzorky 𝐴2 = 16 -fotónov za 60 s. Určte objem 𝑉k 

krvi v tele pacienta. 

7. Meranie indukčnosti cievky − experimentálna úloh 

Hlavnou vlastnosťou indukčnej cievky je jej indukčnosť 𝐿. Pri prechode prúdu ciev-

kou však dochádza k jej zohrievaniu, čo znamená, že cievka má určitý stratový odpor 

𝑅s. Ten závisí jednak od frekvencie prúdu, jednak od amplitúdy. Pri nízkej frekven-

cii < 10 kHz možno cievku nahradiť sériovou kombináciou ideálneho induktora 

s indukčnosťou 𝐿 a rezistora s odporom 𝑅s. 

Úlohou je meraním určiť náhradné parametre cievky pri zvolenej frekvencii 

(napr. 1 kHz).  

Použite dve metódy: 

1. metóda:  

K cievke pripojte zdroj konštantného napätia a meraním napätia a prúdu určte jej 

odpor 𝑅s. 

Potom pripojte zdroj striedavého prúdu a meraním napätia a prúdu určte impedanciu 

𝑍C cievky. 
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Z vypočítaných veličín určte indukčnosť 𝐿 cievky. 

2. metóda: 

K cievke pripojte do série rezistor so známou hodnotou 𝑅 odporu porovnateľnou 

s hodnotou 𝑍C impedancie určenej v 1. metóde. K tejto kombinácii pripojte zdroj 

striedavého napätia a zmerajte tri napätia – 𝑈Z na celej kombinácii, 𝑈R na rezistore 

a 𝑈C na cievke. Z uvedených hodnôt napätí a odporu 𝑅 určte náhradné parametre 

cievky 𝐿, 𝑅s. 

 

Príslušné vzťahy pre výpočet náhradných parametrov odvoďte. 

Výsledky získané prvou a druhou metódou porovnajte a prípadné rozdiely zdô-

vodnite. 

 

Pomôcky: 

Pre meranie použite cievku s čo najväčším počtom závitom navinutú z tenkého drôtu 

(vhodná cievka sa určite nájde v kabinete). Vhodné je použiť cievku bez feromag-

netického jadra a potom nasadenú na feromagnetické jadro, zmerať náhradné para-

metre v oboch prípadoch a zistiť, aký  vplyv na parametre cievky má jadro. 

Použite zdroj nízkeho napätia s nastaviteľnou frekvenciou – použite hodnoty pri-

bližne 10 V a 1 kHz. 

Na meranie elektrických veličín použite digitálny multimeter. 

Kategória B 

1. Družica 

Organizácia pre vesmírne lety sa rozhodla umiestniť družicový modul na geostacio-

nárnu trajektóriu okolo Zeme. Táto orbita sa vyznačuje tým, že pri pozorovaní z po-

vrchu Zeme sa modul nachádza stále na rovnakom mieste. 

a) Uveďte, v akej rovine sa družica pohybuje a aká je jej obežná doba okolo 

Zeme. Určte výšku ℎGS nad povrchom Zeme, v ktorej sa geostacionárna dru-

žica nachádza. 

Najprv modul vyniesla nosná raketa na obežnú kružnicovú parkovaciu trajektóriu 

s výškou ℎP = 200 km nad povrchom Zeme, a potom ho pomocou vlastných rake-

tových motorov premiestnili na geostacionárnu orbitu. Hmotnosť modulu na parko-

vacej orbite 𝑚1 = 3,0 t zahŕňa aj hmotnosť paliva pre raketové motory. 

b) Opíšte spôsob, ako sa môže dostať modul z parkovacej orbity na orbitu geos-

tacionárnu. 

c) Určte hmotnosť 𝑚p paliva, ktoré sa spotrebuje pri prechode modulu z parko-

vacej orbity na geostacionárnu orbitu. Plyny vznikajúce spálením paliva trys-

kajú z dýzy motora rýchlosťou 𝑣r = 4 500 m ⋅ s−1. 
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2 Exoplanéty 

V roku 2019 získali časť Nobelovej ceny za fyziku švajčiarski astronómovia Michel 

Mayor a Didier Queloz za objav vôbec prvej exoplanéty 51Pegasib. Podarilo sa im 

to už v roku 1995, na Nobelovu cenu si však museli počkať ďalších 24 rokov. Exop-

lanéta je všeobecne akákoľvek planéta, ktorá obieha okolo inej hviezdy ako naše 

Slnko. Exoplanéta 51 Pegasi-b je od nás vzdialená približne 50 svetelných rokov. 

Mnohé objavené exoplanéty sú extrémne veľké a obiehajú okolo svojich hviezd v po-

merne malej vzdialenosti. Kvôli týmto vlastnostiam prischla takýmto objektom pre-

zývka „horúci Jupiter“. 

Pozri: https://exoplanets.nasa.gov/exoplanet-catalog/7001/51-pegasi-b/.  

 

Uvažujme pozorovanie planéty Jupiter našej Slnečnej sústavy z veľkej vzdialenosti 

mimo Slnečnú sústavu ako pozorovanie exoplanéty Slnka. Obežná doba Jupitera 

𝑇J = 11,9 roku, hmotnosť Jupitera 𝑀J = 1,90 × 1027 kg, hmotnosť Slnka  

𝑀S = 1,99 × 1030 kg. Vieme, že rýchlosť pohybu Zeme po jej obežnej trajektórii 

𝑣Z = 29,8 km ⋅ s−1. Predpokladajme, že planéty sa pohybujú po kružnicových tra-

jektóriách.  

Jupiter sledujeme pomocou spektrometra vo veľkej vzdialenosti za hranicami Sl-

nečnej sústavy tak, že pozorovateľ sa nachádza v rovine pohybu sústavy Slnko-Ju-

piter.  

a) Vysvetlite, ako je možné zistiť existenciu exoplanéty na základe pozorovania 

svetla hviezdy pomocou spektrometra. 

b) Určte najmenšiu rozlišovaciu schopnosť spektrometra 𝑅min, ktorý umožní ob-

javiť pri hviezde s vlastnosťami Slnka existenciu ťažkej exoplanéty s vlastnos-

ťami Jupitera. Rýchlosť svetla 𝑐 = 2,99 × 108 m ⋅ s−1. 

Poznámka 1: Rozlišovacia schopnosť spektrometra je jeho schopnosť rozlíšiť dve 

žiarenia (svetlo), ktorých vlnová dĺžka 𝜆 sa líši len o malú hodnotu Δ𝜆. Je charakte-

rizovaná bezrozmerným parametrom 𝑅 = /Δ, kde Δ je najmenší rozdiel vlno-

vých dĺžok dvoch spektrálnych čiar, ktoré ešte spektrometer rozlíši,  je stredná 

(priemerná) vlnová dĺžka dvoch rozlíšiteľných čiar.  

Poznámka 2: Svetlo exoplanéty je príliš slabé na pozorovanie z veľkej vzdialenosti. 

Na existenciu exoplanéty sa usudzuje z pozorovania svetla hviezdy, napr. periodic-

kej zmeny jasnosti alebo vlnovej dĺžky svetla vyžarovaného hviezdou v dôsledku 

obiehania exoplanéty.  

Pozri: https://exoplanets.nasa.gov/alien-worlds/ways-to-find-a-planet/#/1.  

  

https://exoplanets.nasa.gov/exoplanet-catalog/7001/51-pegasi-b/
https://exoplanets.nasa.gov/alien-worlds/ways-to-find-a-planet/#/1
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3. Tepelný dej 

V laboratóriu robili pokusy s dusíkom, ktorý bol uzatvorený vo valci s pohyblivým 

piestom. Chceli zistiť, či a za akých podmienok možno dosiahnuť závislosť tlaku od 

teploty 

 𝑝 =
4

5
𝑝0 (1 +

𝑇2

4𝑇0
2) . (1) 

Teplotu menili z hodnoty 𝑇0 = 100 K do hodnoty 𝑇1 = 500 K. Začiatočná hodnota 

tlaku bola 𝑝0 = 50 kPa. 

a) Vyjadrite hustotu  plynu ako funkciu relatívnej teploty 𝑥 = 𝑇/𝑇0 za predpo-

kladu, že platí (1).  Zostrojte graf funkcie  = 𝑓(𝑥). Určte vhodným spôsobom 

najmenšiu hustotu 
m

 plynu počas zmeny teploty z hodnoty 𝑇0 na hodnotu 𝑇1 

a teplotu 𝑇m, pri ktorej sa táto hodnota hustoty dosiahne. 

b) Určte závislosť relatívneho objemu plynu 𝑦 = 𝑉/𝑉0 od relatívnej teploty x tak, 

aby sa dosiahla požadovaná teplotná závislosť tlaku. Závislosť 𝑦 = 𝑔(𝑥) zná-

zornite pomocou 𝑦−𝑥 diagramu. 

c) Vyjadrite závislosť relatívneho tlaku 𝑧 = 𝑝/𝑝0 plynu od relatívneho objemu y 

a výslednú funkciu 𝑧 = ℎ(𝑦) znázornite graficky v 𝑧−𝑦 diagrame. . 

Molárna hmotnosť dusíka 𝑀m = 28 g ⋅ mol−1 , molárna plynová konštanta  

𝑅 = 8,3 J ⋅ K−1 ⋅ mol−1. Plyn považujte za ideálny. 

4. Kapacita retiazky 

Na obr. B−1 je retiazka vytvorená z drobných guľôčok zasadených do striebra. Gu-

ľôčky sú z polodrahokamu a sú elektricky nevodivé. Každá guľôčka v uchytení 

v striebre predstavuje malý kondenzátor. Kapacity jednotlivých kondenzátorov sú 

označené v obrázku, pričom 𝐶 = 5,0 pF. 

 
Retiazka je veľmi dlhá a opakuje sa v nej základná bunka označená čiarkovaným 

boxom. 

Určte kapacitu 𝐶AB retiazky vzhľadom na koncové body A a B.  

Pri riešení pre zjednodušenie predpokladajte, že retiazka je nekonečne dlhá. 

2𝐶 

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 

2𝐶 2𝐶 2𝐶 2𝐶 

3𝐶 3𝐶 3𝐶 

Obr. B−1 

A 

B 
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Kategória C 

1. Strážca rieky 

Na pravom brehu rieky je strážca rieky S. Na dru-

hom brehu vo vzdialenosti 𝑎 = 100 m v smere 

toku rieky táboria trampi T, obr. C−1. V určitom 

okamihu zbadá strážca z tábora núdzové volanie 

trampov o pomoc. Strážca okamžite vyrazí na po-

moc. Aby sa dostal k trampom čo najskôr, pre-

behne najprv po brehu dráhu 𝑏 rýchlosťou  

𝑣1 = 18 km/h a potom skočí v bode X do vody 

a pláva cez rieku k táboru po spojnici XT. Šírka 

rieky je 𝑑 = 40 m a voda v rieke tečie rýchlosťou 

𝑢, rovnakou po celej šírke rieky. V pokojnej vode strážca pláva rýchlosťou  

𝑣2 = 5,4 km/h. 

a) Odvoďte vzťah pre čas 𝑡, za ktorý sa strážca dostane do tábora, ako funkciu 

vzdialenosti 𝑥 = 𝑎−𝑏 podľa obr. C−1. 

b) Určte najkratší možný čas 𝑡1 a zodpovedajúcu dráhu 𝑏1 pre prípad, že rýchlosť 

vody v rieke je nulová 𝑢 = 0 m/s. 

c) Zostrojte graf závislosti času 𝑡 od vzdialenosti 𝑥 pre rýchlosť toku vody  

𝑢 = 1,2 m/s. Z grafu určte najkratší možný čas 𝑡2, za ktorý sa môže strážca 

dostať do tábora, a dráhu 𝑏2 bežca po brehu. 

2. Povrchové napätie 

Niektoré druhy hmyzu, napr. vodomerka 

(hydrometra stagnorum) alebo korčuliarka 

(gerris lacustris), sa dokážu pohybovať po 

hladine vody. Väčšinu života trávia na vodnej 

hladine, po ktorej sa dokážu elegantne pohy-

bovať. Aby sme si tento zaujímavý jav priblí-

žili, vyriešime nasledujúci prípad.  

Na hladinu vody opatrne položíme tenký 

hliníkový valcový kotúčik – ten je dokonale 

nezmáčavý vodou. Ak nie je kotúčik príliš 

hrubý, zostane na hladine plávať. 

a) Vysvetlite prečo zostane tenší kotúčik plávať na hladine, a prečo hrubší sa po 

vložení na hladinu potopí. Opíšte, ako sa mení povrch kvapaliny pri postupnom 

prenikaní kotúčika do kvapaliny, a nakreslite tvar povrchu kvapaliny v rôz-

nych charakteristických častiach poklesu kotúčika až po jeho zaplavenie 

S 

T 

𝑢 

𝑎 

𝑑 

Obr. C−1 

𝑏 𝑥 X 

Korčuliarka (gerris lacurtis). 
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vodou. Opíšte medzný stav, kedy nad kotúčik vnikne voda a kotúčik sa potopí. 

Opíšte sily, ktoré na kotúčik pôsobia, a ako sa podieľajú na jeho plávaní, resp. 

potopení. 

b) Určte maximálnu hrúbku h kotúčika, pri ktorej zostane na hladine plávať. 

Povrchové napätie vody  = 7,3 × 10−2 N ⋅ m−1, hustota vody 
0

= 1,00 g ⋅ cm−3, 

hustota hliníka 
Al

= 2,70 g ⋅ cm−3, tiažové zrýchlenie 𝑔 = 9,8 m ⋅ s−2.  

Pozn.: Môžete použiť predstavu, že na povrchu kvapaliny je tenká blana, ktorej tvar 

sa prispôsobuje silám pôsobiacim na kvapalinu a má pevnosť danú hodnotou po-

vrchového napätia . 

Odporúčame, vyskúšať si plávanie hliníkovej mince na vode, jej zatláčanie do vody, 

sledovať, ako sa správa voda na okraji mince, a kedy voda nad mincu prenikne. 

3. Odporová sieťka 

Na obr. C−2 je znázornená sieťka pozostávajúca zo 

16 rovnakých úsekov. Všetky úseky majú rovnaký 

elektrický odpor r. 

Po pripojení zdroja napätia 𝑈 = 9,0 V k uzlom C 

a D prechádza zdrojom prúd 𝐼1 = 500 mA. 

a) Určte odpor 𝑟 jednotlivých úsekov sieťky. 

b) Určte prúd 𝐼2 prechádzajúci zdrojom, ak ho pri-

pojíme k uzlom A a B. 

c) Určte prúd 𝐼3 prechádzajúci zdrojom, ak ho pri-

pojíme k uzlom B a E. 

4. Vodivá retiazka 

Zlatník zhotovil striebornú ozdobu podľa obr. C-3, pozostávajúcu z krúžkov rôz-

nych priemerov z tenkého homogénneho strieborného drôtu vzájomne spojených 

malou kvapkou kovu. 

 
Hmotnosť ozdoby je m = 3,91 g a celkový elektrický odpor 𝑅 = 1,00 × 10−2 Ω. 

a) Určte dĺžku 𝐿 ozdoby. 

b) Určte priemer 𝑑 a dĺžku 𝑙 použitého strieborného drôtu. 

Obr. C−3 

A 

B 

C 

D 

Obr. C−2 

r 

E 
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Hustota striebra 
m

= 10,5 g ⋅ cm−3, rezistivita striebra 
R

= 1,49 × 10−6 Ω ⋅ cm. 

Hmotnosť a odpor spojov krúžkov neuvažujte. Priemer krúžkov je značne väčší ako 

priemer 𝑑 drôtu. 

Kategória D 

1. Plť a čln 

Na behu rieky sú dva tábory, v jednom trávia čas nadaní fyzici, v druhom, vo vzdia-

lenosti 𝐿 = 3,2 km v smere toku rieky, nadaní matematici. Z tábora F pri fyzikálnom 

tábore vyplával chlapec Fyzikus po prúde rieky na plti unášanej riekou (bez akého-

koľvek pohybu). Za čas 𝑡1 = 60 min dorazil do prístavu M pri matematickom tá-

bore. Zistil však, že pri nastupovaní na vor si zabudol v prístave F na móle svoj ruk-

sak. V prístave bol našťastie kamarát Matematikus, ktorý mal motorový čln. Sadli 

teda do člna a vydali sa proti prúdu do prístavu F, na móle vzali zabudnutý plecniak 

a ihneď sa obrátili nazad na plavbu do prístavu M. Počas celej plavby, ktorá trvala 

𝑡2 = 32 min, išiel čln na maximálny výkon motora.  

a) Po aký čas 𝑡21 sa čln plavil proti prúdu rieky? 

b) Aká je rýchlosť 𝑣 člna vzhľadom na vodu, v ktorej sa pohybuje? 

Predpokladajte, rýchlosť prúdu vody v rieke je pozdĺž celej trasy plavby rovnaká. 

2. Autobus  

Pri tvorbe cestovného poriadku nainštalovali do medzimestského autobusu zariade-

nie, ktoré zaznamenávalo dráhu autobusu ako funkciu času. Zo skúšobnej jazdy me-

dzi dvomi zastávkami bol získaný záznam. Autobus sa najprv zrýchlil zo stavu po-

koja na rýchlosť 𝑣1  = 20 km/h, potom po preradení na vyšší rýchlostný stupeň, 

zrýchľoval na rýchlosť𝑣2 = 60 km/h a po ďalšom preradení rýchlostného stupňa 

dosiahol cestovnú rýchlosť, ktorou sa pohyboval až k ďalšej zastávke. Zrýchlenia sú 

pri každom prevodovom stupni konštantné, ale vzájomne odlišné. Keď sa priblížil 

k zastávke, začal brzdiť až kým nezastavil. Pre možnosť detailnej analýzy sú v gra-

foch znázornené len začiatočná a záverečná fáza pohybu autobusu, obr. D−1. 
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a) Pomocou hodnôt získaných z grafu dráhy určte priemernú rýchlosť 𝑣p medzi 

zastávkami. 

b) Zostrojte graf závislosti rýchlosti 𝑣 autobusu od času 𝑡 pre uvedené časové in-

tervaly s použitím grafu dráhy na obr. D−1. 

c) Podľa získaného grafu 𝑣 = 𝑓(𝑡) opíšte jednotlivé intervaly pohybu (3 počas 

rozbehu, 1 cestovný, 1 záverečný). Ukážte, že nerovnomerné úseky pohybu sú 

rovnomerne zrýchlené a určte zrýchlenie pre všetky štyri nerovnomerné úseky 

pohybu. 

3. Sústava telies  

Na obr. D−2 je sústava telies T1 až T3 

s hmotnosťami 𝑚1, 𝑚2 a 𝑚3 vzájomne spo-

jených tenkými vláknami. Na začiatku sú te-

lesá T1 a T2 vo výške ℎ0 nad vodorovnou 

podložkou. 

Predpokladajte, že trenie v sústave je nu-

lové, hmotnosť a moment zotrvačnosti kla-

diek sú zanedbateľne malé. Na začiatku bola 

sústava udržiavaná v pokoji. 

a) Určte zrýchlenie telies po uvoľnení sú-

stavy a čas 𝑡a, za ktorý dopadnú telesá 1 a 2 

na vodorovnú podložku, ak   

𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚3. 

b) Určte zrýchlenia 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 jednotli-

vých telies po uvoľnení sústavy, ak   

𝑚3 = 3𝑚1 = 2𝑚2. Určte čas 𝑡b, za ktorý dopadne teleso T2 na podložku. 

4. Plávajúca fľaša 

Do zvislej valcovej nádoby s obsahom vnútorného prierezu 𝑆 = 250 cm2 čiastočne 

naplnenej vodou do výšky ℎ0 sme vložili prázdnu otvorenú sklenenú fľašu s vnútor-

ným objemom 𝑉vn = 800 ml, pričom fľaša zostala vo vode plávať a nedotýkala sa 

dna nádoby. Pri vložení fľaše do vody stúpla hladina vody v nádobe o ℎ1 = 20 mm 

od začiatočnej výšky ℎ0. 

Potom sme začali do fľaše opatrne nalievať vodu. Keď voda vo fľaši dosiahne 

určitú hmotnosť 𝑚, začne sa fľaša potápať (v tomto okamihu už žiadna časť fľaše 

nevytŕča nad voľnú hladinu vody). Počas nalievania vody do fľaše, až kým jej otvor 

nedosiahne hladinu vody v nádobe, pričom fľaša sa nedotkne dna nádoby, stúpne 

hladina vody v nádobe z hodnoty ℎ0 + ℎ1 o výšku ℎ2. 

a) Určte hmotnosť 𝑚0 prázdnej fľaše. 

𝑚3 

𝑚1 𝑚2 

Obr. D−2 

ℎ0 

K2 

K1 

T3 

T1 T2 
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b) Určte hmotnosť 𝑚 vody naliatej do fľaše, pri ktorej jej otvor klesne na úroveň 

hladiny vody v nádobe. 

c) Určte výšku ℎ2, o ktorú stúpne hladina vody v nádobe počas nalievania vody 

do fľaše. 

d) Určte ustálenú zmenu ℎ3 výšky hladiny vody v nádobe od hodnoty  

ℎ0 + ℎ1 + ℎ2, ak fľaša klesne ku dnu nádoby. 

Hustota vody 
0

= 1,00 g ⋅ cm−3, hustota skla fľaše 
s

= 2,50 g ⋅ cm−3. 
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY  3/2023 (52)  

INFORMÁCIE 
 

64. Medzinárodná matematická olympiáda  

3.–13. 7. 2023 

Čiba, Japonsko 

 

V dňoch 3.–13. 7. 2023 sa v japonskej Čibe (čo je predmestie Tokia) konal 64. ročník 

Medzinárodnej matematickej olympiády (IMO). Celkovo sa ho zúčastnilo 618 súťa-

žiacich zo 112 krajín. Každá krajina mohla vyslať najviac 6 súťažiacich.  

 

Slovensko reprezentovali:  

Matej Bachniček, ŠpMNDaG, Bratislava, 1. ročník 

Adam Džavoronok, Gymnázium, Poštová 9, Košice, 4. ročník 

Martin Kopčány, Gymnázium, Brezno, 4. ročník 

Viktor Imrišek, Gymnázium, Grösslingová, Bratislava, 4. ročník 

Eliška Macáková, Gymnázium CENADA, Bratislava, 3. ročník 

Jakub Šošovička, Gymnázium CENADA, Bratislava, 4. ročník 

Vedúcim družstva SR bol Stanislav Krajči (učiteľ na PF UPJŠ Košice a predseda 

Slovenskej komisie MO), zástupcu vedúceho a pedagogický dozor vykonával dvoj-

násobný zlatý a dvojnásobný strieborný medailista Martin Vodička (učiteľ na PF 

UPJŠ Košice a člen SK MO). 

Žiaci riešili počas dvoch dní (8. a 9. júla) dve trojice úloh, za každú úlohu bolo 

možné dostať najviac 7 bodov. Plný počet 42 bodov získali 5 súťažiaci, a to po 
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jednom účastníkovi z Južnej Kórey, Rumunska, USA a dvaja Číňania. Rusko ako 

štát bolo z pochopiteľných dôvodov z účasti na IMO oficiálne vylúčené. 

Hranice na získanie bronzovej, striebornej a zlatej medaily boli tento rok po-

stupne 18, 25 a 32 bodov. Podľa pravidiel IMO medaily získava približne polovica 

účastníkov a tí si delia zlaté, strieborné a bronzové v pomere 1 : 2 : 3. Čestné uznanie 

získavajú tí riešitelia, ktorí vyriešili aspoň jednu úlohu na plný počet bodov. 

Výsledky členov družstva SR sú uvedené v tabuľke: 

Meno 1 2 3 4 5 6 súčet Cena 

Matej Bachniček 7 0 1 7 2 0 17 čestné uznanie 

Viktor Imrišek 7 3 0 7 2 0 19 Bronz 

Martin Kopčány 7 3 0 7 2 0 19 Bronz 

Viktor Imrišek 7 1 2 7 4 0 21 Bronz 

Eliška Macáková 7 0 2 7 7 0 23 Bronz 

Jakub Šošovička 7 7 1 7 7 0 29 Striebro 

V neoficiálnom poradí krajín, ktoré vznikne sčítaním bodov celého družstva, sme 

sa umiestnili na 39. mieste, čo je oproti minulému roku mierne zlepšenie. V tradič-

nom derby sme síce opäť porazili Česko (45.), avšak naši ďalší partneri z V4 Poľsko 

a Maďarsko sú pred nami (32., resp. 20.). Prvú päťku tvorili postupne Čína, USA, 

Južná Kórea, Rumunsko a Kanada. Kompletné výsledky a štatistiky možno nájsť na 

internetovej stránke http://imo-official.org . 

Slovensko sa už pravidelne zapája aj do tvorby úloh na IMO. Tento rok sa do 

užšieho výberu (tzv. shortlistu) 30 úloh dostali 2 slovenské geometrické úlohy z tvo-

rivej dielne Patrika Baka, tentokrát sa však ani jedna z nich do víťaznej šestice ne-

dostala. 

Takáto šestica sa zo shortlistu vyberá niekoľkohodinovým náročným procesom 

v akomsi „parlamente“, ktorého členmi sú vedúci všetkých delegácií. Úlohy sú vo-

lené vždy tak, aby v nich boli čo najrovnomernejšie zastúpené všetky štyri olympij-

ské oblasti, a to algebra, geometria, kombinatorika a teória čísel. (Tohtoročný výber 

možno vidieť na konci článku.) V jednotlivých dňoch sú úlohy obvykle radené podľa 

predpokladanej náročnosti. 

Budúci ročník IMO sa bude konať po piatich rokoch opäť v britskom Bathe v júli 

2024. Nasledovať bude Austrália (2025) a Čína (2026). 

Stanislav Krajči3  

 
3 Ústav informatiky, Prírodovedecká fakulta UPJŠ, Jesenná 5, 040 01 Košice,  

stanislav.krajci@upjs.sk. 

http://imo-official.org/
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Úlohy na 64. MMO 

Úloha 1.  Nájdite všetky zložené kladné celé čísla 𝑛 také, že ak sú 𝑑1, 

𝑑2, ... , 𝑑𝑘  všetky jeho kladné delitele a 1 = 𝑑1 < 𝑑2 < ⋯ < 𝑑𝑘 = 𝑛, 

tak pre každé 𝑖 také, že 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 2, platí, že číslo 𝑑𝑖 je deliteľom 

čísla 𝑑𝑖+1 + 𝑑𝑖+2. 

 

Úloha 2. Nech 𝐴𝐵𝐶 je ostrouhlý trojuholník taký, že |𝐴𝐵| < |𝐴𝐶|. Označme 

𝛺 jemu opísanú kružnicu a 𝑆 stred jej oblúka s krajnými bodmi 𝐶 a 𝐵 

obsahujúceho bod 𝐴. Nech kolmica z bodu 𝐴 na priamku 𝐵𝐶 pretína 

úsečku 𝐵𝑆 v bode 𝐷 a kružnicu 𝛺 v bode 𝐸 rôznom od 𝐴. Nech rov-

nobežka s priamkou 𝐵𝐶 cez bod 𝐷 pretína priamku 𝐵𝐸 v bode 𝐿. 

Označme 𝜔 kružnicu opísanú trojuholníku 𝐵𝐷𝐿. Nech 𝑃 je prieseč-

ník kružníc 𝜔 a Ω rôzny od 𝐵. 

   Dokážte, že dotyčnica ku kružnici 𝜔 v bode 𝑃 pretína priamku 

𝐵𝑆 na osi uhla 𝐵𝐴𝐶. 

 

Úloha 3.  Nech 𝑘 je celé číslo také, že 𝑘 ≥ 2. Určte všetky nekonečné postupností 

kladných celých čísel (𝑎1, 𝑎2, ...) také, že existuje polynóm 𝑃 taký, že 

 𝑃(𝑥) = 𝑥𝑘 + 𝑐𝑘−1𝑥𝑘−1 + ⋯ + 𝑐1𝑥 + 𝑐0, 

 kde 𝑐0, 𝑐1, ..., 𝑐𝑘−1 sú nezáporné celé čísla, a pre každé kladné celé 

číslo n platí 

 𝑃(𝑎𝑛) = 𝑎𝑛+1𝑎𝑛+2 ⋯ 𝑎𝑛+𝑘. 

 

Úloha 4.  Nech 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥2023 sú navzájom rôzne kladné reálne čísla také, že 

pre každé 𝑛 z množiny {1, 2, ..., 2023} platí 

𝑎𝑛 = √(𝑥1 + 𝑥2 +  ⋯ + 𝑥𝑛) (
1

𝑥1
+  

1

𝑥2
+  ⋯ +

1

𝑥𝑛
) 

 a číslo 𝑎𝑛 je celé. Dokážte, že 𝑎2023 ≥ 3034. 

 

Úloha 5.  Nech 𝑛 je kladné celé číslo. Pod japonským trojuholníkom rádu 𝑛 bu-

deme rozumieť rozmiestnenie 1 + 2 + ⋯ + 𝑛 dotykmi prepojených 

zhodných krúžkov do tvaru rovnostranného trojuholníka s n riadkami 

tak, že pre každé 𝑖 z množiny {1, 2, ..., 𝑛} obsahuje 𝑖. riadok práve 𝑖 
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krúžkov, z ktorých práve jeden je červený. V japonskom trojuholníku 

budeme pod nindža cestou rozumieť postupnosť 𝑛 krúžkov, ktorá sa 

začína v najvrchnejšom krúžku, v každom kroku pokračuje jedným 

z dvoch krúžkov, ktoré sú hneď pod ním, a končí sa v najspodnejšom 

riadku. 

   Na obrázku je príklad japonského trojuholníka rádu 6 a v ňom 

príklad nindža cesty obsahujúcej 2 červené krúžky: 

𝑛 = 6 

Nájdite najväčšie 𝑘 také, že v každom japonskom trojuholníku 

rádu 𝑛 existuje nindža cesta obsahujúca aspoň 𝑘 červených krúžkov. 

 

Úloha 6.  Nech 𝐴𝐵𝐶 je rovnostranný trojuholník. Nech 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 sú jeho vnútorné 

body také, že |𝐵𝐴1| = |𝐴1𝐶|,  |𝐶𝐵1| = |𝐵1𝐴|, |𝐴𝐶1| = |𝐶1𝐵| a 

|∢𝐵𝐴1𝐶| + |∢𝐶𝐵1𝐴| + |∢𝐴𝐶1𝐵| = 480°. 

 Nech sa priamky 𝐵𝐶1 a 𝐶𝐵1 pretínajú v bode 𝐴2, priamky 𝐶𝐴1 a 𝐴𝐶1 

v bode 𝐵2 a priamky 𝐴𝐵1 a 𝐵𝐴1 v bode 𝐶2. 

  Dokážte, že ak je trojuholník 𝐴1𝐵1𝐶1 rôznostranný, tak existujú dva 

rôzne body ležiace na všetkých troch kružniciach opísaných trojuholní-

kom 𝐴𝐴1𝐴2, 𝐵𝐵1𝐵2, 𝐶𝐶1𝐶2. 
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY  3/2023 (52) 

In memoriam: Marek Fila (1959 – 2023) 

V Marekovi Filovi sme stratili jedného z najvýznamnejších slovenských matemati-

kov. Marek patril medzi slovenských vedcov s najvyšším Hirschovým indexom, jeho 

vedecké práce vychádzali a ešte chvíľu budú vychádzať v špičkových svetových ma-

tematických časopisoch. 

Prof. RNDr. Marek Fila, DrSc. (29. augusta 

1959 - 20. apríla 2023) pochádzal z umeleckej 

rodiny, jeho rodičia, otec maliar Rudolf Fila a 

matka reštaurátorka Dorota Filová, boli vý-

znamní slovenskí výtvarníci. Jeho syn Lukáš je 

hudobník v populárnej skupine Korben Dallas a 

pracuje ako novinár a riaditeľ vydavateľstva 

N Press. Dcéra Natália je architektka pôsobiaca 

na Fakulte architektúry a dizajnu STU v Brati-

slave. Jeho brat Víťo je fotograf a tlačiar a bol 

dôležitou postavou v bratislavskej undergroun-

dovej klubovej hudobnej scéne. Rodina Filov-

cov sa venovala nielen tvorbe umenia, ale aj 

jeho zachovávaniu a podpore. 

Marek strávil väčšinu svojej profesionálnej 

kariéry na Fakulte matematiky, fyziky a infor-

matiky UK v Bratislave (pôvodne MFF UK). 

Svoje doktorandské štúdium ukončil v roku 

1989 pod vedením Pavla Brunovského. Odvtedy až do skončenia svojej kariéry pra-

coval s výnimkou niekoľkých zahraničných pobytov na tejto fakulte; od roku 2008 

na nej pôsobil ako profesor. Bol jedným zo zakladateľov Katedry aplikovanej mate-

matiky a štatistiky, ktorú dlhoročne viedol. Bol členom vedeckých rád Univerzity 

Komenského aj FMFI UK, garantom viacerých študijných programov, a vedúcim 

domácich aj zahraničných grantov od agentúr VEGA, APVV, Európskej komisie, 

Japan Society for Promotion of Science a National Science Foundation of the Re-

public of China (Taiwan). Nebol nikdy fanúšikom zbytočnej byrokracie a snažil sa 

od nej odbremeniť v čo najväčšej miere aj svojich kolegov.  

Dlhé roky bol na FMFI UK jednou z ústredných osobností seminára z kvalitatív-

nej teórie diferenciálnych rovníc, vedeckej komunity, ktorá od 90. rokov minulého 

storočia vychovala niekoľko generácií úspešných matematikov a prilákala zahranič-

ných vedcov svetovej úrovne.  

Prof. RNDr. Marek Fila, DrSc. 
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Marek Fila bol autorom alebo spoluautorom viac ako 100 vedeckých článkov 

najmä z oblasti teórie parciálnych diferenciálnych rovníc.  

Jeho významným prínosom bol prístup k novým oblastiam matematiky, ktoré ne-

boli ešte dôkladne skúmané. Púšťal sa často do náročných nových tém, kde musel 

vyvinúť nové matematické techniky. Jeden z jeho kolegov z Japonska to pri návšteve 

Bratislavy prirovnal k dielam Marekovho otca, ktoré boli taktiež plné odvahy.  

V jeho prácach neboli len popisy zaujímavých matematických javov a výsledkov, 

ale tiež snaha o hlboké pochopenie podstaty skúmaných javov a vybudovanie priro-

dzenej intuície. Týmto spôsobom dokázal objavovať nové súvislosti a princípy, a 

zároveň tak umožňoval spoluautorom dokončiť či sprecizovať ich detailné dôkazy. 

Jeho prístup umožnil objavovať nové súvislosti a princípy, a výrazne prispel k vy-

tvoreniu systematizovaného obrazu správania sa riešení v oblasti kvalitatívnej teórie 

diferenciálnych rovníc. 

Hlavnou oblasťou vedeckého záujmu Mareka Filu boli asymptotické vlastnosti 

riešení nelineárnych parciálnych diferenciálnych rovníc, ktorým sa venoval už od 

začiatku svojej kariéry. Tento typ rovníc sa fenomenologicky objavuje v modeloch 

interakcií v chémii, v biológii, vo fyzike, či v sociálnych vedách. Predstavujú prepo-

jenie (lineárneho alebo nelineárneho) difúzneho správania sa v priestore so vzájom-

nou lokálnou interakciou, napr. medzi chemickými zložkami alebo živočíšnymi 

druhmi. V prostredí jednotlivé zložky difundujú (t. j. podliehajú difúzii spôsobenej 

náhodným pohybom – Brownov pohyb) a zároveň spolu navzájom reagujú. Opisom 

tejto kombinácie je parciálna diferenciálna rovnica, ktorá v sebe kombinuje práve 

difúzne javy, ktoré majú vo všeobecnosti zahladzujúci charakter, t. j. vyrovnávajú 

priestorové rozdiely a zároveň reakciu, ktorá má vo všeobecnosti povahu dynamic-

kého systému, ktorý môže vytvárať rýchle dynamické rozdiely závisiac na súčasnom 

stave systému v jednotlivých bodoch priestoru.  

Niektoré techniky používané v tejto oblasti možno považovať za formu umenia, 

najmä komplikované konštrukcie podriešení a nadriešení pre niektoré typy problé-

mov, ktoré vyžadujú extrémny vhľad do problému a ich kompozícia je skutočne po-

rovnateľná s výtvarným umením, hudbou, či architektúrou. Zaujímavé matematické 

problémy v tejto oblasti sa objavujú aj vtedy, keď sa problém formálne zjednoduší 

na jednu rovnicu, ktorá sa však rieši vo všeobecnom viacrozmernom priestore a zá-

roveň sa kombinuje s rôznou silou chemickej reakcie, ktorá sa vyjadruje nelineárnou 

závislosťou mocninového charakteru. Napokon do hry ešte vstupuje anomálna difú-

zia, či pomalá, ktorá je charakteristická pre tzv. porózne médiá, akými sú napríklad 

špongia, tehla, či biologické tkanivá; alebo rýchla, charakteristická pre niektoré fy-

zikálne situácie (napr. polovodiče), alebo aj šírenie informácií v spoločenskom pries-

tore.  

Kombinácia troch parametrov – dimenzia priestoru, exponent reakcie a exponent 

anomálnej difúzie otvára množstvo otázok o správaní sa riešení týchto systémov.  



68 

V niektorých parametrických režimoch sa nedeje nič extra zaujímavé. Riešenia 

sa správajú veľmi pekne, dokonca až tak pekne, že bez ohľadu na počiatočnú pod-

mienku systému sa systém po čase správa univerzálne a jednoducho, t.j. podobne 

ako jedno špecifické riešenie. Tak je to aj pri úplne základnej rovnici vedenia tepla, 

kde sa časom stáva dominantný, tzv. gaussovský mód, t. j. rozdelenie tepla v pro-

stredí po čase pripomína miznúce normálne rozdelenie.  

Dokázať však takéto univerzálne správanie sa pre všeobecné parametrické re-

žimy nie je vždy také jednoduché, najmä ak ich nevieme explicitne riešiť. Najtradič-

nejšími v tejto oblasti sú tak otázky ako sa správajú riešenia diferenciálnych rovníc 

v nekonečnom čase a za akých podmienok konvergujú k rovnováhe.  

Čo však Mareka zaujímalo ešte viac, boli singulárne javy, teda také, ktoré súvisia 

so vznikom singularít v riešeniach – blow-up (explózia riešenia do nekonečna v nie-

ktorej z noriem v konečnom čase), grow-up (nárast riešenia do nekonečna v neko-

nečnom čase), či quenching (singularita časovej derivácie riešenia parabolickej di-

ferenciálnej rovnice spôsobená singularitou nelineárneho zdrojového člena v rov-

nici).  

Tieto typy riešení môžu pôsobiť ako čistá matematická abstrakcia, ktorá často 

nemusí spĺňať predpoklady, za ktorých boli odvodené modely príslušných diferen-

ciálnych rovníc. Napriek tomu, nárast mimo všetkých hraníc môže byť interpreto-

vaný v rôznych modeloch ako prechod systému do iného fázového stavu alebo ako 

nadkritické zvýšenie koncentrácie. Takéto javy nastávajú, napríklad pri horení, či 

explóziách, nájdeme ich aj v čiernych dierach alebo v niektorých biologických sys-

témoch, kde sa baktérie, bunky alebo živočíchy zhlukujú do extrémne koncentrova-

ných bodov a sú riadené vlastnými dynamickými zákonmi. 

Spočiatku sa Marek venoval najmä rovniciam s nelineárnou difúziou (zodpove-

dajúcou známym modelom v prírodných a sociálnych vedách), ale neskôr ho zaujali 

aj úlohy s nelineárnymi, prípadne dynamickými okrajovými podmienkami, ktoré sa 

typicky nahrádzajú pri modelovaní jednoduchšími podmienkami. Tieto zjednoduše-

nia však až na výnimočné prípady nie sú úplne v súlade s fyzikálnou realitou (napr. 

udržiavanie konštantnej teploty alebo tepelného toku na hranici). V čase, keď sa Ma-

rek Fila začal tejto téme venovať, bola len veľmi málo prebádaná. Dosiahol v nej 

však viacero originálnych výsledkov, ktoré neskôr podnietili široký výskum v tejto 

oblasti. Práve tejto oblasti sa venuje päť jeho najcitovanejších článkov. 

Okrem výsledkov, ktoré boli očakávané a mali akú-takú analógiu v úlohách s jed-

noduchším typom okrajových podmienok, Marek Fila objavil a vysvetlil viacero za-

ujímavých a úplne nových fenoménov. S ich skúmaním následne skončil až vtedy, 

keď detailne pochopil ich príčinu a vlastnosti. Tak už v roku 1991 spolu so svojimi 

spoluautormi ukázal, že vzájomná interakcia nelinearít v rovnici (a v okrajovej pod-

mienke k nej) môže viesť k tomu, že pre špeciálnu voľbu parametrov úlohy riešenie 

síce existuje globálne v čase, t.j. je dobre definované pre ľubovoľne dlhý čas, avšak 
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nie je globálne ohraničené. Takéto grow-up správanie sa riešenia je však v skalár-

nych úlohách so superlineárnymi podkritickými nelinearitami veľmi ojedinelé. De-

tailný popis asymptotického správania sa takéhoto riešenia pre veľké časy odvodil 

Marek až v roku 2005 pri spoločnej práci s J. L. L. Velázquezom a M. Winklerom 

použitím metódy „matched asymptotics“. 

Metoda „matched asymptotics“ je založená na nájdení viacerých približných rie-

šení diferenciálnej rovnice, z ktorých každé je dobrou aproximáciou v jednej z častí 

skúmanej časovo-priestorovej domény. Pomocou týchto aproximatívnych riešení je 

možné v ďalšom kroku dokázať existenciu presného riešenia v celej doméne. Takýto 

postup vyžaduje detailné odvodenie asymptotického správania sa čiastočných apro-

ximatívnych riešení, čo v mnohých prípadoch vedie k náročným a dlhým technickým 

odhadom, v tomto prípade často založených na použití podriešení a nadriešení, t.j. 

riešení diferenciálnych nerovníc.   

Marek Fila so spoluautormi (Winkler, King, Yanagida) pomocou tejto techniky 

dosiahli viacero zaujímavých výsledkov o asymptotickom správaní sa riešení inten-

zívne študovanej Fujitovej rovnice. Fujitova rovnica je fundamentálnym prototypom 

semilineárnej parabolickej rovnice s mocninnou nelinearitou (v rovnici vedenia tepla 

sa pripočíta k difúznemu členu ešte mocnina riešenia). Práve pre túto rovnicu a jej 

prahové riešenia (oddeľujúce globálne nesingulárne riešenia a riešenia explodujúce 

v niektorej norme v konečnom čase) a pre tzv. sobolevovskú kritickú mocninu Ma-

rek spolu s Johnom R. Kingom formálne odvodili v roku 2012 hypotézu o asympto-

tickom správaní sa jej riešení. Táto hypotéza bola netradičná, keďže predpovedala, 

že výsledné správanie sa riešenia silno závisí nielen od poklesu počiatočnej pod-

mienky v priestorovom nekonečne, čo je pomerne tradičná podmienka v podobných 

problémoch, ale závisí aj od dimenzie priestoru. V čase vzniku tejto hypotézy vôbec 

nebolo jasné, ako by sa dala matematicky dokázať, keďže metóda podriešení a 

nadriešení v tomto prípade nebola aplikovateľná. Až v rokoch 2020-2023 bola táto 

hypotéza rigorózne dokázaná v priestorových dimenziách 3 a 4 pomocou kombiná-

cie eliptických a parabolických odhadov. 

Prelomové výsledky pre Fujitovu rovnicu v superkritickom prípade dosiahol Ma-

rek aj pomocou iných matematických techník, napríklad pomocou tzv. zero number 

(počet nulových bodov riešenia) a vlastností stacionárnych a spätne samopodobných 

riešení. Spolu s H. Matanom a P. Poláčikom ukázali, že vyššie spomínané prahové 

riešenia majú v takomto prípade aj po explózii regulárne pokračovanie (t. j. určitá 

norma sa v konečnom čase stane nekonečnou, ale riešenie je možné predĺžiť v čase 

a tá istá jeho norma sa stane znovu konečnou). Aj toto regulárne pokračovanie rie-

šenia môže mať v neskoršom čase ďalšie a ďalšie takéto singularity.   

Pre tú istú úlohu takisto dokázali existenciu singulárnych heteroklinických orbít 

(singulárnych spojení medzi stacionárnymi riešeniami), čím významne objasnili dy-

namiku príslušného dynamického systému. Zaujímavosťou v tomto prípade je, že 
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pre jednorozmerné úlohy a ich ohraničené riešenia charakterizoval heteroklinické 

orbity práve Marekov školiteľ Pavol Brunovský spolu s Berndom Fiedlerom. Pre 

Fujitovu rovnicu neskôr Marek spolu s E. Yanagidom dokázali aj  mimoriadne pre-

kvapivý výsledok, a to existenciu homoklinických orbít spájajúcich nulové riešenie 

so sebou samým. Vo všeobecnosti je to pomerne bežné správanie sa riešení diferen-

ciálnych rovníc, avšak v tomto prípade je to veľmi exotické vzhľadom na gradientnú 

štruktúru skúmaného problému.  

Marek Fila dosiahol aj mnoho ďalších zaujímavých a dôležitých výsledkov, na-

príklad o tom, ako kombinácia difúzie a homogénnych Dirichletovych okrajových 

podmienok, ktoré fenomenologicky ťahajú riešenie pri okraji do nuly, môže zame-

dziť explózii riešenia, ktorá by inak nastala v príslušnej obyčajnej diferenciálnej rov-

nici bez difúzie, alebo o explózii riešení v úlohách s gradientnými alebo exponen-

ciálnymi nelinearitami.  

V ostatných rokoch sa Marek najintenzívnejšie venoval novým problémom a ja-

vom v takých typoch úloh, ktoré skúmal už na začiatku svojej vedeckej kariéry, ako 

napríklad rovnice s nelineárnou difúziou alebo úlohy s dynamickými okrajovými 

podmienkami. Spolu so svojimi japonskými kolegami, a neskôr aj so svojou dokto-

randkou Petrou Mackovou, sa pustil aj do veľmi neštandardného typu problémov, 

v ktorých bol v systéme pohybujúci sa veľmi silný zdroj, napr. pohybujúca sa kme-

ňová bunka v organizme alebo silný fyzikálny zdroj (elektromagnetické pole alebo 

laser), ktorý singularitu prináša priamo do rovnice ako súčasť nehomogénneho zdro-

jového člena. V spoločných článkoch objasňujú, ako sa riešenia správajú v tomto 

prípade – môžu mať taktiež tvar pohybujúcich sa singularít.  

Marek Fila netvoril matematiku len pre seba, či pre malú skupinu svojich kole-

gov. Jeho práce vyvolali v širokej oblasti štúdia parciálnych diferenciálnych rovníc 

veľký ohlas. Výrazne participoval na kolaboratívnych projektoch, z ktorých mnohé 

sám inicioval. Okrem vedeckých spoluprác vedel s kolegami Marek nadväzovať aj 

silné priateľské väzby. Veľmi zriedkavo bol jediným autorom vedeckých prác, dr-

vivá väčšina jeho prác má jedného až troch spoluautorov, z ktorých väčšina sa vy-

skytuje opakovane. Medzi jeho spoluautormi nájdeme najčastejšie Michaela Win-

klera (22 spoločných prác) a Eiji Yanagidu (16 spoločných prác), menoslov jeho 

spoluautorov je však veľmi dlhý. Zaujímavými, ťažkými, ale zároveň riešiteľnými 

otázkami, ktoré Marek Fila kládol, prilákal na spoluprácu aj špičkové svetové osob-

nosti modernej teórie parciálnych diferenciálnych rovníc akými sú Herbert Amann, 

Sigurd Angenent, Gary Lieberman, Hiroshi Matano, Juan Luis Vázquez, či Juan 

J. L. Velázquez. V matematickej komunite vo svojej oblasti tak pôsobil ako silný 

katalyzátor nových výsledkov, ku ktorým sám osobne prispieval, často ako koordi-

nátor spoločného výskumu a tmeliaci prvok kolektívu.  

Marekovú vedeckú prácu a spoluprácu so zahraničnými kolegami však nemožno 

obmedziť len na písanie vedeckých prác. Marek bol veľmi aktívny pri organizovaní 
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medzinárodných matematických konferencií na Slovensku aj v zahraničí. Bol jed-

ným z hlavných organizátorov série ôsmich konferencií Euro-Japanese workshop 

on blow-up, ktoré sa konali v Bratislave, Japonsku, Španielsku, Francúzsku, Holand-

sku a Poľsku, organizoval významnú svetovú konferenciu Equadiff 11 v Bratislave, 

či konferenciu Singularities in Nonlinear Problems. Bol zároveň členom vedeckých 

rád mnohých významných zahraničných konferencií. 

Sám bol zároveň veľmi častým pozvaným rečníkom nielen na konferenciách, ale 

aj na seminároch prestížnych univerzít a vedeckých ústavov. Absolvoval viacero dl-

hodobých zahraničných pobytov - okrem Iowa State University v USA aj v Japon-

sku, vo Fínsku, vo Francúzsku a na Taiwane. 

Pracovne navštívil takmer všetky európske krajiny a tiež viaceré štáty v Ázii, v 

severnej aj v južnej Amerike. Jeho srdcovou záležitosťou sa najmä po roku 2000 

stalo Japonsko, ktoré navštívil desiatkykrát, vrátane dlhodobých celosemestrových 

pobytov na University of Tokyo, Tohoku University a Tokyo Institute of Technol-

ogy. Plynulo hovoril japonsky a jeho prednášky v Japonsku boli v japončine aj spí-

sané. Tak priamo výrazne ovplyvnil veľa japonských študentov vrátane tých bez 

znalostí cudzieho jazyka. Zároveň japonskí matematici pravidelne navštevovali Ma-

reka v Bratislave, niektorí už ani nevedeli spočítať, koľkokrát na Slovensko cesto-

vali. Marek sa už od malička zaujímal nielen o japonský jazyk a písmo (ako dieťa 

sám graficky navrhol alternatívne japonské znaky) ale tiež o japonskú históriu, kul-

túru a gastronómiu. 

Marek Fila pôsobil ako editor viacerých zahraničných vedeckých časopisov a aj 

ako pozvaný editor pre špeciálne čísla časopisov venované známym osobnostiam. 

Bol pozvaným rečníkom na mnohých konferenciách organizovaných pri príležitosti 

životných jubileí významných matematikov (P. Brunovský, B. Fiedler, H. Matano, 

E. Yanagida, F. B. Weissler, B. Kawohl, J. L. Vazquez, H. Amann, M. Chipot, L. 

Veron a M.-F. Bidaut-Veron, S. M. Nikoľskii). Konferencia k Marekovej šesťde-

siatke sa symbolicky konala na University of Tokyo. 

Marek mal vzhľadom na svoje časté pracovné cesty len menší počet diplomantov 

a doktorandov, medzi ktorými sú M. Kordoš, P. Bokes, S. Peres, O. Budáč, A. Pul-

kkinen, Y. Uda, P. Macková, avšak pomáhal v začiatkoch svojej vedeckej kariéry 

mnohým ďalším, ktorých školili jeho kolegovia. Na FMFI UK taktiež prilákal 

v rámci svojich grantov viacero zahraničných postdokov.  

Napriek jeho veľkej aktivite a veľmi spoločenskej povahe nebol na Slovensku 

Marek Fila mediálne známym slovenským vedcom; vyhýbal sa médiám, dokonca aj 

na internete toho o ňom veľa nenájdete. Aj na svojich prednáškach hovoril väčšinu 

času o práci druhých a čo sa z nej môžeme dozvedieť, a čo je na nej dôležité. Svoju 

prácu vždy kládol len do tohto všeobecného kontextu. Aby bola prednáška nie pre-

dovšetkým jeho prezentáciou, ale hlavne prezentáciou zaujímavej matematiky, ktorá 

je zaujímavá aj pre obecenstvo.  
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Deň pred svojou smrťou strávil takmer celý deň na FMFI UK v menšej poslu-

chárni (v takzvanom „akváriu“), kde sedel na prednáškach sekcie Matematiky na 

Študentskej vedeckej konferencii. Nie je zvykom, minimálne v matematike, aby pro-

fesor, ak nie je priamo členom komisie, sledoval všetky prednášky sekcie, najmä, ak 

ich témy siahajú od teoretickej algebry, cez teóriu grafov až po optimalizáciu riade-

nia vodných elektrárni. Marek však v stredu bol na všetkých prednáškach a živo 

o nich po ich skončení debatoval s kolegami. Bol nadšený z práce mnohých našich 

študentov.  

Vo štvrtok už na Seminár z kvalitatívnej teórie diferenciálnych rovníc neprišiel, 

aj keď prednáška zahraničného hosťa o použití entropickej metódy na dôkaz exis-

tencie riešení pre reakčno-difúzne rovnice mu bola veľmi blízka a určite by ho zau-

jala. Marek už na svoj seminár a ani na Študentskú vedeckú konferenciu na našej 

fakulte nepríde nikdy.  

Marek Fila bol človek, ktorý sa neustále vzdelával a vnímal matematiku ako 

formu umenia. Jeho strata je veľkou stratou nielen pre akademickú obec, ale aj pre 

slovenskú spoločnosť ako celok. Jeho odkaz bude žiť ďalej v jeho prácach 

a v ľuďoch, ktorých ovplyvnil svojim učením a prístupom k matematike. 

 

Za pomoc s písaním tejto spomienky ďakujem svojim kolegom. 

 

Richard Kollár 4  
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e-mail: richard.kollar@fmph.uniba.sk 
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