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Rovesnicke hodnotenie
ako nastroj ucenia sa

Timea Gabova, Dusan Sveda

Abstract [Peers’ assessment as a learning tool]: This article deals with the
peers’ assessment and its possible impact on the students’ topic understanding.
It contents results of the research taking place in mathematics classes within
two 2 different school years and levels by teaching topics of the ratio, direct
and indirect proportionality, and theory of numbers. Our results show that there
should be some positive connection between the usage of the peers’ assessment
within the educational process and the pupils’ topic understanding. At the same
time, this article also presents the Peer-Assessment rubrics and the students’
feedback on the usage of such rubrics.

Key words: Peer-Assessment, Rubrics, Formative assessment,school mathe-
matics

Siihrn: Clanok pojednava o rovesnickom hodnoteni a jeho moznom vplyve na
porozumenie ziakov. Obsahom ¢lanku st vysledky vyskumu prebiehajuceho
na hodinach matematiky v 2 r6znych ro¢nikoch a stupnoch §kol pri vyucovani
tém pomer, priama a nepriama umernost’ a teoria ¢isel. Vysledky vyskumu naz-
nacuju, ze by mohol existovat’ pozitivny vztah medzi pouzitim rovesnickeho
hodnotenia a porozumenim Ziakov. Clanok okrem vyhodnotenia vysledkov ob-
sahuje aj ukazku rubriky zameranej na rovesnicke hodnotenie a spétnu vézbu
ziakov na pouzitie tychto rubrik.

Kracové slova: rovesnicke hodnotenie, rubriky, formativne hodnotenie, $kol-
ska matematika

MESC: C30, C70, D40, G70

Uvod

Téma rovesnickeho ucenia a hodnotenia je dlhodobo aktualnou, najmé vd’aka moder-
nejSim pristupom k vyucovaciemu procesu a konstruktivistickému modelu vyucova-
nia [2]. Prave konstruktivisticky model a formativne hodnotenie st predmetom mno-
hych vyskumov, ktoré ukazuji vzt'ah medzi hodnotenim a kvalitou ucenia. Podl'a
Sambell [5] st zakladnymi aspektmi hodnotenia zlozky formativneho a sumativneho



hodnotenia, pricom kazdé hodnotenie by malo prispiet’ k vzdelavaniu a rozvoju Zia-
kov. Je ve'mi podstatné si uvedomit’, Ze pocas rovesnickeho hodnotenia, ako sucasti
formativneho hodnotenia, ziaci nepdsobia ako pasivni prijemcovia spétnej viazby, ale
sa stavaju aktivnym sprostredkovatelom v tomto procese. Prave to je podstatné pre
buduci sebarozvoj ziaka a jeho ucenie sa. Ak maju ziaci tazit’ z rovesnickeho hodno-
tenia, potrebuju pochopit’ proces a kritérid toho hodnotenia. Najméa ak chceme, aby
poskytli kvalitnu spitnii vézbu rovesnikom. Tieto procesy davania a prijimania spét-
nej vizby rovesnikom su délezitym aspektom Ziackeho ucenia sa [4]. Proces rovesnic-
keho hodnotenia uci ziakov zruénost’ ucit’ sa ucit’. Je to v sulade s konstruktivistickym
modelom vzdelavania, v ktorom je hodnotenie sicast'ou procesu ucenia sa [|1]]. Avsak,
je nevyhnutné zvazit' a akej klime su ziaci pri rovesnickom hodnoteni. Je kI'icové,
aby vsetci ziaci boli v rovnakej pozicii. Prave to je dolezité na to, aby vzadjomné hod-
notenie nebolo ,,vzdjomnym vedenim* ale ,,vzajomnym ucenim sa‘“ Ziakov. Preto je
podstatné zaviest, podporovat’, planovat a efektivne riadit’ rovesnicke ucenie sa (po-
zri [[7]). Rovesnicke hodnotenie je ddlezitou ¢ast'ou vyucovacieho procesu, a preto
by mohlo mat’ vacsi priestor na vyucovacich hodinach. Je to jeden zo sposobov ako
viest’ ziakov k vzajomnému uceniu sa. Ma vyhody, ktoré by mali viest’ k zaradeniu
do vyucovacom procese. K niektorym vyhodam rovesnickeho hodnotenia patri:

- Rovesnicke hodnotenie buduje proces vlastného rozvoja.

- Rovesnicka spitna vidzba podporuje spolupracu.

- Rovesnicke hodnotenie vykresl'uje kognitivny model vyucovania.

. Ziak moze rovesnikom niekedy lepsie pomdct s medzerami vo vedomostiach.

. Ziaci zaoberajuci sa svojou pracou zvysuju vlastny zmysel pre spravodlivost.

- Rovesnicke hodnotenie pomaha k rovnovahe medzi uc¢itelom a ziakmi pricom
uprednostituje ziacku rolu vo vyu€ovacom procese.

- Zameranie na spétnu vizbu ziakov moze prispiet’ k jasnejSim a kritickej$im pri-
stupom a vyjadreniam Ziackych nazorov.

- Poskytuje okamziti spétnti vézbu, €o je pre formativne hodnotenie vel'mi pros-
pesné. Proces rovesnickeho hodnotenia uc¢i ziaka davat’ a prijimat’ spatnu vézbu,
¢o je dblezita zrucnost’.

- Rovesnicke hodnotenie s predstavou doélezitosti vo vyu¢ovacom procese zvysuje
porozumenie. [[6]

1 Metodika vyskumu

Vyskum mal podobny charakter ako, nedavny vyskum zamerany na sebahodnotenie
ziakov (pozri [3]) [3]. M4 kvalitativny charakter s pouzitim kvalitativnych a kvanti-
tativnych metod pricom sme sa zamerali na tieto vyskumné otazky:



- Existuje stvislost’ medzi pouzitim rubrik rovesnickeho hodnotenia a uspechom
ziakov pri rieSeni proceduralnych uloh?
- Existuje suvislost' medzi pouZzitim pouzitim rubrik rovesnickeho hodnotenia a tispe-
chom Ziakov pri rieSeni konceptualnych tloh?
- Aky nazor maju ziaci na pouzivanie rovesnickeho hodnotenia?
Vyskum prebiehal na osemro¢nom gymnaziu v dvoch réznych ro¢nikoch. V ¢asti ur-
&enej pre nizsie roéniky gymnazia bola vybrata trieda zodpovedajuica 7. roéniku ZS
pocas tematického celku pomer, priama a nepriama umernost’. V triede bolo 18 Zia-
kov (vzorka nakoniec pozostavala zo 17 ziakov pretoze, jeden ziak chybal na 2. teste).
Skupina ziakov bola rozdelena na 2 ¢asti kazda po 9 ziakov, pricom po prvom di-
daktickom teste len jedna skupina Ziakov pracovala s rovesnickym hodnotenim. Vy-
skum tiez prebiehal v 3. ro¢niku bilingvalneho gymnazia, kde sa ho zucastnili dve
paralelné triedy odpovedajuce 2. ro¢niku gymnazia. Tu vyskum prebiehal pocas te-
matického celku zameraného na teériu ¢isel. V triedach bolo spolu 43 ziakov, ale
ked’Zze nie kazdy Ziak sa zucastnil oboch testov, kone¢na vzorka spocivala len z 36
ziakov. Pre rieSenie vyskumnych uloh sme zostavili pre kazdy celok dva didaktické
testy, tvorené troma dvojicami konceptualnych a proceduralnych uloh, zameranych
na teoriu Cisel respektive pomer, priama a nepriama timernost’. Proceduralnou tlohou
rozumieme ulohu zamerant na ovladanie poznatku, alebo algoritmu. Konceptualnou
ulohou rozumieme ulohu, v ktorej Ziak musi prepojit’ svoje vedomosti a vzt'ahy me-
dzi poznatkami. Prvy didakticky test bol zadany Ziakom pred za¢iatkom vyucovania
tematického celku, druhy didakticky test bol zadany po prebrati tematickom celku.
Ukazka proceduralnej a konceptualnej tlohy prvého didaktického testu v uivode
tematického celku pred priamou imernostou:

Uloha (P — proceduralna)
Zmente Cislo 300 v pomere 4:3.

Uloha (K — konceptualna)

Janka piekla kola¢ podla najdeného receptu pripadala na 150 g muky jeden bali¢ek
prasku do peciva. Tesne pred dokoncenim cesta vSak Janka nasla pévodny overeny
recept, na ktorom stalo na 200 g miky 1 balicek prasku do peciva (16 g). Kolko g
prasku do peciva ma Janka odvazit’ ak kolac pecie iba zo 150 g muky?

Ukazka z druhého didaktického testu, na konci tematického celku teoria Cisel:

Uloha (P — procedurélna)
N4jdite najmensi spolo¢ny nasobok cisel 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Uloha (K — konceptualna)
Na futbalovy zapas prislo menej ako 5000 divakov. Aky je presny pocet divakov, ak



vies, ze mlady matematik prehlasil, ze plati: Ak vydelim pocet divakov ¢islom 10
dostanem zvysok 9, pri deleni 9 zvysok 8,......... az pri deleni ¢islom 2 zvySok 1.

Zéroven sme v kazdom ro¢niku ziakov rozdelili na dve skupiny, pricom jedne;j
sme zaradili do vyucby rovesnicke hodnotenie pomocou rubrik. Experimentélna sku-
pina (skupina ziakov, ktora pracovala s rubrikou) sa pocas vyucby hodnotila v skupi-
nach alebo v dvojiciach. Napriklad mala za tlohu komentovat’ Ziacke rieSenie a na-
sledne pridelit’ uroven porozumenia daného ziaka. Na ukazku uvadzame priklad ro-
vesnickej rubriky a ziackeho riesenia.

Rovesnicka rubrika
Uroveii/Pojem  Kritéria delitePnosti

1 Pozna pojem: (ziak pozna pojem a jeho zakladné vlastnosti)

) Vie pouzit’ v 1. Grovni: (Ziak dokaze pouzit’ pojem v jednoduchych vypoctovych
ulohach)

3 Vie pouzit' v 2. trovni: (Ziak dokaze pouzit’ pojem v slovnych ulohach a ulohach
zameranych na prax)

4 Rozumie pojmom: (Ziak dokéaze preformulovat’ a vysvetlit’ pojem, dokaze formu-

lovat’ tilohy na dany pojem a dokdze vyriesit ulohu, s ktorou sa este nestretol)

Tabulka 1. Ukazka rubriky,zameranej na rovesnicke hodnotenie.

Nasledne sme analyzovali rieSenia a porovnavali uspesnost’ uloh skupiny ziakov,
pracujucich s rubrikou a tou, ktora s iou nepracovala. Na spracovanie vysledkov sme
pouzili Statisticky nastroj Mann-Whitney U test (d’alej len U test) a urcili sme zakladné
Statistické znaky - aritmeticky priemer a median.

Ukazka uloh k Ziackemu rieseniu.

6. Odlubovolného trojciferného prirodzeného ¢isla od¢itame poslednti ¢islicu. Dvoj-
nasobok predposledne;j Cislice a Stvornasobok prve;j Cislice. Dokazte, ze takto vznik-
nuté Cislo je delitelné 8.

7. Nepozname pocet kariet, ale vieme, Ze ucitel’ sa stazoval, Ze pri ukladani do dvoj-
radu, trojradu, Stvorradu, pat radu aj Sestradu vzdy jeden do tiplného obdiznika
chyba. Kol'’ko ma pripravenych karticiek?

8. Dokazte, ze sticet Stvorcov dvoch za sebou iducich parnych ¢isel je delitelny 4.

2 Vysledky vyskumu

Najprv vysledky vyskumu rozdelime zv1ast na ziakov spadajtcich vekovo na 2.stu-
peii ZS a na ziakov vyssich ro¢énikov gymnézia. V oboch roénikoch najprv porovna-
vame vysledky 1. didaktického testu, aby sme zistili, ¢i st experimentalna a kontrolna
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Obrazok 1. Ukdzka rovesnickeho hodnotenia. Toto riesenie dostalo v rubrikach hodnotenie
urovne 2.

skupina ziakov vyrovnané. Potom zhrnieme pracu s rubrikou a nasledne porovname
vysledky 2. didaktického testu. Neskor uvedieme Ziacky pohl'ad na pracu s rubrikami.

Rovesnicke hodnotenie v tematickom celku Pomer, priama a nepriama umera

V tejto vzorke Ziakov bolo 18 Ziakov. Ziaci po prvom teste boli rovnomerne rozlozeni
na dve rovnocenné skupiny. Kazda mala 9 ziakov pocas obdobia tohto tematického
celku sme teda Casto pracovali bud’ v skupine a popritom pouzivali aj rovesnicke hod-
notenie v ramci skupiny, alebo sme zadavali ziakom r6zne domace tlohy. Zatial’ ¢o
u ziakov jednej skupiny sme vyuzivali rubriky v druhej skupine sme toto hodnotenie
nechali na preferenciach samotnych Ziakov. Ziaci sa hodnotili medzi sebou anonymne
formou domacich uloh, alebo hodnotili pracu ,,iného ziaka* (teda vymyslené Ziacke
rieSenie). Pracou v skupinach si nasledne davali aj spétna vdzbu a hodnotenie navza-
jom.

Test 1 Proceduralna ¢ast’ Konceptualna Cast’
pocet priemer mediian priemer median priemer median
Ziaci, ktori
nepracovali 8 3,75 3,5 2,25 2 1,13 1
s rubrikou
Ziaci, Kktori
pracovali 9 4 4 2,33 2 1,66 2

s rubrikou

Tabulka 2. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v +. didaktickom teste u Ziakov, ktori pracovali
a nepracovali s rubrikami v ziskanych bodoch
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Obrazok 2. Ukdazka rovesnickeho hodnotenia.

Ako priklady uvadzame rieSenie dvoch ziakov a nasledného rovesnickeho hodno-
tenia. Na rieSeni z (obrazka 2) vidiet’, Ze ziak okomentoval chybu svojho spoluziaka,
pricom, nasledne v celom pracovnom liste ohodnotil spoluziakove vedomosti trov-
nou 3. Na rieSeni z (obrazka 3) vidiet komentar k nespravnemu rieseniu ulohy, ktoré
spoluziak nasledne ohodnotil Grovnou 1.

Na zéklade zakladnych Statistickych tidajov vidime v bodoch (tabul’ka 2) aj na
zéklade U testu, Ze neexistuje Statisticky vyznamny rozdiel medzi skupinami v prvom
didaktickom teste s hladinou vyznamnosti 5 %. Taktiez plati na hladine vyznamnosti
5 %, neexistuje rozdiel medzi skupinami ani v konceptuélnej ani v proceduralne;j Casti
1. didaktického testu.

Dalej sme skumali &i nastal rozdiel v 2. didaktickom teste spolu a nasledne samos-
tatne proceduralnu Cast’ a konceptualnu cast’. Na zaklade U testu mozeme tvrdit,, ze
na hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdielnost’ v uspesnosti v 2. didaktickom teste
vzhl'adom na pouzité rovesnicke rubriky. Ti ziaci, ktori tieto materialy pouzivali maji
uspesnost’ v bodoch vyssiu (tabul’ka 3).

pocet priemer median
ziaci, ktori nepracovali s rubrikou 8 2,25 2,5
ziaci, ktori pracovali s rubrikou 9 4,72 5

Tabulka 3. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch 2. didaktického testu

Skuimali sme ¢i nastal rozdiel v proceduralnej casti didaktického testu 2. Na za-
klade U testu mozeme tvrdit, Ze na hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdielnost’
v uspesnosti v proceduralnej casti didaktického testu 2 vzhl'adom na pouzité roves-
nicke rubriky. T1i ziaci, ktori tieto materialy pouzivali maji uspesnost’ v bodoch vyssiu
(tabul’ka 4).
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Obrazok 3. Ukdazka rovesnickeho hodnotenia.
pocet priemer median

ziaci, ktori nepracovali s rubrikou 8 1,9 2
ziaci, ktori pracovali s rubrikou 9 2.9 3

Tabulka 4. Vyjadrenie porovnania uspesnosti proceduralnej casti 2 testu v ziskanych bodoch

Nasledne ¢i nastal rozdiel v konceptualnej Casti 2. didaktického testu. Na zaklade
U testu mézeme tvrdit’, Ze na hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdielnost’ v tispes-
nosti v konceptualnej Casti 2. didaktického testu vzhl'adom na pouzité rovesnicke rub-
riky. Uspesnost’ Ziakov pouzivajucich tieto materialy bola vyssia (tabulka 5).

pocet priemer median
ziaci, ktori nepracovali s rubrikou 8 0,8 0,75
ziaci, ktori pracovali s rubrikou 9 1,9 2

Tabulka 5. Vyjadrenie porovnania uspesnosti konceptualnej casti 2. testu v ziskanych bodoch

Na zaklade tychto Statisticky vyznamnych rozdielov, ktoré ukazuju, ze ziaci v expe-
rimentalnej skupine dosiahli lepSie vysledky usudzujeme, ze ziakom praca z roves-
nickym hodnotenim pomohla s porozumenim a teda bola pre nich prospesna.

Na ukazku sme sa rozhodli vybrat’ rieSenie jedného Ziaka, volajme ho Adam.
Adam mal v prvom teste priemerny pocet bodov a taktiez aj obe Casti sa pohybovali
na irovni priemeru, priom bolo vidiet,, Ze sa ani hlbsie nezamyslal nad tilohami. Co
vidiet’ napriklad pri tlohe 3, kde len prvoplanovo napisal odpoved’ (obrazok ¢ 4).



Rodinny dom je rozdeleny na 2 samostatné byty. Ako sa ma rozdelit’ preplatok
vody medzi tieto 2 domacnosti, ak poznate nasledujice informécie/skutoénosti:

rodina na prizemi spotrebovala 40 m3 vody;
rodina na prvom poschodi spotrebovala 70 m3 vody;
obe rodiny platia mesa¢né preddavky15 eur (po¢itaj 12 krat);
preplatok vody je 11 eur;
m3 vody stoji 2,65 eur.
(v poplatku za vodu je zapocitana spotreba + mesaény poplatok)
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Obrazok 4. Ukazka Adamovho rieSenia ulohy z didaktického testu 1.

Nasledne Adam bol v skupine, ktora pracovala s rovesnickym hodnotenim. A rub-
rikami na rovesnicke hodnotenie. Nasledne sme zopakovali ulohu z prvého didaktic-
kého testu, bez toho, aby si ziak uvedomil, ze dant tlohu uz riesil a bez toho, aby
sme 1. didakticky test nejak komentovali. Jeho rieSenie sa zmenilo takto obrazok ¢.5.
Sice si stale neuvedomoval, Ze vysledok mu nejak nesedi, a stile nezakomponoval do
rieSenia aj mesacny poplatok, ale jasne vidiet, Ze rieSenie sa posunulo vpred.

Nasledne jeho druhy didakticky test bol na plny pocet bodov (6 bodov, obrazok
¢. 6). ziak sice nepisal komentar, ale jasne vidiet, Ze si uvedomuje, ze sezéna netrva
polovicu obdobia. U ziakov som taktiez postrehla, Ze ich argumentacné schopnosti
boli na vyssej urovni. Co ale, moze byt sposobené aj tym, Ze sme sa vratili po dis-
tancnej vyucbe.

Rovesnicke hodnotenie v tématickom celku Teoria cisel

V tejto vzorke sa zi¢astnili 2 triedy odpovedajice 2. rocniku gymnazia. Teda sme mali
dve paralelné¢ skupiny Ziakov rovnakého ro¢nika s rovnakou vyucujucou. Ked’ze nie
vSetci ziaci pisali oba testy, ziakov, ktori chybali na niektorom z testov sme vylucili.
Nasledne jedna trieda (z nej bolo na oboch testoch 18 ziakov) pracovala s roves-
nicky hodnotenim pogas nasledujuceho tématického celku (obrazok 7). Ziaci praco-
vali a hodnotili sa vo dvojiciach aj v skupinach. Druha trieda fungovala ako kontrolna
skupina (v nej oba testy pisalo 16 Ziakov).

Na zéklade zékladnych Statistickych tidajov vidime v bodoch (tabul’ka 6) aj na
zaklade U testu, ze neexistuje Statisticky vyznamny rozdiel medzi skupinami v prvom
didaktickom teste s hladinou vyznamnosti 5 %. Taktiez plati na hladine vyznamnosti
5 %, neexistuje rozdiel medzi skupinami ani v konceptualnej ani v proceduralnej ¢asti
1. didaktického testu.



Rodinny dom je rozdeleny na 2 samostatné byty. Ako sa ma rozdelit preplatok
vody medzi tieto 2 domacnosti, ak poznate nasledujtce informécie/skutoénosti:

rodina na prizemi spotrebovala 40 m3 vody;

rodina na prvom poschodi spotrebovala 70 m3 vody;

obe rodiny platia mesacné preddavky15 eur (po&itaj 12 krat);
preplatok vody je 11 eur;

m3 vody stoji 2,65 eur.

(v poplatku za vodu je zapo¢itana spotreba + mesaény poplatok)

1
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Obrazok 5. Ukadzka druhého pokusu Adamovho rieSenia ulohy z 1. testu

Test 1 Proceduralna cast’ Konceptualna Cast’
pocet priemer median priemer median priemer median
Ziaci, ktori
nepracovali 16 10 11 6 7 4 4
s rubrikou
Ziaci, Kktori
pracovali 18 9 10 7 7 2,8 2,5

s rubrikou

Tabulka 6. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v 1. teste u Ziakov, ktori pracovali
a nepracovali s rubrikami v ziskanych bodoch

Nasledne sme podobne ako v predchadzajucej triede skiimali ¢i nastal rozdiel
v druhom didaktickom teste spolu a samostatne proceduralnu a konceptualnu cast’.
Na zéklade U testu mdzeme tvrdit’, Ze na hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdiel-
nost’ v ispednosti v 2. didaktickom teste vzhl'adom na pouzité rovesnicke rubriky. Ti
ziaci, ktori tieto materialy pouzivali maji uspesnost’ v bodoch vyssiu (tabul'ka 7).

Taktiez sme skuimali ¢i nastal rozdiel v proceduralnej ¢asti 2. didaktického testu 2.
Na zéklade U testu mdzeme tvrdit’, Ze na hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdiel-
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Hlavna sezona na horskej chate trva 5 mesiacov. Pocas tejto hlavnej sezony je
pomer obsadenych a neobsadenych posteli 4:1. Mimo hlavnej sezony je tento
pomer 2:3. Aky je pomer obsadenych a neobsadenych posteli podas celého

roka?
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Obradzok 6. Ukazka Adamovho rieSenia 2. testu
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Obrazok 7. Ukazka prace s rovesnickym hodnotenim
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pocet priemer median
ziaci, ktori nepracovali s rubrikou 16 2,25 2.5
Ziaci, ktori pracovali s rubrikou 18 4,72 5

Tabulka 7. Vyjadrenie porovnania uspesnosti 2. didaktického testu v ziskanych bodoch

nost’ v uspesnosti v proceduralnej Casti 2. didaktického testu vzhl'adom na pouzité
rovesnicke rubriky. Ti Ziaci, ktori tieto materialy pouzivali, maja uspesnost’ v bodoch
vysSiu (tabul’ka 8).

pocet priemer median
ziaci, ktori nepracovali s rubrikou 16 6,37 6
ziaci, ktori pracovali s rubrikou 18 7,77 8

Tabulka 8. Vyjadrenie porovnania uispesnosti procedurdlnej casti 2. testu v ziskanych bodoch

Rozdiel nastal aj v konceptualnej Casti druhého didaktického testu. Na zaklade
U testu m6zeme tvrdit,, Ze na hladine vyznamnosti 10 % existuje rozdielnost’ v Gispes-
nosti v konceptualnej Casti 2. didaktického testu vzhl'adom na pouzité rovesnicke
rubriky. Ti Ziaci, ktori tieto materidly pouzivali, maju uspesnost’ v bodoch vyssiu
(tabul’ka 9).

pocet priemer mediin
ziaci, ktori nepracovali s rubrikou 16 2,5 2
ziaci, ktori pracovali s rubrikou 18 3,9 4

Tabulka 9. Vyjadrenie porovnania uspesnosti konceptudlnej casti 2. testu v ziskanych bodoch

Aj na zéklade vysledkov tychto tried, tvrdime, ze Ziakom praca s rovesnickym
hodnotenim pomohla pri rieSeni a porozumeni matematickych tloh. Ich pozeranie
sa na kritérid uspesnosti poznanie urovni hodnotenia rozvijalo a zlepSovalo kvalitu
ich porozumenia. PretoZe obe skupiny mali rovnaké vyucujice, rovnaké podmienky
vyucovania a lisili sa len zavedenim rovesnickeho hodnotenia, nepredpokladame, ze
by to mohlo byt’ spésobené nie¢im inym. Avsak je to stale iba mala vzorka, preto sa
mame v plane jej d’alej venovat'.

Aky ndzor maju Ziaci na pouzivanie rovesnickych rubrik?

Vzhl'adom na to, Ze podla nas malo rovesnicke hodnotenie vyznam zaujimali nas aj
nazory ziakov na tento nastroj hodnotenia. Ziaci mali odpovedat’ na tieto otvorené
otazky:

- Ako sa ti pracovalo s rubrikami?

- Malo rovesnicke hodnotenie podl'a teba vyznam, a aky?



12

- Aké vyhody ma rovesnicke hodnotenie?

- Aké nevyhody ma rovesnicke hodnotenie?

- Malo pouzivanie tohto hodnotenia vplyv na tvoje porozumenie danej téme?

Od mladsich ziakov sme sice dostali pozitivnu spétnu vézbu, ale bola len na urovni
vel'mi jednoduchym az jednoslovnych viet. Popripade nevedeli odpovedat’ na otazku
vobec. Spétne sme preto diskutovali o tomto spdsobe hodnotenia a tuto spatnil vézbu
len struéne zhrnieme. Ziakom sa pracovalo dobre. A brali to ako pozitivnu zmenu
hodnotenia. Neuvedomovali si vSak to, Ze pri hodnoteni boli ntteni uvazovat’ nad
uc¢ivom. Preto nevedeli ani odpovedat’, ¢i to malo na ich ucenie vplyv. Starsi Ziaci
nam poskytli kvalitnejSiu spatnu vizbu, preto uvadzame niektoré doslovné prepisy:

- Ako sa ti pracovalo s rubrikami? Vel'mi dobre bola to prijemna zmena. Bola to
zaujimava sklisenost’, no uz by som ju asi nezopakovala. S rubrikami sa pracovalo
dobre. Boli prehl’'adné a zrozumiteI'né. Nie vel'mi dobre, pretoze ako zZiak neviem,
ako ma ziak zvladnut’ ucivo.

- Malo rovesnicke hodnotenie podla teba vyznam, a aky? Ano nau¢ili sme sa byt
kritickejsi voci ostatnym aj voci sebe. Uvedomili sme si stupen svojej ,,inteligen-
cie “. Malo, v tom, Ze sme museli objektivne zhodnotit’ spoluziaka ako ucitelia.

- Aké vyhody ma rovesnicke hodnotenie? Miernejsi pristup k hodnoteniu, mensi
stres. Mohli sme sa zhodnotit’ uprimne. Aby sme vedeli ako na tom su ostatni
a mohli precvicovat’ to ¢o nam nejde. Niekedy je lepSie dostat’” hodnotenie od
spoluziakov. Pozname nazor niekoho iného ako uéitel'a. Ze sa uéime hodnotit’,
ked’ze to nie je l'ahké.

- Aké nevyhody ma rovesnicke hodnotenie? Nedokazali sme byt taky profesionalny
ako ucitelia. Nemusi byt’ vzdy objektivne.

- Malo pouzivanie rovesnickeho hodnotenia vplyv na tvoje porozumenie danej téme?
Ano, sluzilo mi to na opakovanie. Vedeli sme si to navzajom vysvetlit.

3 Zaver

Praca s rovesnickym hodnotenim je pre vSetkych zac¢astnenych naroc¢na, ale pros-
pesna. Na vyskume sa zacastnili len malé vzorky ziakov, ale z vysledkov mézeme
predpokladat, ze existuje pozitivny vztah medzi pouzivanim rubrik a GspeSnostou
v matematickych ulohach. A je vhodné ho d’alej skimat’. Zo spitnej vidzby ziakov
usudzujeme, Ze Ziaci o toto hodnotenie javia zadujem, a sami hlavne starsi Ziaci si uve-
domuju jeho vyhody a nevyhody. Pouzivanie rovesnickeho hodnotenia ma potencial
byt’ jednym z vhodnych nastrojom na silnt vnitorni motivaciu ziakov. Avsak pri
tomto spdsobe hodnotenia je dblezitd priprava a nastavenie Ziakov, a pocit rovnosti
medzi nimi.
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O rozloZeni prvocisel v okoli faktoriali

Antonin Cejchan, Michal Kiizek, Lawrence Somer

Abstract [On distribution of primes around factorials]: The distribution of
primes is quite irregular. We prove the following theorem which however allows
some regularity: If a prime number p satisfies n! + 1 < p < n! + r2, where r
is the smallest prime larger than a given natural number n, then p — n! is also
a prime. We state a similar theorem for primes just below n! — 1. Further we
prove similar statements also for the case when n! is replaced by g# which is
the product of all primes not exceeding a prime q.

Key words: factorial primes, Euclidean primes, primorial primes, strong law
of small numbers

Souhrn: RozlozZeni prvocisel je dosti nepravidelné. V ¢lanku dokazeme nasle-
dujici vétu, ktera vSak jistou pravidelnost ptipousti: Jestlize prvocislo p spliiuje
nerovnosti n! + 1 < p < n! + r2, kde r je nejmensi prvocislo vétsi nez n, pak
p — n! je také prvocislo. Obdobnou vétu vyslovime i pro prvocisla tésné pod
n! — 1. Dale dokdZeme podobna tvrzeni i pro ptipad, kdy n! je zaménéno za g#,
coz je soucin vSech prvocisel neptesahujicich prvocislo g.

Klic¢ova slova: faktorialni prvocisla, Eukleidova prvoéisla, primorialni prvo-
Cisla, silny zakon malych ¢isel

MESC: F60

1 Prvodisla v okoli faktorialu

V celém clanku budeme ptedpokladat, Ze n € N je libovolné pevné zvolené ptirozené
Cisloan!=1-2-...-n jejeho faktorial.

Nase hlavni vysledky jsou shrnuty ve vétach 1.3, 1.5, 3.3 a 3.4. Nejprve vSak
uvedeme dvé dobfe znama lemmata, kterd ilustruji, ze v blizkém okoli nad n!+1 a pod
n! — 1 se nenalézaji zadna prvocisla, tj. v polouzavienych intervalech [n! —n,n! —1)
pron > 3a(n!+ 1,n! +nj.

Lemma 1.1
Je-li prvocislo p > n! + 1, pak p > n! + n.
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Diikaz. Tvrzeni lemmatu okamzité plyne ze skutecnosti, ze po sob& jdouci ¢isla
nl+2 nl4+3,....,nl+n
jsou vSechna sloZena. O
Podobné 1ze dokézat i dal$i lemma.

Lemma 1.2
Je-li prvocislop < n!—1an > 3, pakp < n! —n.

Predpoklad n > 3 vylucuje nezadouci pocateéni ptipad n = p = 3, pro ktery
nerovnost p < n! — n ziejmé neplati.

Pripomenme (viz []), Ze vSechna prvocisla tvaru n! 4+ 1 se nazyvaji faktoridalni
prvocisla. Napriklad pro

n=1,2 3, 11, 27, 37, 41, 73, 77, 116, 154, 320, 340, 399, 427, 872,...

je n! + 1 prvocislem. Prvocisla tvaru n! — 1 se také nazyvaji faktoridlni prvocisia.
Dostaneme je pro

n=3,4,6, 7, 12, 14, 30, 32, 33, 38, 94, 166, 324, 379, 469, 546, 974, . ..

Nyni vyslovime vétu, ktera ilustruje pozoruhodné vlastnosti po sob¢ jdoucich prvo-
Cisel v pravém okoli bodu n! + 1.

Véta 1.3
Necht' r je nejmensi prvocislo, pro néz r > n. Jestlize prvocislo p splituje nerovnosti

nl+1<p<nl+r? (1)
pak p — n! je také prvocislo.

Diikaz. Pipad n = 1 je zfejmy. Necht tedy n > 1 a necht’ prvoéislo p spliuje ([I)).
Predpokladejme naopak, ze p — n! je sloZzené. Potom existuje prvocislo m a celé ¢islo
k > mtak, Ze

p—nl =mk.

Odtud a z nerovnosti p—n! < 2 vyplyvajici z () vidime, ze mk < r2. Pro prvoéisla
m a r tak dostaneme m < r, a tudiz prvocislo m spliiuje nerovnost m < n. Protoze
m | nlam | (p — n!), plati, ze m | p, coz je ve sporu s tim, Ze p je prvocislo a ze
p>nl4+1>n>m. O
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Piiklad 1.4
Pron = 5 je 72 = 49 a po sobé jdouci prvoéisla nad 5! mame

51=120=127-7=131-11=137—-17=139 — 19 = 149 — 29

=151 —-31 =157 — 37 =163 — 43 = 167 — 47 (2)
=173-53=179-59=181-61=191-71 =193 - 73
=197 —-7-11.

Tedy vSechny tyto rozdily prvocisel davaji stejné ¢islo 5! = 120. Je patrno, ze po sobé
jdoucich prvoéisel p > n! 4+ n, pro néz je p — n! také prvodislo, je vice nez téch, co
spliji ([I]). Nerovnost ([Il) tedy dava jen prvni dva fadky vztahi (2)). Timto zptisobem
lze ale pokracovat dale, dokud nenarazime na (podtrZzeny) rozdil, kde se neodecita
prvocislo (srov. tabulku [l| pro n = 5).

Véta 1.5
Necht'n > 2 anecht s je nejvetsi prvocislo, pro néz s < n. Jestlize prvocislo p spliuje

nl—s?<p<n!—1, 3)
pak n! — p je také prvocislo.

Dtikaz lze provést zcela analogicky jako pro vétu 1.3. Dodatecny predpoklad
n > 2 pouze garantuje existenci prvocisla s.

Priklad 1.6
Ve vété 1.5 polozme n = 7. Pak s> = 25 a

7! = 5040 = 5039 + 1 = 5023 + 17 = 5021 + 19
= 5011 4 29 = 5009 + 31 = 5003 + 37 = 4999 + 41 = 4997 + 43
= 4987 + 53 = 4973 + 67 = 4969 + 71 = 4967 + 73 = 4957 + 83
= 4951 + 89 = 4943 + 97 = 4937 + 103 = 4933 + 107 = 4931 + 109
= 4919 + 11°.

Vsechny tyto soucty prvocisel davaji stejné ¢islo 7! = 5040. Opét dostavame vice po
sobé jdoucich prvoéisel p, nez téch splitujicich (), pro néz n! — p je prvoéislo, viz
posledni dva sloupce tabulky [l| a poznamku 2.2.
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cn! 12

} zde je kazdé prvocislo p podle véty 1.3 takové, ze p — n! je téz prvocislo
‘nl+n

} zde nejsou zadna prvocisla podle lemmatu 1.1

- n! + 1 mize byt faktorialni prvocislo

-n!

-n! — 1 muze byt faktorialni prvocislo

} zde nejsou zadna prvocisla podle lemmatu 1.2

‘nl—n

} zde je kazdé prvocislo p podle véty 1.5 takové, Ze n! — p je téZ prvocislo
-n! —s?

-2
-1
Obrazek 1. Rozlozeni prvocisel v okoli n! pro n > 2.

n N1 NQ N3 N4

2 2 2 - —

3 6 6 1 1

4 6 7 2 6

5 9 14 1 10

6 7 7 2 10

7 12 17 2 17

8 8 15 3 10

9 11 18 3 4

10 7 11 5 8

Tabulka 1. Zde Ny je pocet prvocisel splitujicich (), Ny je pocet po sobé jdoucich prvocisel
nad n! + 1, pro néz je p — n! prvocislo, N3 je pocet prvocisel spliwjicich (§), N4 je pocet po
sobé jdoucich prvocisel pod n! — 1, pro néz je n! — p prvocisio, tj. Ny < Ny a N3 < Ny.

2 Dalsi priklady a otevi‘ené problémy

Na obrazku |I] vidime pozoruhodné rozlozeni prvoéisel v okoli n!. Mohlo by se v§ak
stat, ze oteviené intervaly (n! + 1,n! +72) a (n! — 52, n! — 1) vystupujici v (Il) a (B))
nebudou obsahovat zadné prvocislo, i kdyz zddny takovy pfipad neni znam.

Priklad 2.1
Tvrzeni vét 1.3 a 1.5pron = 2,3, ..., 10 jsou shrnuty v tabulce [Il.
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Pro hodnoty n < 500 jsme pouzili softwarovy balik Maple. Zejména jsme se
opirali o ptikazy:
- isprime slouzi k zji$téni, zda je zadany vstupni parametr prvocislem,
- nextprime vraci hodnotu nejbliz§iho prvocisla vétsiho nez vstupni parametr,
- ifactor provadi rozklad vstupniho parametru na prvocisla.

Numerické testy naznacuji, Ze pokud P je nejmensi prvocislo vétsi nez n! + 1,
pro néz p — n! je slozené, pak p — n! je vzdy soucinem dvou ne nutné riznych prvo-
gisel, srov. tabulku . Na obrazku | vidime vzrisstajici trend poétu po sobé jdoucich
prvocisel p nad n! 4 1, pro néz p — n! je také prvocislo.

n N1 N2 ]7) - n'

10 711 169 = 132

50 27 34 3481 = 592
100 30 30 10201 = 1012
150 37 48 31133 =163-191
200 54 89 76729 = 2772
250 55 79 88579 = 283313
300 77 121 176959 = 311 -569
350 76 76 124609 = 3532
400 85 122 242321 = 443 - 547
450 95 133 307297 = 487 -631
500 95 105 294319 = 521 - 569

Tabulka 2. Zde N, je pocet prvocisel splitujicich (), Ny je pocet po sobé jdoucich prvocisel
nad n! 4+ 1, pro néz p — n! je také prvocislo a p je nejmensi prvocislo vétsi nez n! + 1, pro
které je p — n! slozené.
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Obrazek 2. Pocet po sobé jdoucich prvocisel p nad n! + 1, pro néz p — n! je také prvocisio

pro vSechna n < 486.

Otevienym problémem je, zda rozdil p — n! z posledniho sloupce tabulky P je
vzdy soucinem dvou (ne nutné riznych) prvocisel, ktera jsou vétsi nez n.
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Pozndamka 2.2. Pokud horni odhad n! + 2 vystupujici v (II) je prvocislo p, pak
N; = N v tabulce [Il, protoze rozdil p — n! = (n! + r2) — n! = 72 je slozeny.
Tudiz posloupnost po sobé jdoucich prvocisel p nad n! + 1, pro néz je p — n! také
prvoéislo, konéi pied n! + r2. Napiiklad 2! + 32 = 11, 3! + 52 = 31 a 6! + 7% = 769
jsou prvoéisla, srov. tabulku [Il pro n € {2,3,6}. Rovnéz 100! + 1012 a 350! + 3532
jsou prvoéisla, srov. tabulku B pro n € {100, 350}. Dolni odhad n! — s vystupu-
jici v (B) neni nikdy prvogislo, kromé trividlniho piipadu n = 3. Protoze s | n!, tak
5| (n! — s?). Pron > 3 tak je N3 < N, v tabulce [l

Je-li p nejmensi prvocislo vétsi nez n! + 1, pak podle [[7, A037153] je p — n! také
prvocislo pro vSechnan < 4003 (viz téz [, A037151, A037155]). Dal§im otevienym
problémem je, zda toto tvrzeni plati pro vSechna n. Zde je tfeba mit na mysli tzv. silny
zakon malych ¢isel (viz napt. [1, 2]), kdy platnost nékterych zdanlivych zakonitosti
je porusena pro vétsi n. Naptiklad v knize [3] se definuje x,, rekurentné takto:

xo =1,
1
o= —(L4ag+at+ad 4o +ap).
Tedy mg = 1,21 = 1+1% = 2,20 = $(14+13423) = 5,23 = (1+13+23+53) =

= 45 atd. Pak x,, je celé ¢islo pron € {0,1,...,88}, ale je necelé pro n = 89.
Nyni budeme modifikovat naSe pfedchozi vysledky na jiné tfidy Cisel.

3 Prvodisla v okoli primoriali
Nadale necht g je libovolné pevné zvolené prvocislo. Symbolem ¢# ozna¢me soucin
vSech prvocisel nepiesahujicich g, tj.
Gg#=2-3-5-...-¢q @)

a q# se nazyva primoridlem q.

Klasicky diikaz Eukleidovy véty o nekonecnosti prvocisel je veden sporem, viz [J].
Predpoklada se, ze existuje jen koneény pocet prvocisel a Ze nejvetsi z nich je . Pak se
vysetiuje ¢islo g#+ 1, coz vede ke sporu, protoze g#+ 1 je bud’ nové prvocislo, anebo
g# + 1 je slozené a délitelné prvocislem vétsim nez q. Z tohoto diivodu se prvocisla
tvaru g# + 1 nazyvaji Eukleidova prvocisla, viz [4]. Naptiklad

4+1=3, 3#+1=7 >H#+1=31, T#H+1=211, 11#+1=2311
jsou Eukleidova prvocisla. AvSak ne kazdé ¢islo tohoto tvaru je prvocislem, nebot’

13#+1=2-3-5-7-11-134+1 =159 509.
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Poznamenejme, ze ¢# + 1 je Eukleidovo prvocislo pouze pro
qg=2,3,5,7, 11, 31, 379,...
Podobn¢ miizeme vySetfovat primorialni ¢isla tvaru g# — 1, jez jsou prvocisly pro
qg=3,5, 11, 13, 41, 89, 317, 337, 991, ...
V tomto ptipadé se nazyvaji primorialni prvocisla, srov. [6].

Lemma 3.1
Je-li p > g# + 1 prvocislo, pak p > q# + q.

Diikaz. Tvrzeni lemmatu plyne okamzité z () a skute¢nosti, Ze po sobé jdouci &isla
gt +2, gt +3,..., ¢t + ¢
jsou vSechna slozena. O
Podobné¢ lze dokazat i nasledujici lemma.

Lemma 3.2
Je-lip < g# — 1 prvocislo a q > 3, pak p < q# — q.

Véta 3.3
Necht' q < r jsou po sobé jdouct prvocisla. Jestlize prvocislo p spliuje nerovnosti

G+ 1<p<gh+r? (5)
pak p — q# je také prvocisio.

Diikaz. Budeme postupovat analogicky jako v dikazu véty 1.3. Budiz p prvocislo
splijici (§). Piedpokladejme naopak, Ze p — g# je slozené. Pak existuje prvocislo m
a celé Cislo k > m tak, Ze

p — gt = mk. (6)

Odtud a z nerovnosti p — ¢# < r? vyplyvajici z (B), vidime, ze mk < r2, a tedy
m < q < r.Protozem | g¢am | (p — q#) podle (B), zjistime, ze m | p, coz je ve
sporu s predpokladem, Ze p je prvocisloazep > gt +1 > q¢ > m. O

Podobn¢ Ize dokazat i nasledujici tvrzeni.
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Véta 3.4
Necht' s < q jsou po sobé jdouci prvocisla. Jestlize prvocislo p spliiuje nerovnosti

GH—s><p<qht—1, (7)
pak g# — p je take prvocislo.

Piiklad 3.5
Abychom ilustrovali smysl lemmat 3.1 a 3.2 a také vét 3.3 a 3.4 polozime ¢ = 13.
Vidime, Ze plati podobné pozoruhodné vlastnosti po sob¢ jdoucich prvocisel v okoli
g# = 1 podobné jako v ptikladech 1.4 a 1.6, a to
13# = 30030 = 30047 — 17 = 30059 — 29 = 30071 — 41 = 30089 — 59
= 30091 — 61 = 30097 — 67 = 30103 — 73 = 30109 — 79 = 30113 — 83
= 30119 — 89 = 30133 — 103 = 30137 — 107 = 30139 — 109 = 30161 — 131
= 30169 — 139 = 30181 — 151 = 30187 — 157 = 30197 — 167 = 30203 — 173
= 30211 — 181 = 30223 — 193 = 30241 — 211 = 30253 — 223 = 30259 — 229
= 30269 — 239 = 30271 — 241 = 30293 — 263 = 30307 — 277 = 30313 — 283
= 30319 — 177,

13# = 30030 = 30029 + 1 = 30013 + 17 = 30011 + 19 = 29989 + 41
29983 + 47 = 29959 4 71 = 29947 4 83 = 29927 4 103 = 29921 + 109
= 29917 4 113 = 29881 + 149 = 29879 4 151 = 29873 + 157 = 29867 4 163
= 29863 + 167 = 29851 + 179 = 29837 + 193 = 29833 + 197 = 29819 + 211
= 29803 + 227 = 29789 + 241 = 29761 + 269 = 29759 + 271 = 29753 + 277
= 29741 4+ 17
Obrazek [l| 1ze snadno modifikovat na prvocisla v okoli ¢#. Rovnéz tabulka § od-

povidajici témto prvo&islim mé podobny charakter jako tabulka [I.
Vezmeme-li v vahu, ze

4V < B < Bl < T#H < 6! < 11# < 7! < 13# < 8! < 1T# < 9! < 10! < 194,

pak vidime, zZe ¢isla @Q); v jednotlivych sloupcich @Q); jsou obecné vétsi nez N; z ta-
bulky [Il, kdyz (n — 1)! < g# < n!.
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g @1 Q2 Q3 Qu
2 2 2 — —
3 6 6 1 1
5 10 10 1 6
7 19 19 4 22
11 23 25 7 19

13 29 29 9 23

17 25 36 10 33

19 38 42 20 32
Tabulka 3. Zde Q, je pocet prvocisel splitujicich (B), Q2 je pocet po sobé jdoucich prvocisel
nad q# + 1, pro néz je p — q# prvocislo, Qs je pocet prvocisel spliwjicich (), Q4 je pocet
po sobé jdoucich prvocisel pod q# — 1, pro néz je qg#t — p prvocislo, kde g > 2, tj. Q1 < Q>
a@s < Qu.

Poznamka 3.6. RozloZeni prvocisel je dosti nepravidelné. Véty 1.3, 1.5, 3.3 a 3.4
vSak implikuji, Ze v okoli nékterych ptirozenych Cisel rozlozeni prvocisel vykazuje
jakysi fad. Véty 3.3 a 3.4 Ize navic snadno modifikovat na ptipad, kdy ¢# je vSude
zaménéno za soudin i(g#) pro libovolné pevné i € N. Napiiklad proi =31lag =3
mame 31 -6 =186 =191 —5 =193 — 7 =197 — 11 = 199 — 13 = 211 — 52,
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Gaussovo (normalni) rozdéleni

Zdenék Pulpan, Ondrej Slavicek

Abstract [Gaussian distribution]: In geodetic measurements, Gauss used the
experience that the distribution of the measured quantities corresponds to the
previously known bell curve to estimate the accuracy of the measurement. Here
it is first shown how the analytical expression of such a curve can be easily obta-
ined and then attention is drawn to some applications in technology, psychology
and pedagogy.

Key words: Gaussian distribution, estimation of in-plane measurement accu-
racy, technical and psychological measurements.

Souhrn: Pfi geodetickych métenich Gauss pouzival k odhadu pfesnosti mefeni
zku§enost, Ze rozdéleni naméfenych veli¢in odpovida jiz diive znamé zvonovité
kiivece. Zde je nejprve ukazano, jak lze k analytickému vyjadieni takové kiivky
snadno dojit a pak je upozornéno na nékteré aplikace v technice, v psychologii
a pedagogice.

Klic¢ova slova: Gaussovo rozdéleni, odhad piesnosti méfeni v roving, technicka
a psychologicka méfeni.

MESC: A30, B50, C70, D20, E10, F70.

Uvod

K. F. Gauss (1777 — 1855) byl sice ,,Cistym“ matematikem, mél vSak i cit pro aplikace.
Ptispél k pokroku v numerické matematice, v teorii elektromagnetismu i v geodézii
(organizoval rozsahla geodetickd méteni). Jiz pied Gaussem se typickou zvonovitou
ktivkou zabyval Francouz Abraham de Moivre (1667 —1704). Gauss vSak pro tuto
zvonovitou kiivku odvodil v praxi pouzitelny vzorec a prozkoumal dalsi jeji vlast-
nosti. Zvonovita funkce se mu hodila pro odhad chyby pfi geodetickych méfenich.
Ukazeme, proc je uvedena kiivka pro geodety (a nejen pro n¢) tak dilezitd a jaky je
rozdil v popisu chyby jednorozmérné od chyby dvourozmérné. Gaussovo rozdéleni je
limitnim rozd€lenim pro mnoha jina rozd€leni a vyhovuje jisté extremalni podmince
pro Shannonovu neurcitost. P. S. Laplace (1749 — 1827) pfedvedl metodu vypoctu né-
kterych integrald, souvisejicich s onou zvonovitou kfivkou. Proto se nékdy Gaussovo
rozdé€leni nazyva také Gauss-Laplaceovo.
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1 Presnost geodetickych méfeni

Uvazujme o identifikaci bodu A v roving se soufadnicemi x, y (viz obr. [I), kde po-
¢atek soustavy soufadné budeme mit v bodé O. Identifikace bodu A je zavisla na
nahodé¢ a jeho soutadnice jsou hodnotami dvourozmérné nahodné veli¢iny (X,Y).
Predpokladejme, ze méfena soutadnice = bodu A padne do intervalu (z,x + Ax)
s pravdépodobnosti f(x) - Ax, kde f(x) je spojitd funkce hustoty pravdépodobnosti
v intervalu (—oo; 4+00) se stiedni hodnotou v bod¢ 0 a také podobné i pro soufadnici
y v intervalu (y, y + Ay) s pravdépodobnosti f(y) - Ay, kde f(y) je hustota pravdé-
podobnosti méfené veli¢iny Y také se stfedni hodnotou v bod¢ 0. Predpokladame, ze
chyby ve sméru soufadné osy x jsou nezavislé na chybach v ose y, pravdépodobnost
uréeni bodu A ve vySrafovaném diferencidlnim obdélniku se stranami Ax, Ay (viz
obr. [l]) je proto rovna souginu

flz)-Az- f(y) - Ay. (1)

Protoze ptedchozi pravdépodobnost nezavisi na sméru (uhlu ¢), ale pouze na vzdale-
nosti od bodu O, mizeme ji psat také pomoci funkce g(r), kde r je vzdalenost bodu
O od vysrafovaného obdélnicku:

g(r) - Az - Ay. 2)
Vztahy ([l) a (P]) vyjadiuji tutéZ pravdépodobnost, proto musi platit

g(r) = f(z)- f(y)- 3)

y+ Ay

0 x X + Ax X

Obrazek 1. Presnost geodetickych méreni
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Protoze leva strana predchoziho vztahu nezavisi na thlu 9, pak derivovanim dosta-

e dg(r) 8f( ) 0 ()
T — 0= f) 52+ rw) 5 @)

UZitim polarnich soutadnic pro r > 0,9 € <0, 27) ajejich transformace na kartézské
soufadnice x, y ve tvaru

z=r7r-cosv

— . sin® (%)
Yy =r-sind,
miizeme vztah () po derivaci podle tihlu ¥ piepsat nejdiive na
0 0 0
0= @)W 28 4 ) 2L 2 (©)
a pak na
0=f(@) f'(y)- -2+ fy) f@) (- (7
Proxz # 0,y # 0, f(z) # 0, f(y) # 0 dostavame
HOIA0) ©

v flz)  y fly)

Protoze jsou podle predpokladu identifikace bodu A velic¢iny X a Y nezavislé, pied-
chozi vztah znamena, 7e obé ¢asti rovnosti (§) jsou rovny blize neuréené konstanté

K, 4.
f'(=) f'(y)
=K = _ 9
z- f(x) v f(y) &)
(=) _
o = K-,
(10)
') _
fly) — K-y
Integraci predchozich vztah () dostaneme
In f(z) = KTa: + C, nebo také f(z) = A-e3K7® kde A = €. an

Predpokladame-li, Ze vétsi chyby jsou méné pravdépodobné, musi byt K < 0. Volime
proto konstantu K = —2k?, k > 0. Takze mame

fla) = Ae™ 7 f(y) = Ae™FV, (12)

Proto
g(r)=A?. eTF@P ) o p2 . R (13)
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Protoze g(r) je hustota pravdépodobnosti v polarnich soufadnicich, musi platit

/0% /0+Oog(r)drd19 =1. (14)

Dosazenim za hustotu g(r) dostaneme normovaci podminku:

+oo
+o00 42,2 efk2r2 71'A2
A2-27T/ roe M dr =A% g 2 :?21 (15)
0
0
a z toho pro A plati
k
A=—. 16
v (16)
Dostavame tak normalni (Gaussovo) rozdéleni s hustotou
k
flz) = —= - e F7*, (17)

VLS

12
Pro Laplacetv integral plati fj;o e~ 2 dx = v27. Proto musi byt k = % (integral

| j;o f(z)dz = 1). Normalni rozdé€leni ndhodné veli¢iny X tvaru

fa)= e

oznacujeme N (0; 1) a nazyvame normovanym normalnim rozdélenim. Pro nahodnou
veli¢inu se stiedni hodnotou EX = 1 arozptylem DX = o mé hustota normalniho
(Gaussova) rozdéleni tvar

1 _(@-pw?
et (18)

flz) = ——
a oznaéujeme ho N (p; 0'2).

Jako diilezité se ukazuje normalni rozdé€leni v souvislosti ve statistice velmi uzi-
vané Lindeberg — Lévyho véty, ktera fika, Ze soucet vzajemné nezavislych nahodnych
velicin, které jsou stejné distribuovany (rozdéleny) s kone¢nou stiedni hodnotou a ko-
necnym rozptylem, ma pro dosti velky pocet méfeni ptiblizn¢ normalni rozdéleni.

Meétime-li ndhodnou veli¢inu X, zjistime v i-tém méfeni hodnotu X; = x;, kterou
si miizeme v mnoha piipadech predstavit jako soucet spravné hodnoty X, a chyby e;,
tedy X; = X, + ¢;. Pfedpokladame-li, ze pravdépodobnost urcité kladné chyby je
stejna jako zaporné (s toutéz absolutni hodnotou), musi byt stiedni hodnota chyby
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Fe; = 0. Dale mazeme v nevelkém rozsahu métenych hodnot predpokladat kon-
stantnost rozptylu chyby méfeni (nezavislost na 7), tedy DX; = De; = o2. Jsou-
li jednotliva méfeni na sob& nezavisla a i navic se stejnym rozdélenim s kone¢nou
sttedni hodnotou a koneén}'/m rozptylem, pak podle véty Lindeberg - Lévy-ho ma
S (X — Xp) v i a\l/ﬁ > i, € pron — oo normované normalni rozdéleni
N(0;1). Dulezité je, ze limitni pfechod k normalnimu rozdéleni je pro velkou tiidu
rozdéleni dosti rychly (naptiklad pro binomicka rozdéleni s parametry n, p pro béZnou
potiebu staci, ze n - p - (1 — p) > 9).

Pfi soucasném méfeni dvou vzajemné nezavislych velicin X, Y bude-li v prvnim
rozméru pro meze x,x + dx pravdépodobnost rovna fi(x)dx, v druhém pro meze
Y,y + dy pravdépodobnost rovna fa(y)dy, pak pro pravdépodobnost, ze vysledek
méfeni bude ve ¢tverci s vrcholy v bodech (x,y), (x,z + dx), (x + dz,y + dy),
(z,y + dy), musi platit fi(z) - f2(y) - dedy. Je-li rozdéleni obou veli¢in normalni,
prvni s rozd&lenim N (u,; 02), druhé s rozdélenim N (uy; o ) pak

2
1 -3 (%+%> 1 _£
e %z %Y/ = .
2moL0y 2wo0y

fi(z) - faly) =

Tam, kde je hustota konstantni, musi byt x + y—i 2, kde t > 0 je konstanta.
J y o2

CC

Mnozina vSech bodi, které spliuji predchozi rovnici, je elipsa o poloosach to, toy,.
Snadno ur¢ime pravdépodobnost, Ze chyba bude lezet v intervalu eliptického prstence
v mezich poloos to, (t + dt)o, a toy, (t + dt)o,. Tato pravdépodobnost bude sou-
¢inem plochy diferencidlniho prstence, pfislusSného zméné proménné ¢ o dt a pravde-
podobnosti

1 t2

2TO .0y

Protoze plocha elipsy je F' = mab = wamath, je dF = 2mo,oyt - dt. Pak ale bude
pravdépodobnost, Ze chyba bude lezet v plose diferencidlniho prstence rovna
A S _2
Py =_———¢ 2 - 2mozot-dt =t-e 2 -dt.
2mo0y
Pro dvojrozmérnou chybu je pro obvod elipsy hustota f(¢) podle pfedchoziho vy-
sledku dana vztahem

2
fy=t e 7. (19)
Vztah (19) se li§i od vztahu ([L7), resp. ([L§), pro chybu jednorozmérnou. U dvojroz-
meérnych chyb neexistuji chyby zaporné, graf hustoty je asymetricky, jak je mozné se
snadno piesveédcit.
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2 Metoda nejmensich &tverci (MNC)

Je také Gaussovou zasluhou, Ze se od roku 1795 za¢ala pouzivat MNC (Gauss ji pouZil
pro eliminaci chyb geodetického vymétovani).

M¢jme n-krat nezavisle opakované méfeni veli¢iny X jehoz vysledkem jsou hod-
noty x1, o, ..., . Pfitom spravna hodnota neni znama, ozna¢me ji . Odhadem je-
diné hodnoty, kterd by mohla zastupovat spravnou hodnotu, Gauss stanovil takové
gislo o, pro n&j je soucet &tverc odchylek Q = Q(z) = Y27, (z; — 2) mini-
malni. Minimum lze zde najit derivovanim, kdyz derivaci d@/dz polozime rovnu

nule:
n

dQ
a:—QZ(m—x):O.

i=1
Z ptedchoziho vyrazu dostaneme pro xy vypocet g = % Yo = . Ze se jedna
skute¢né o minimum, plyne z toho, ze UfT? =-2%",(-1)=2n>0.

Uvazované méteni, pfi kterém jsme ziskali n hodnot, 1ze tedy zastupovat za ur-
¢itych podminek hodnotou jedinou, kterd je ve smyslu metody nejmensich ¢tverca
aritmetickym primérem z. Ten zastupuje stfedni hodnotu veli¢iny X . Nyni pfedpo-
kladejme, e méfime veli¢inu X, ktera ma normélni rozdéleni N (u; o) s nezndmymi
parametry j, o2. Budeme nyni hledat takové odhady parametrii i a o2, které maxi-
malizuji soucin

n_T 1 \" S (e’
L=L(uo°)=|]|f( —<> e 207
( ) 11;11 2 V2mo?
(Hodnota L odpovida hustoté n-rozmérmého méfeni jehoz vysledek je (z1, z2, ..., Ty)
za daného ptedpokladu.)

Maximu L odpovida maximum In L a opét pouZijeme derivovani. Protoze v tomto
pripad¢ je L funkci dvou proménnych, pouzijeme parcialnich derivaci:

n n
n 1
InL = E lnf(xi):—§ln27702—ﬁ E (2 — )2,
i=1 i=1

dlnL 1 °
:7-2- 'L_ p— y

OlnL n 1 1 < 5
07 = 2 A T @0
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Z prvni derivace dostaneme znamy odhad i = % Yo, x; = T, z druhé odhad

- )
pro parametr o2 ve tvaru 02 = 2 37 | (z; — p)® = s2.

Odhad metodou maximalni vérohodnosti L (funkce L se nazyva vérohodnostni
funkce) pro normalné rozdélenou nahodnou veli¢inu vede k odhadu metodou nejmen-
Sich &tvercil; jejim jednim vysledkem je vybérovy rozptyl s2. (Odhad momentovou
metodou vede k odhadu rozptylu ve tvaru s2_; = 13" | (z; — z)2. Jeho vyho-
dou je, Ze je nestranny, pro sttedni hodnotu je ES?_; = ¢ na rozdil od odhadu s2,
pro ktery plati ES? = En=1. 1L5™ (3, — 7)* = "=152 ktery je pouze asympto-
ticky nestranny.)

3 Aplikace v psychologii

Pomoci normélniho rozdéleni nemodelujeme jen rozdéleni chyb technickych méfeni.
Ukazuje se také (experimentalné to bylo potvrzeno), Ze toto rozdéleni popisuje i bi-
ologickou variabilitu. Od 19. stoleti se predpokladalo, ze vétSina piimo métenych
veli¢in jakéhokoliv ptivodu ma toto rozde€leni (odtud také jeho nazev ,normalni®).
Sem napftiklad pattilo rozdé€leni lidi podle vysky, hmotnosti ¢i nékterych ¢asti lebky
¢i jinych kosti. Histogramy mnoha takovych méfeni mély tvar, podobajici se typické
zvonovité kiivce. Na tomto zaklade se predpokladalo, Ze i fada psychologickych mé-
feni ma v populaci normalni rozdéleni odhadovanych vlastnosti, naptiklad lidskych
schopnosti. Podle toho se v psychologii vytvarely dotazniky, které mély charakterizo-
vat testovaného v reakénich schopnostech, odolnosti viic¢i stresu, uroven jeho unavy
po urcité zatézi, numerické zbehlosti, prostorové predstavivosti, atd. Vysledky vSech
takovych Setfeni mély byt také normalné rozdé€leny (tj. v tehdejSim pojeti mély mit
histogramy vSech takovych méteni zvonovity tvar). Ti, ktefi v testech vybranych
schopnosti uspéli s vysledkem nadprimérnym, byli ozna¢ovéni jako ,nadprimérné
inteligentni“, prislusné dotazniky pak jako ,testy inteligence“. Prvni test inteligence
vytvofil na zacatku 20. stoleti A. Binet (1857—1911). Testy inteligence se liSily svym
obsahem (dotaznikovymi polozkami), proto kazdy méfil néco jiného, véfilo se vSak
tomu, ze zména dotaznikovych polozek nema zasadni vliv na vysledek dotazniku.
Pivodné inteligen¢ni kvocient IQ znamenal podil mentalniho véku a chronologic-
kého veku vynasobeny 100. Mentalni vék se ur€oval pomoci dotazniku, kdy respon-
dent jeho vyfesenim se zatradil mezi referencni populaci se stejnym vykonem urcitého
chronologického véku. Takto na jednorozmérné a spojité stupnici byla populace po-
moci uréitého dotazniku klasifikovana (naptiklad populace brancti). Teprve pozdeji
stupnice pro méteni inteligence pomoci dotazniku (testu) byla vice propojena se statis-
tikou (a prislusnym dotaznikem). To je spojeno se jmény Ch. Spearmena, R. Cattella,
L. L. Thurstona a P. Guilforda. Ukazeme si princip metody.
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M¢gjme dotaznik s celkem n polozkami (otdzkami, ukoly, ...), které jsou homo-
genni v tom smyslu, Ze na kazdou z nich bude respondent odpovidat spravné s pravdé-
podobnosti p. O pravdépodobnosti p se predpoklada, ze je uréitou mirou inteligence
respondenta. Odpovi-li respondent na k£ dotaznikovych polozek spravné a Ize-li jesté
predpokladat, ze polozky jsou nezavislé, mtzeme si vysledny skor ptredstavit jako
soucet n nezavislych nahodnych veli¢in X s alternativnim rozdélenim (X; = 1 kdyz
respondent odpovédél na i-tou polozku spravng s pravdépodobnosti p, X; = 0 kdyz
odpovedél Spatné s pravdépodobnosti 1 — p), kde

EX;=1-p+0-(1—-p)=p,
(20)
DX;=FEX?— (EX;)> =p—p*=p(1-p).

Veli¢ina X = > ' | X;, pfedstavujici celkovy podet spravné zodpovézenych polo-
zek, ma pak binomické rozdéleni a plati

n

P =k = ()t a-p @1)

Muzeme-li jeste predpokladat, ze 0,1 < p < 0,9 a pocet dotaznikovych polozek
je velky (n > 30), lze ndhodnou veli¢inu X aproximovat normalnim rozdélenim
prostfednictvim Moivreovy — Laplaceovy véty

i < klp) = li np < ko
nlglgop(X < klp) nlggo (\/np(l—P) - \/”7’(1—”)>

k—np
-n Vri-p 1 _i2
(w/npu—p)) /Oo Nl (klp)

(22)

2
T \/%ef% -dt.)

Diskrétni binomické rozdé€leni se zde aproximuje spojitym normalnim rozdélenim
tak, Ze kdyz napiiklad P(k|p) = 0,5, pak IQ = 100, kdyz P(k|p) = 0,25, pak
IQ = 50, obecné IQ = 2 - P(k|p) - 100. Stupnice pro IQ je tedy nerovnomérna (viz
Obr. ) vzhledem ke .

Parametr p miizeme z experimentu odhadnout hodnotou p = % = % (za
predpokladu statistické nezdvislosti a stejné obtiznosti p vsech dotaznikovych polo-
zek). Pro ucely aproximace binomického rozdéleni rozdélenim normalnim, které jsme
nastinily, je lepsi odhadovat pfimo stfedni hodnotu np, resp. smérodatnou odchylku
binomického rozdéleni \/np(1 — p) do vztahu (22) pro funkci ®(z) (jejiz hodnoty
pro kazdé normované x jsou tabelovany) z empirické stiedni hodnoty, resp. empirické

(Pfitom jsme oznagili ®(z) = [*



31

0 5 10 15 20
Obrazek 2. Vztah binomického rozdéleni s parametry n = 20 a p = 0,5 a rozdéleni normal-
niho se stredni hodnotou 10 a rozptylem 5. Tmavéeji oznacend plocha je mirou pravdépodob-
nosti P(8 < X < 12) binomické ndhodné veliciny, plocha pod grafem normdlniho rozdélent
mezi vyznacenymi trojithelniky na ose x je mirou jejiho odhadu.

smérodatné odchylky méfené veliCiny X. ZkuSenost ukazala, Ze ne kazdy dotaznik
mél v uvazované populaci normalné rozdélené vysledky (které byly poctem pozitivné
zodpovézenych dotaznikovych polozek). Usuzovalo se, Ze pfi¢inou jsou nedostatky
v obsahu a konstrukci dotazniku. Snaha byla co nejlépe vyhovét podminkdm Moivre-
ovy — Laplaceovy véty. Pro praktické pouzivani dotazniku jako mérného prostiedku
s aspon pfiblizn€ normalné rozdélenymi vysledky je obtizné, a proti ucelu dotazovani,
konstruovat polozky tak, aby jich bylo dostate¢né mnozstvi a pfitom vSechny mély
stejnou obtiznost. Statistickou nezavislost polozek je také obtizné splnit (je rovnéz
komplikované uvedené ptredpoklady statisticky ovétovat, i slaba statisticka zavislost
polozek ma na celkovy vysledek dotazniku velky vliv). Pfitom psychologové trvali
v nékterych Setfenich (napf. v testech inteligence) na tom, aby vysledky dotazniku
byly v populaci normalné rozlozeny (podobné jako je to v technickych méfenich)
a mohlo se tak pouzivat statistické intepretace vysledkii podobné jako v technice.
Tak byl zaveden psychometricky postulat o potiebé konstruovat nékteré¢ dotazniky
(specialné testy inteligence) tak, aby vysledky v populaci, pro kterou byl dotaznik
urcen, byly normalné rozdélené. Kazdy takovy dotaznik (zvlasté¢ mél-li méfit inteli-
genci) se proto musel nejprve na vybérovém reprezentativnim souboru respondentt
kalibrovat. To znamena, nejen to, ze z pokusti na vybraném reprezentativnim souboru
respondentt se pro urcity dotaznik (ktery ma zde funkci ,,metru“) odhadnou parame-
try pro normalni rozdéleni pomoci vybérové stiedni hodnoty a vybérového rozptylu
z empirickych poctl spravné zodpovézenych polozek jednotlivych respondenti (tj.
empiricky odhadované veli¢iny X), ale hlavné to, Ze se musi vhodn€¢ ménit nebo
upravovat pocet dotaznikovych polozek. Dotaznik mél mit dostatecny pocet polozek
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a doba jeho fesSeni respondenty nemohla byt ptili§ kratka (vypliiovani takového do-
tazniku nékdy mélo trvat respondentu i nékolik hodin). A priori nelze predpokladat
(nejsou pro to ani formalni divody statistické), ze psychicky vykon, méfeny dotazni-
kem (napf. testem inteligence) ma v populaci normalni rozdéleni. Normalita vysledkt
byla tedy kalibraci pfislusnému dotazniku (testu inteligence) vnucena zamérné volbou
urcitych polozek i formou. Pro psychometricka méieni tedy neplatilo to, co pro velkou
tfidu méfteni fyzikalnich. Psychometricky dotaznik je origindlnim méficim prostied-
kem a méfeni pomoci ného zavisi na tom, co a jak bylo do n¢ho autorem dotazniku
vlozeno. Neuniverzalnost méficiho prosttedku (dotazniku) znamena, Ze méfeni podle
riznych dotaznikii nemusi byt s hlediska vyznamu (interpretace) vzajemné porovna-
telna. Pfima méfeni fyzikalni se realizuji univerzalnim prostfedkem (nap#. metrem)
a velmi Casto jejich vysledkem je norméaln¢ rozdélena ndhodné veli€ina s jednoznac-
nym vyznamem (je to vzdy kdyz méfeni je vysledkem pilisobeni souctu nezavislych,
stejné rozdélenych nahodnych chyb s konecnou stiedni hodnotou a kone¢nym roz-
ptylem).

Vysledek X (chapany jako pocet spravné oznacenych dotaznikovych polozek)
a interpretace dotaznikového Setfeni jsou zavislé na obsahu dotazniku (ale i kon-
strukci a zplsobu zadavani, proto se pfiprava takového dotazniku postupné stavala
komplikovanym ukolem) misto pouze na osobnosti. Krom toho zkoumany jedinec je
komplikovany i ve vztahu k aktu dotazovani a métené psychické vlastnosti jsou ve
své podstaté slozité a méfeni by melo byt spise vicerozmérné povahy (ma nekolik psy-
chologicky vymezenych dimenzi). Zde pomohla i faktorova nebo shlukova analyza
a 1jiné statistické techniky. V dnesni dob¢ je také zpochybilovano méteni inteligence
jako aproximace jistych spojitych latentnich veli¢in (n€které vlastnosti clovéka ne-
musi byt méftitelné na spojité stupnici a meéni se v Case, a to skokem, prikladem je
situace, oznacovana jako ,,vhled“, problémem je, ze tato méteni jsou v podstaté ne-
pfima, ur¢itou proménnou méfime prostrednictvim jinych, ji ovliviiovanych promén-
nych).

Jeste obtiznéjsi je zjistovani znalosti (néceho) pomoci dotazniku (védomostni do-
taznik velmi Casto je jen jednorazovou akei a jeho dlouhodobé;jsi piiprava se podce-
nuje). Podcenuje se dosud i predstava znalosti jako vicerozmérné veli¢iny (psycholo-
gové jiz na to pfisli).

4 Jedna z fyzikalnich aplikaci

Uvazujme jiny piiklad. Mame-li jednorozmérnou verzi fyzikiim znamé difuzni rov-
nice popisujici difuzi fyzikalni veli¢iny u(z, t) v mnozing realnych &isel x (obycejné
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znaci polohu) a ¢ (obyc¢ejné znaci ¢as) ve tvaru

ou B 0%u

o~ Por (23)

s po¢ate¢ni podminkou u(z,0) = d(x), kde § je Diracova funkce (ta ma nulové hod-
noty vSude, kromé x = 0 a jeji integral pfes vSechna x je jedna), pak jeji feSeni je pro
kazdé pevné t funkce typu ([7):

u(x,t) = e Dt (24)

-1 2 0 2 4
Obrazek 3. Graf normovaného normdlniho rozdéleni (se stiedni hodnotou 0 a rozptylem 1),
vybarvena cast predstavuje pravdepodobnost, zZe gaussovska (normalné rozdélend) nahodna

velicina bude mit hodnotu mezi —0,5 a 2 (plocha pod grafem omezend zdola osou © ma
velikost 1).

Kdy nabyva entropie své maximalni hodnoty?

V praci [4] jsme definovali (krom jiného) i Shannonovu entropii pro charakterizaci
neurditosti rozhodovani v pravdépodobnostnim prostoru [(2; Ag; P| s koneénym za-
kladnim prostorem (2.

Mg¢jme nahodnou veli¢inu X s diskrétnim rozlozenim na mnozingé Q = {x;; i =
= 1,2,...,n} s pravdépodobnostni funkci P(X = z;) = p;,0 < p; < 1,7 =

=1,2,...,n; Y, p; = 1. Entropii ndhodné veli¢iny X nazyvame hodnotu vyrazu
n
H(X) =~ pilogyp; [bit] (klademe 0-log, 0 = 0) (25)
i=1

Entropie ndhodné veli¢iny X je mira neurcitosti apriorni identifikace jeji polohy na
¢iselné ose pfi libovolné realizaci.
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Pro H(X) pak plati 0 < H(X) < log, n, nejvétsi hodnota H (X) piislusi rozdé-
leni rovnomérnému s pravdépodobnostni funkci p; = %, nejmensi hodnota entropie
piislusi ndhodné veli¢in€ s rozdélenim u n€hoz pro jednu hodnotu, napf. z;, je p; = 1
(pro zbyvajici hodnoty x; je pak p; = 0). Dlikaz tohoto tvrzeni vyplyva z nasleduji-
cich uvah:

1 1 1
H(X)=- —logy, — = —log, — =1o . 26
(X) ; n g2 n g2 n g1 (26)

Typ rozdéleni ndhodné veli¢iny X pii maximalni hodnoté entropie H(X) na-

jdeme metodou Lagrangeovych multiplikatorti. Lagrangeova funkce L ma tvar

n n
L(p1,p2, o pusA) = = 3 pilogpi + A( Y pi—1), 27)
i=1 i=1
a kdyz jeji derivace podle vSech proménnych polozime rovny nule
OL 1 YR
- ] T =0 == —1=0 28

dostaneme, ze extrémni hodnoty nabyva entropie pro p; = % V nasem piipadé¢ je
touto extrémni hodnotou maximum H (X) = log, n.

Pro ptipad spojitého rozdéleni ndhodné veli¢iny X (na pravdépodobnostnim pro-
storu s 2 = (—o0;+00) a systémem borelovskych podmnozin Ag) s hustotou
f(z) > 0, definovanou pro = € (a;b), ff f(z)dz = 1 kde a,b jsou realna &isla,
uréujeme entropii H (X) vztahem

b
H(X) = - / f() - logy f(x)d. (29)

Pro takto definovanou entropii pak plati nerovnost 0 < H(X) < log, (b — a) a maxi-
malni hodnoty je dosaZeno pro rovnomérné rozlozeni na intervalu (a; b). To mizeme
ukazat nasledujicim postupem.

Nejditve si viimneme, Ze pro specidlni volbu f(z) = ;- pro z € (a;b) dosta-
neme H (X)) ve tvaru

b1 1
—/a b_along_ada:—logQ(b—a). (30)

Nyni fe$ime extremalni Glohu: hledame hustotu f(x) definovanou na (a; b) takovou,
aby pro ni integral — f: f(z) - log, f(z)dzx nabyval maximalni hodnoty za omezu-
jicich podminek f(z) > 0, fab f(z)dz = 1. Sestrojime opét Lagrangeovu funkci
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L(f,\) ve tvaru
1
Ly =10t

odtud dostavame podminku

OL  Inf 1 B

+A-f, (31)

azni
Inf=XA-In2-1, (33)
tedy
f=etl s, (34)
Dale pak je
d*L 1 1
of? f-In2 In2 . eMn2-1 ’ (35)
proto maxima se dosahuje pro funkci nezavislou na z ve tvaru f(z) = eMn2-1,
Z toho, Ze f ma byt hustota pravdépodobnosti viak plyne, ze e*12~1 = -1 a tedy

funkcional H(X) nabyva svého maxima pro funkci f(z) = ;1. Dokazali jsme tedy,
ze hodnota log, (b — a) uddva maximalni entropii pro hustotu f(z) = 71

Nyni ukéZeme, Ze maximalni hodnoty entropie

1) =~ [ f) - tog, f(w)ae

—0o0

pro spojitou nahodnou veli¢inu X s hustotou f(x) > 0 na intervalu (—oo; +00) se
sttedni hodnotou £X = p a rozptylem DX = o2 dosahuje normalné rozlozen4
nahodna veli¢ina pravé s uvedenymi parametry.

Opét sestrojime Lagrangeovu funkci, tentokrate pro tii druhy vazeb:

+00 ~+o0 +00

/ f(x)dx =1, / x - f(z)dz = p, / - f(x)dx = o2 +u%. (36)

Ta je ve tvaru

J-Inf
In2

Derivovanim L podle f a poloZenim této derivace nule dostaneme

L(f, M\, Mo, A3) = — + M fHNz-fH N3z f (37)

OL — IS N4 a gt =0,

(38)
f(.%’) — 61+(>\1+)\2~m+)\3~m2>1n2 — K. ea12—|—bm+c'
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Dosazenim piedchoziho vztahu do tii vazbovych podminek dostaneme vysledny tvar,
odpovidajici hustoté normalniho rozdéleni:

1 _(e-p)?

f(z) = e 202 . (39)

N oV 2

Zavér

hodné veliciny (je limitnim pro fadu jinych rozdéleni, zminili jsme se o binomickém
rozdéleni), uplatituje se nejen v teorii pravdépodobnosti a statistice (zv1asté v teorii
meéfeni), ale také je podstatou i nékterych teorii fyzikalnich a psychologickych. Ne-
zminovali jsme se o nékterych teoriich biologickych, kde podstatou je ndhoda (napfi-
klad mnozZeni, rtst, ...), kterd ma sviij vné€jsi projev v normalnim rozdéleni nékterych
biologickych veli¢in (je ptivodcem tzv. biologické variability).
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Zadania uloh
72. ro¢nika Matematickej olympiady

Kategoria A
Uloha A-I-1. (Jaroslav Svréek) V obore realnych &isel rieste sistavu rovnic

2 + |y| = 2022,
3y + |22] = 2023.
vicsie ako a. Napr. [1,9] =1a[—-1,1] = -2)

Uloha A-I-2. (Patrik Bak) Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Na polpriamkach
opaénych k CA a BA lezia postupne body D a F tak, ze |DC| = |AB| a |[EB| =
= |AC|. Dokazte, ze stred kruznice opisane;j trojuholniku AD E lezi na kruznici opi-
sanej trojuholniku ABC.

Uloha A-I-3. (Josef Tkadlec) Pre dané kladné celé &islo n uvazujme obdiznikovy
hraci plan 2n x 2 a na fiom 2n zetonov o€islovanych 1,2, ..., 2n a rozmiestnenych
ako na obrazku vlavo. V jednom tahu je mozné osunﬁt’ jeden Zeton z jeho policka
na policko susediace stranou, pokial’ je prazdne. ® Najmenej kol’kymi tahmi mozno
z povodného rozostavenia ziskat’ rozostavenie na obrazku vpravo?

QA® @ @ @Qd
Uloha A-1-4. (Martin Melicher) Su dané dve nepérne prirodzené &isla k a n. Martin
pre kazdé dve prirodzené Cisla ¢, j spiflajﬁce 1 <i< kal < j < nnapisal na
tabul'u zlomok ¢/j. Uréte median v§etkych tychto zlomkov, t. j. také realne &islo g,
ze ak vsetky zlomky na tabuli zoradime podl’a hodnoty od najmensej po najvacsiu

(zlomky s rovnakou hodnotou v 'ubovol'nom poradi), uprostred tohto zoznamu bude
zlomok s hodnotou q.

"Hru si mézete vyskisat na https://skmo.sk/72a3.


https://skmo.sk/72a3
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Uloha A-I-5. (Josef Tkadlec) Dany je ostrouhly roznostranny trojuholnik ABC'. Os
vnutorného uhla pri vrchole A a osi stran AB, AC vymedzuju trojuholnik. Dokazte,
ze priesecnik jeho vySok lezi na taznici z vrcholu A.

Uloha A-1-6. (Martin Melicher) Uvazujme postupnost’ (a,, )5 ; definovanu nasle-
dovne:
cap=3;
- akn > 2, tak a,, = ajaga3...ap—1 — 1.
Dokazte, ze existuje
a) nekonecéne vela prvocisel deliacich aspoii jeden ¢len tejto postupnosti;
b) nekonecéne vel'a prvocisel nedeliacich ziadny ¢len tejto postupnosti.

Kategoria B

Uloha B-I-1. (Patrik Bak) Na tabul'u napiSeme desat’ navzajom roznych kladnych

celych Cisel. V kazdom kroku najskor pod¢iarkneme kazdé Cislo, ktoré nie je suctom

ziadnych dvoch réznych ¢isel napisanych na tabuli, a potom vsetky podciarknuté ¢isla

zotrieme.

a) Dokazte, Ze pre l'ubovolnych desat’ napisanych ¢isel zostane po kone¢nom pocte
krokov tabul’a prazdna.

b) Urcte najvacsi pocet krokov, po ktorych vykonani eSte nemusi zostat’ tabul’a prazd-
na. Uved'te priklad desiatich Cisel, pre ktoré tento pocet dosiahneme.

Uloha B-I-2. (Jaromir Simsa) Ozna¢me M poéet vietkych moznych vyplneni ta-
bulky 3 x 3 navzijom réoznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do 9. Dalej oznaéme N
podet takychto vyplneni, kde st navyse suéty vietkych &isel v kazdom riadku aj stipci
neparne ¢isla. Uréte hodnotu NV : M.

Uloha B-I-3. (Jaroslav Svréek) Uréte vietky dvojice realnych &isel (a, b), pre ktoré
majt kvadratické troj¢leny P(z) a Q(z), pricom P(z) = 2? + ax + ba Q(x) =
= 22 + bz + a, nasledujucu vlastnost’: Kazd4 z rovnic

aP(x) + bQ(x)

0,
aQ(z) +bP(x) =0

je kvadraticka rovnica s dvojnasobnym koretiom.

Uloha B-I-4. (Patrik Bak) V konvexnom pétuholniku ABC DE plati BC' || DE,
CD || AE, |<BAD| = |<DAE| a |<CBD| = |<DBA|. Dokéite, 7e |CD| =
= |DE|.
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Uloha B-1-5. (Josef Tkadlec) Skumajme trojice (a, b, ¢) kladnych celych &isel spiita-
jucich podmienku ab = ¢2.

a) Pre kazdé prvocislo p uved'te priklad trojice (a, b, ¢), pre ktoru plati a+b—2c = p.
b) Dokazte, ze pre kazdu trojicu (a, b, ¢) je a + b + 2¢ zlozené &islo.

Uloha B-1-6. (David Hruska) Dany je trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vr-
chole B. Ozna¢me I stred kruznice jemu vpisanej, M stred prepony AC' a X prie-
secnik priamky I M s priamkou BC'. Dokazte, ze ak lezia body B, I, M, C na jednej
kruznici, tak trojuholnik ABX je rovnoramenny.

Kategoria C
Uloha C-I-1. (Jaroslav Zhouf) Kolko z 2002 zlomkov

0 1 2 2021
2022° 20217 2020° 7 1

ma celociselnu hodnotu?

Uloha C-1-2. (Josef Tkadlec) Zialka ma z patminiitoviek priemer znamok presne
1,12. Dokazte, ze z nich ma aspon 22 jednotiek. (Mozné znamky su 1, 2, 3, 4, 5.)

Uloha C-I-3. (Patrik Bak, Eliska Macdkovd) V trojuholniku ABC ozna¢me
M stred strany AB, N stred strany AC' a P stred Gsecky M N. Dokazte, ze ak
|MN|=|AP|,tak BP 1L CP.

Uloha C-I-4. (Radek Horensky) Hrame nasledujicu hru. Na zaGiatku je na stole
k kopok, na ktorych je postupne 1, 2, 3, ..., k zetéonov. V kazdom tahu vyberieme
I'ubovol'né dve kopky a odstranime z oboch rovnaky pocet Zetonov. Nasim cielom je,
aby na stole zostal jediny zeton. Mdze sa nam to podarit’, ak

a) k=10,
b) k=117

Uloha C-1-5. (David Hruska) Nech ABC DF je pravidelny pituholnik. Priese¢nik
uhlopriecky AC' s osou strany A B ozna¢me F’ (pozri obrazok). Dokazte, Ze trojuhol-
niky ABC a C DF maji rovnaky obsah.
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A | B

Uloha C-1-6. (Jan Mazdk) Uréte najvacsie prirodzené &islo n také, Ze n > 10 a pre
Pubovolnych 10 réznych &isel z mnoziny {1,2,...,n} plati nasledujuce tvrdenie:
Ak nie je ani jedno z tychto 10 Cisel prvocislo, tak je sucet niektorych dvoch z nich
prvocislo.

Za Slovensku komisiu Matematickej olympiady spracoval Stanislav Krajci
e-mail: stanislav.krajci@upjs.sk


stanislav.krajci@upjs.sk
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Kompetencie Ziakov a ich rozvoj v kontexte
témy Zaklady fyziky mikrosveta

Simona Goréakova

Abstract: The fundamentals of microworld physics are one of the topics that figure in
the objective requirements for the knowledge and skills of a high school graduate in
physics. As the objective requirements contain both a content and a performance stand-
ard that goes beyond the current innovated state education program, the preparation of
high school graduates in physics requires, in addition to the valid physics textbooks,
material reflecting these requirements. The aim of this paper is to present the material
created for this topic. A case study focused on working with this material is also in-
cluded.

Key words: methodological materials, fundamentals of microworld physics

Suhrn: Zaklady fyziky mikrosveta je jedna z tém, ktoré figuruju v cielovych poziadav-
kéach na vedomosti a zru¢nosti maturanta z fyziky. Ked’Ze ciel'ové poziadavky obsahuji
obsahovy aj vykonovy S$tandard, ktory je nad ramec platného inovovaného Statneho
vzdelavacieho programu, priprava maturantov z fyziky vyzaduje okrem platnych uceb-
nic fyziky aj material reflektujuci tieto poziadavky. Cielom tohoto prispevku je pred-
stavit’ materidl vytvoreny k tejto téme. Rovnako je siCast'ou aj pripadova $tidia zame-
rand na pracu s tymto materialom.

KPiacové slova: metodické materialy, zaklady fyziky mikrosveta

MESC: B70, C30, U60, U70

Uvod

Ucitel’ je v dnesnej dobe ntiteny, pocas pripravy ziakov na maturitna skusku z fy-
ziky, siahat’ po materialoch, ktoré nie sii primarne uréené pre maturantov, a ktoré
teda nezohl'adiiuju cielové poziadavky na ich vedomosti a zrucnosti [1]. Navyse,
v ramci vzdelavania nielen prirodovednych predmetov je kladeny doraz na rozvija-
nie kompetencii ziakov, ktoré potom mozu d’alej vyuzivat’ v profesionalnom aj osob-
nom zivote. Velmovska a kol. [2] uvadza, Ze: ,,Hoci nasi ziaci disponuju pomerne
vel'kym mnoZstvom vedomosti, maju priemerné schopnosti pracovat’ s nimi. Nemaji
potrebné kompetencie na ich uspe$né vyuzitie pri rieSeni problémov.*“ Podl'a Haver-
likovej, v ramci vyuéovania fyziky v sucasnej dobe, je kladené do popredia aktivne
ucenie.[3] Preto by rozvijanie kompetencii a aktivne u¢enie mala aspon ¢iasto¢ne
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reflektovat’ aj priprava maturantov z fyziky. NajCastejSie vyuzivaju ucitelia na pri-
pravu maturantov udéebnice, ktoré s len prehl'adom stredoskolského uciva. Ani
jedna z nich nie je zamerana na rozvijanie kompetencii a nezohl'adfiuje ciel'ové po-
ziadavky.

Materialy, ktoré zohl'adiiuju cielové poziadavky na vedomosti a zru¢nosti matu-
rantov z fyziky, a ktoré zahinaju rozvoj kompetencii ziakov, nie st na dne$nom trhu
dostupné, preto cielom prispevku je predstavit’ uc¢itelom materialy, ktoré sme vy-
tvorili v ramci rigoroznej prace [4], a ktoré zohl'adfiuju vyssie uvedené prvky. Pri-
prava maturantov z fyziky zahfiia Siroku oblast’ tém, mnoho z nich je vSak obsahom
vyucovania fyziky pocas celého stredoskolského vzdelavania. Tento prispevok je
zamerany len na tvorbu materialov pre jednu tematicka oblast’, a to Zdklady fyziky
mikrosveta.

Tvorba materialov uréenych pre maturantov z fyziky zahina viacero ¢iastkovych
procesov. Najskor sme realizovali analyzu zdkladnych pedagogickych dokumentov,
teda porovnanie inovovaného Statneho vzdelavacieho programu [5] a Ciel'ovych po-
Ziadaviek na vedomosti a zru¢nosti maturantov z fyziky [1], ktoré st vychodiskom
pre stanovenie obsahu materidlov. Néasledne sme sa venovali kI'icovym kompeten-
ciam, ktoré su potrebné pre zivot v 21. storoci. Kladli sme ich do kontextu cielovych
poziadaviek a kompetencii uvedenych v §tatnom vzdelavacom programe. Prva kapi-
tola prispevku je preto zamerana na tvorbu metodickych materidlov. Opisujeme po-
stup, ktory sme pri ich tvorbe zvolili, t¢émy patriace do oblasti Zaklady fyziky mik-
rosveta, uvadzame ukazky z pracovného listu pre Ziaka aj pre ucitel'a spolu s komen-
tarom k jednotlivym Castiam.

Materialy, ktoré sme vytvorili, sme overili vo vyucovani fyziky a pripadné po-
trebné zmeny zapracovali. Poslednt kapitolu venujeme pripadovej $tadii zameranej
na aktivitu s radioaktivnym rozpadom. Ugelom $tudie bolo overit’ a optimalizovat’
material vytvoreny k téme Radioaktivny rozpad. V ramci Studie opiSeme pracu
S nami vytvorenym materialom aj priebeh aktivity.

Tvorba ucebnych materialov

Ciel'om tohoto prispevku je predstavenie uc¢ebného materialu pre Ziaka a materialu
pre uCitel’a k téme Zaklady fyziky mikrosveta, ked’ze na trhu nie je dostupna uéebnica
fyziky pre maturantov. Niektori uéitelia na pripravu maturantov v tejto oblasti vyu-
zivaju ucebnicu Fyzika pre 4. rocnik gymndzia [6], ktora vSak nezohl'adiiuje rozvoj
kompetencii a aktivnu ¢innost’ ziaka, ktord podl'a Demkanina a Kovaca [7] ma byt
sucast'ou fyzikalneho vzdelavania. Dostupna je aj ucebnica Zmaturuj z fyziky [8],
ktora tiez nie je zamerana na kompetencie Ziaka, ale sluzi skor ako sprievodca stre-
doskolskym uéivom fyziky.
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Pri tvorbe materialu sme vychadzali predovsetkym z Cielovych poziadaviek na
vedomosti a zruénosti maturantov z fyziky [1]. Vytvorili sme 10 pracovnych listov
uréenych pre ziaka, a ku kazdému aj pracovny list ur€eny pre ucitel’a, ktoré tema-
ticky kopiruju ciel'ové poziadavky k tejto téme na Grovni aplikovat [1]. 1de 0 témy:

1) Radioaktivita v medicine.

2) Radioaktivny rozpad.

3) Kardiostimulator a Stitna zl'aza.

4) Urcovanie veku organickych zvyskov.
5) SInko — energia buducnosti?

6) Stelarne a Stiepne reakcie.

7) Foton — rozruch okolo energie!

8) Fotoelektricky jav.

9) Spektrum vodika.

10) Co je elementarna ¢astica?

Ulohy v pracovnych listoch st zamerané na cielové poziadavky rovnako ako na
rozvoj kompetencii ziakov (Obr. 1).

Ulohy

1. Prirad’te oblasti grafu zavislosti N od Zk prisluinym druhom radioaktivneho
Ziarenia a uved'te asticu, ktora bola pri danom Ziareni vylifena.

2. Vmedicine sa uhlik ''C vyuZiva na tomografiu, j6d '*'I na scintigrafiu a rddium
126Ra na radioterapiu. S pomocou periodickej tabulky chemickych prvkov
zostavte rovnice jednotlivych rozpadov.

3. Vysvetlite, preco bolo zakazané vyuZivanie radia aj na terapeutické ucely.

4. Objasnite, preco a akym spdsobom sa vyuZiva ochrana v miestnosti, kde prebieha
radioterapia.

Obr. 1: Priklad viloh z PL 01 Radioaktivita v medicine.

Kompetencie spolu s ciel'mi aktivity sa uvedené v liste pre ucitel’a (Obr. 2).
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Radioaktivita v medicine

rozpadom v kontexte mediciny. Ziaci majii na zdklade predoslych vedomosti
a Styroch dokumentov, ktorych obsahom je rddioaktivita spojend s medicinou,
vyriesit tlohy.

Kompetencie:

Vytvorit' model transformdcie.

PouZit a interpretovat’ dokumenty.

Obr.2: Priklad Poznamky pre ucitela a Kompetencii z UL 01 Radioaktivita v medicine.

@ Ciel'om aktivity je zopakovanie zdkladnych pojmov suvisiacich s radioaktivnym

List pre ucitel’a okrem toho obsahuje vzorové riesenia uloh, oznacené boldom a
kurzivou, metodické poznamky pre uéitel’a, ktoré sme zvyraznili kurzivou a doplnili
k nim $pecialnu ikonu (Obr. 3).

2. V medicine sa uhlik *C vyuziva na tomografiu, j6d *3'I na scintigrafiu a radium
226Ra na radioterapiu. Spomocou periodickej tabulky chemickych prvkov
zostavte rovnice jednotlivych rozpadov.

Na zdklade dok 1.1 by mali Ziaci dokdzat' urcit, o aké premeny ide pri
]ednotllvych medicinskych metédach. KedZe rdadium objavila M. Curie a jej
terapia vyuZiva a rozpad nejakého jadra, rddioterapia je charakteristickd
alfa rozpadom.
Tomografia: 1€ - 1B + %
Scintigrafia: 131 131Xe + % -
Rddioterapia: Zz‘SRa - 222Rn + 4H e

Obr. 3: Priklad vzorového rieSenia a Pozndmky pre ucitela z UL 01 Radioaktivita v medicine.

Poznamka pre ufitela |

1 Vzorové rieSenie

Namety na aktivity spolu s ulohami sme Cerpali z réznych zahrani¢nych ucebnic
fyziky [9 - 14], pricom sme ich adaptovali na poziadavky kladené v iSVP a cielo-
vych poziadavkach, aby boli rozvijané kompetencie ziakov. Vzhl'adom na prehl'ad-
nost’ pracovnych listov pre Ziaka a uditel'a, zdroje uvadzame v tejto kapitole. Okrem
toho sme ako posledn aktivitu vytvorili pojmovy komiks podla Sukel'ovej [15].

Vytvorené aktivity sa uclitefom spristupnené na stranke http://e-fy-
zika.ddp.fmph.uniba.sk v ¢asti Metodické materialy (https://Ink.sk/axe7). V d’alsom
uvadzame ukazku pracovného listu pre ucitel'a k téme Radioaktivny rozpad.
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Pripadova §tidia zamerana na aktivitu k radioaktivnemu roz-

padu

Ukel a zddvodnenie pripadovej §tidie

Nasim cielom bolo vytvorit’ u¢ebny materidl k téme Zéklady fyziky mikrosveta,
ktory mé podnecovat’ ziakov k aktivnemu uceniu, pri tvorbe materidlov sme vyuzi-
vali zahrani¢né materidly a naSe skusenosti z vyu€ovania. Vytvorené materidly sme
nasledne vyuzivali vo vyucovani fyziky, overili a upravili.

Ugelom tejto §tudie bolo analyzovat’ pracu s materidlom vytvorenym ku konkrét-
nej aktivite — Rddioaktivny rozpad a uebny material nasledne optimalizovat’. Rov-
nako sme sa snazili najst’ vhodné pomocky na jej realizaciu, ked’Ze existuje viacero
verzii zvoleného experimentu.

Techniky zberu a spravy udajov

AKktivitu Rddioaktivny rozpad sme realizovali v ramci vyucovania fyziky v 4. ro¢-
niku franctizskeho bilingvalneho gymnézia v Bratislave. Zucastnilo sa jej 28 zZiakov,
ktori boli rozdeleni do §tvorclennych skupin. Ked’ze v tom Case prebiehalo distan¢né
vyucovanie, ziaci sa do aktivity zapojili v ramci online skupin, pricom merania pre-
biehali u nich doma. Skupinovu pracu sme zvolili, aby Ziaci mali priestor na spolu-
pracu a komunikaciu, ktoré v ramci diStanéného vyucovania nemaja vel’ky priestor.
Ziaci boli dopredu oboznameni s pomédckami, ktoré si v ramci domacej pripravy na
vyucovanie museli nachystat’.

V priebehu aktivity sme sa pripajali k jednotlivym skupinam, a potom sme
v ramci spolo¢nej hodiny porovnavali vysledky jednotlivych skupin, diskutovali
0 problémoch, s ktorymi sa Zziaci stretli, o vysledkoch merania a ich interpretacii
a moznych zlepSeniach experimentu. Aktivite sme venovali dve vyucovacie hodiny
— jednu vyucovaciu hodinu realizicia, druhu diskusia.

Priebeh realizacie aktivity

Na zaciatku sme ziakov rozdelili do siedmich §tvor¢lennych skupin. Ich ulohou bolo
realizovat’ aktivitu s pomdckami podla vlastného vyberu. S cielom aktivity, ktorym
bolo modelovanie radioaktivneho rozpadu, boli obozndmeni. Pripravili sme tri ver-
zie experimentu, z ktorych si ziaci mohli vybrat’.

Prva verzia spo¢ivala v modelovani s vyuzitim hernych kociek. Ulohou Ziakov
bolo pripravit’ si 20 hernych kociek — kazdy zo $tvorice. Nasledne ich mali podl'a
pokynov hadzat’, a odoberat’ vzdy vsetky kocky so zvolenym ¢islom (napr. s ¢islom
2). Mali vykonat’ 10 hodov, pricom po kazdom z nich bolo treba zaznamenat’ pocet
zostavajucich kociek. Keby sa meranie uskutoc¢nilo prezenc¢ne, hody by bolo treba
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vykonavat’, kym by na kazdej kocke nepadlo vybrané &islo. Dalsim krokom bolo
zjednotenie udajov, teda celkové vysledky zahtiiali vysledky kazdého ziaka zo Stvo-
rice — teda pocet kociek na zaciatku nie 20, ale 80. Nakoniec mali Ziaci vytvorit’ graf
zavislosti poctu zostavajucich kociek od poctu hodov.

Druhou verziou bolo modelovanie s vyuzitim pukancov. Ziaci si dopredu mali
pripravit’ 8 rovnakych balikov pukancov uréenych do mikrovinnej rary (predpokla-
dalo sa, ze doma disponuju mikrovinnou rarou). V tejto verzii experiment vykonaval
jeden ziak doma, ostatni zaznamenavali a spracovavali tdaje. Ich tlohou bolo za-
znamenavat’ pocet nevypukanych pukancov v zavislosti od doby pukania v mikro-
vinnej rare. Najskor jeden balik nechali vypukat’, pri¢om mali odmerat’ dobu ohrevu
v mikrovinke. Tiez museli spocitat’ pocet zrniek kukurice, ktoré jeden balik obsa-
huje. Tato dobu rozdelili na rovnaké ¢asové tseky t. Dalsie baliky nechavali pukat’
v ¢asovych usekoch t, 2t, 3t atd’. Na zaver mali vytvorit’ graf zavislosti po¢tu nevy-
pukanych pukancov od doby ohrevu.

Tretia verzia zahiiiala modelovanie radioaktivneho rozpadu vyuzitim poleného
hrachu. Kazdy zo $tvorice realizoval vlastné meranie, ktoré potom Vv ramci skupiny
porovnal so spoluziakmi. Kazdy ziak si prichystal 100 kusov poleného hrachu, ktoré
nasledne pustal z nejakej vysky na stol, po dopade odobral vsetky kusy, ktoré padli na
zvolent stranu (bud’ oblt alebo plocht — po dohode v ramci skupiny). Zvy$né hrachy
znovu pustil na stdl a hody opakoval, kym mu neostal ani jeden hrach. Nakoniec bolo
treba zostrojit’ graf zavislosti poétu zostavajacich hrachov od po¢tu hodov.

Jednotlivé skupiny sa mohli dohodnut’, ktora verziu aktivity budu realizovat'.
Uvadzame tabulku (Tab.1) s poctom skupin, ktoré si zvolili jednotlivé verzie.

Tab. 1: Vyber aktivit jednotlivymi skupinami

Verzia Pocet skupin, ktoré ju realizovali
Prva - kocky 0
Druha - pukance 2
Tretia — poleny hrach 5

Vzhl'adom na pocet kociek potrebnych pre realizaciu prvej aktivity, si ju nevybrala
ziadna zo skupin. Najjednoduch$im na zaobstaranie bol balik poleného hrachu, preto
si tto verziu vybral najvacsi pocet skupin, ¢o ziaci uvadzali pri zdovodnovani svojho
vyberu. Ziaci mali tieZ k dispozicii pracovny list, ktory uvadzame nizsie (Obr. 4).
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Radioaktivny rozpad

Moment rozpadu radioaktivneho jadra nevieme predpovedat. Co je znime, je len
pravdepodobnost rozpadu za jednotku ¢asu, ktora je vyjadrend konstantou A. Rovnako,
ked hadZeme kockou, nevieme predpovedat, kolkokrat musime hodit kockou, aby padla
jednotka. Zndma je len pravdepodobnost, Ze padne jednotka. Radioaktivny rozpad je teda
nepredpovedatel'ny a spontanny jav, ktery vieme modelovat hadzanim kociek aj vyuzitim
pukancov, ¢i poleného hrachu.

Uloha:

Zisti, ako zavisi pocet nevypukanych pukancov od ¢asu pukania.

Zisti, ako zavisi pocet hrachov padnutych na oblu stranu od poétu hodov.

Zisti, ako zavisi pocet kociek na ktorych nepadlo vybrané ¢islo od poctu hodov.

Verzie:
Kocky - kazdy zo Stvorice si pripravi 20 kociek, ktoré budete hadzat. Zvolte jedno ¢islo
(rovnaké pre kazdého), vykonajte 10 hodov kockami, pricom po kazdom hode odstranite
vietky kocky so zvolenym ¢islom. Po kaZzdom hode zaznamenajte pocet zostavajicich
kociek.

Pukance - spolo¢ne si pripravte 8 balikov pukancov amikrovinni riru. Meranie
zrealizuje jeden zo $tvorice doma. Ostatn{ pomdZu pri spracovavani merania. Najskor
jeden balik nechajte vypukat, odmerajte ¢as, ktory to trvalo. Tiito dobu rozdel'te na
rovnaké Casové lseky t. Spolitajte pocet zrniek kukurice, ktoré jeden balik obsahuje.
Dalgie baliky nechajte pukat v &asovych tsekoch t, 2t 3t atd. Zaznamenajte polet
nevypukanych pukancov po kazdom pukani.

Hrach - kazdy zo Stvorice si pripravi 100 zrniek poleného hrachu, ktoré budete pustat
z nejakej vy$ky na stél. V rdmci skupiny sa dohodnite, ktorii stranu budete sledovat’ (obla
alebo plochi). Po kazdom hode zaznamenajte pocet hrachov, ktoré na vybranu stranu
padli a tieto odoberte. Zvy$né znovu pustite. Hody opakujte, kjm Vam neostane Ziaden
hrach.

Postup:
1. Vyber si jednu z verzii experimentu a zrealizuj meranie.
2. Udaje zaznamenaj do tabul'ky a zostroj graf zavislosti po¢tu zostavajticich kociek,
hrachu, pukancov, od &asu, ktory balik pukal/od poétu hodov.
3. Zobraz trendovu spojnicu spolu s jej rovnicou.

Odpovedz:
1. Akéje pravdepodobnost, Ze zrnko kukurice sa premenf na pukanec? Ze na kocke
padne vybrané &islo? Ze hrach padne na vybrant stranu?
2. Ak uvaZujeme, Ze pukanie kukurice je modelom radioaktivneho rozpadu, uvedte,
aka je v danom pripade hodnota rozpadovej konstanty A.
3. Vysvetli, éo znamenaju jednotlivé éleny rovnice trendovej spojnice.

Obr. 4: Pracovny list pre Ziaka k aktivite radioaktivny rozpad.

Ziaci realizovali aktivity poc¢as jednej distanénej vyucovacej hodiny, pri¢om boli
Vv MS Teams rozdeleni do skupin, a tak mohli spolu kooperovat’. Pocas tejto vyuco-
vacej hodiny sme u ziakov nepostrehli problémy so samotnou realizaciou merania.
Problémy, ktoré sme so Ziakmi riesili, sa tykali najma tvorby grafu v softvéri Mic-
rosoft Excel, ktory si vdcsina na tvorbu grafu zvolila. Okrem toho Ziaci na tvorbu
grafu volili aj mobilnu aplikdciu Vernier Graphical Analysis, s ktorou maja uz sku-
senosti z hodin fyziky. Mézeme konstatovat’, ze vytvorit’ graf po upresneni nezavis-
lej premennej zvladla kazda skupina. U dvoch skupin sme zaznamenali problém
s pridanim trendovej spojnice do grafu a so zobrazenim jej predpisu.
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Pocas druhej distancnej vyucovacej hodiny sme so Ziakmi diskutovali o vysled-
koch merania, ktoré sme aj interpretovali. Pri porovnani vysledkov skupin sa ukazali
ako najmenej presné merania tie, pri ktorych boli vyuzité pukance. Vysledky mera-
nia pri hrachu boli takmer uk4zkovo presné. Pravdepodobnost’ vychadzala v roz-
medzi od e %! = 0,60 do e 7%*® = 0,62.

Interpretacia dat zahtfnala hlavne prepojenie medzi veli¢inami, ktoré sa vyskytuji
pri radioaktivnom rozpade a hodnotami, ktoré Ziaci namerali. Interpretovali sme rov-
nicu, ktora vysla jednej skupine pri verzii s pukancami. Potom sme interpretovali
jednu rovnicu od dobrovolnikov, ktori pracovali s hrachom. Zacali sme pukancami.
Na Obr. 5 uvadzame graf, ktory vytvorila skupina s pukancami.

Graf zavislosti nevypukanych zrniek kukurice
od doby pukania
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Obr. 5: Graf zostrojeny z dat, ktoré Ziaci namerali pri pukani kukurice.

Po prezentacii merania ziakmi, sme zacali diskutovat’ vyznam rovnice. Ked’ze na
zacCiatku napocitali Ziaci 423 zrniek kukurice, konstantu 410,33 vel'mi rychlo spojili
s tymto poctom. So zavislou a nezavislou premennou nebol ziaden problém, pretoze
aj v grafe ich mali pomenované, teda y z rovnice zodpovedalo N a x zase Casu t.
Problém nastal pri uréeni konstanty z rovnice 0,016. Ziaci poznali zikon radioaktiv-
neho rozpadu a vedeli, Ze by tito hodnota mala zodpovedat’ rozpadovej konstante A,
ktora vyjadruje pravdepodobnost’ rozpadu. Ked'ze pravdepodobnost’, Ze sa zrnko ku-
kurice premeni na pukanec je 0,5, Ziaci ocakavali, ze aj hodnota A vyjde 0,5. Do toho
im nahral fakt, ze skupinam, ktoré pracovali s hrachom, vychadzala 1 = 0,498 a pri
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hrachu je tiez pravdepodobnost’, Ze hrach spadne napr. na oblu stranu 0,5. Preto sme
zobrazili aj ich graf (Obr. 6), a zacali sme diskutovat’ o tom, ¢o je v tom merani iné
a komu teda vysla spravne hodnota rozpadovej konstanty.

Graf zavislosti poc¢tu oblych hrachov od poctu hodov
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Obr. 6: Graf zostrojeny Ziakmi, ktory pracovali s hrachom

Pri porovnani si jedna ziacka vSimla, ze rozdiel v grafoch je prave v hodnotach
na x-ovej osi. Zatial’ ¢o pri pukancoch ide o ¢as v sekundach, pri hrachu je iba pocet
hodov. Tak sa spustila debata 0 tom, ¢i tento fakt ma nejaky vplyv na hodnotu expo-
nentu. Takmer ihned’ zareagoval jeden Ziak, ktory povedal, ze urcite 4no, lebo roz-
padova konstanta hovori o pravdepodobnosti premeny jadra za dany cas, pretoze jej
jednotka je s™1. Preto sme Zziakom dali za ulohu, zistit, aky velky je ¢asovy tsek,
aby rozpadova konstanta mala hodnotu 0,016. Zistili, ze to vychadza 31,25 s, ¢o
vzhladom na presnost’ merania zodpoveda rozdielu ¢asovych tisekov, v ktorych me-
rali. Nasledovala otazka, ako to je pri hrachu. Ziaci vSak okamzite reagovali s tym,
ze ked’ze nemeriame cas, ale pocet hodov, rozpadova konstanta bude vyjadrovat’
pravdepodobnost’, Ze sa jadro premeni za jeden hod. Jeden hod ako ¢asovy usek.
Teda aj hodnota rozpadovej konstanty vysla vzh'adom na presnost’ merania spravne.
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1Ziaci po tejto diskusii zhodnotili, Ze im pojem rozpadova konstanta dava ovel'a va&si

zmysel.

Nésledne nés zaujimalo, s akymi problémami sa ziaci pocas realizicie aktivit
stretli. Znovu sa ukdzalo, Ze aj realizacia bola viac problematicka pri pukancoch ako
pri hrachu. Problém uvadzany skupinami, ktoré zvolili pre svoj experiment prave
poleny hrach, bol nastavenie vysky pustania hrachu tak, aby dopadol vsetok na st61
a nerozletel sa d’aleko do stran. Vsetky skupiny tvrdili, Ze im hodnu chvilu trvalo
prist’ na to, ako maju hrach pustit’ tak, aby dobre dopadol a nestratili nejaké kusy
mimo.

Problémy s realizdciou aktivity s pukancami, ktoré si zvolili dve skupiny boli na-
sledovné:

e Casové naro¢nost — uréenie poétu pukancov v jednom baliku bolo zdihavé, pri-
¢om ostatni Ziaci v skupine nemali ¢o robit’. Obe skupiny uviedli, Ze v jednom
baliku pukancov do mikrovinky sa nachadza priblizne 500 kusov zrniek kuku-
rice. Teda aj nasledné spoéitavanie poétu nevypukanych pukancov bolo zdihavé,
vzhl'adom na to, Ze to mohol robit’ iba jeden ziak. Alternativou by mohlo byt
vysypanie pukancov na stol, ich odfotenie, rozdelenie fotky na 4 sektory, pricom
kazdy ziak by spocital pukance vo svojom sektore.

e Technicka stranka realizacie — problém s ur¢ovanim poctu pukancov na zaciatku
experimentu. Pukance st namocené v bravéovej masti, teda st mastné a pozlie-
pané dokopy. Rovnako aj problém s mikrovinnou rirou, ked’ze nie na kazdej je
mozné nastavit’ vykon. To spdsobilo, ze v jednej skupine, kde maja doma vel'mi
vykonnu mikrovinni rru, vypukanie pukancov trvalo kratky cas, a to spésobilo
kratke ¢asové useky na pukanie pukancov.

e Vela odpadu a vysoké vstupné naklady — podl'a ziakov taky pocet balikov kuku-
rice doma nie je mozné zjest. Teda Ziaci museli urcité mnozstvo pukancov vy-
hodit’. Pritom naklady su priblizne 5 eur, ked’Ze je potrebnych 8 balikov, pricom
jeden stoji okolo 0,6 eura.

Verzia, ktora sa ziakom najviac pacila, bola, podl'a ich slov, tretia — s hrachom.
Viaceri ziaci sa vyjadrili, Ze by rad$ej zvolili kocky, ktoré v§ak doma nemali. Zaznel
aj navrh, ze hody kockami sa dajui simulovat’ na internete, avSak nie vSetkym sa toto

1V skutoénosti Ziaci nemerali akou pravdepodobnostou hrach dopadne na st6l plochou, &i oblou stra-
nou, ale merali, akou pravdepodobnost’'ou sa ustali hrach na rovnej, alebo oblej strane. Tu je asymetria
zjavna, a neda sa ofakavat’ pravdepodobnost’ javu 0,5, ako v pripade hodu s mincou (kde symetria
zjavna je). Ak poCet javov po n-tom hode je N, a javy st nezavislé, pravdepodobnost’ p javu je priblizne
rovnd p = Np.q1/Nn. V experimente s hrachom tato pravdepodobnost’ vysla p ~ e~%498 = 0,61, ¢o
z grafu na obr. 6 vidiet. Experiment je atribut pravdy, preto ma vyznam hovorit’ len o tom, ¢i experi-
ment potvrdil, alebo nepotvrdil hypotézu (o pravdepodobnosti), resp. ¢i experiment je vierohodny alebo
nie. (Poznamka redakcie).
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rieSenie pozdavalo, lebo to nebrali ako readlne meranie, ale ako nie¢o umelo vytvo-
rené.

Celkovo hodnotili ziaci aktivitu dobre. Pacilo sa im, ze vysledky merania kores-
pondovali s tym, ¢o uz o radioaktivnom rozpade vedeli. Boli vel'mi spokojni, Ze ex-
periment zvladli z velkej Casti zrealizovat’ sami a Ze zvladli spracovat’ data.

Diskusia

Cielom tejto Studie bolo optimalizovat’ materialy a zvolit’ vhodnll verziu experi-
mentu Kk tejto aktivite.

Prvym délezitym zaverom, ktory z nej vyplynul, bolo, ze v pracovnom liste mu-
sime upresnit’, aky graf maju ziaci vytvorit. Vzhl'adom na ¢o maji skiimat’ pocet
nevypukanych pukancov, pocet zostavajiceho hrachu alebo pocet zostavajticich ko-
ciek. Mame za to, Ze vzniknuté nejasnosti boli spdsobené hlavne troma réznymi ver-
ziami, pricom v kazdej sa nezavisle premenna mierne liSila, avSak vo finalnej verzii
pracovného listu sme dbali na toto upresnenie.

Druhé zistenie sa tykalo spracovania dat. PoCas realizacie aktivity sme nechali
volbu softvéru na ziakov. Vybrali si mobilnu aplikaciu Vernier Graphical Analysis
alebo Microsoft Excel. Ked’Ze realizécia aktivity prebiehala pocas distanéného vyu-
¢ovania, Ziaci mali tazkosti so zdielanim svojich vysledkov so spoluziakmi v pri-
pade vol'by mobilnej aplikacie. Tiez sa ukazalo, ze niektori nevedeli pridat’ do grafu
trendovl spojnicu a jej predpis. Pocas prezenénej vyuky je vyhodnejSie pouzit’ mo-
bilnt aplikaciu, ked’ze bezne Ziaci nemaju pristup k poéitacom, ¢o ale vyzaduje po-
uzitie mobilnych telefonov. Poziadavku na vytvorenie grafu sme doplnili o informa-
ciu, ze ho treba vytvorit’ v MS Excel, s ktorym by mali mat’ v§etci Ziaci uz predoslia
skusenost’, ale do poznamky pre ucitel'a sme uviedli aj moznost’ vyuZzitia mobilnej
aplikacie.

Dalsie zistenie suvisi s volbou pomdcok na realizaciu tejto aktivity. Kazda zo
zvolenych verzii ma ur€ité vyhody a nevyhody, ktoré sa liSia vzhl'adom na to, ¢i
vyucovanie prebieha prezenénou alebo distan¢nou formou. Prva verzia s kockami je
vyhodna vzhl'adom na fakt, Ze vieme pracovat’ s pravdepodobnost'ou rozpadu — ne-
musime odstranovat’ len jedno Cislo, mozeme aj dve, tri, $tyri a pod. Tym padom
vieme v modeli menit’ aj dobu polpremeny. Problém tejto verzie je, Ze nie kazdy
ucitel’ disponuje takym mnozstvom kociek, aby kazda skupina mala 20 kusov, a tieZ
je aktivita t'azSie realizovatel'na v diStan¢nej forme.

Co sa tyka verzie s hrachom, tu uz nemébzeme hovorit' o roznej pravdepodobnosti,
teda nevieme ovplyvnit’ konstantu, ktora ma predstavovat’ dobu polpremeny. Vyho-
dou tohoto variantu je, Ze v Case diStancného vyucovania je pre ziakov l'ahko reali-
zovatel'ny aj v domacom prostredi. Jediny problém, ktory by pri tejto aktivite mohol
nastat’ je, ze ziaci by mohli nadobudnit’ mylna predstavu o ubytku hmotnosti pri
radioaktivnom rozpade — ak odoberame hrach, ktory padol na plochu stranu, vzorka
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ma mensiu hmotnost’. Na tento rozpor treba pri realizacii tejto verzie aj verzie s koc-
kami Ziakov upozornit’.

Verziu s pukancami uréenymi do mikrovlnne;j rury, ktora vysla ako najproblema-
tickejSia pri jej realizacii, sme sa rozhodli nepouzit’. Faktom vSak ostava, Ze premena
zrnka kukurice na pukanec je najlep§im modelom radioaktivneho rozpadu. Ziaci ne-
nadobudnu pocit, Ze pri radioaktivnej premene vznika ubytok hmotnosti, zaroven
modzu byt pripravené pukance prijemnou odmenou na zakoncenie vyucovacej ho-
diny. V u¢ebnom materiali sme teda pouzili ako pomdcku pukance, avSak nie tie,
uréené do mikrovinnej riry, ale na panvicu. Pomocky potrebné na realizaciu tejto
aktivity pocas prezen¢ného vyucovania, su narocnejsie na zaobstaranie pre ucitel'a —
potrebuje zdroj tepla a panvicu, ale sta¢i mu mensie mnozstvo pukancov. Pre Ziaka
je to jednoduchsie na realizaciu doma. Zachovava sa vsak efekt premeny.

Zaver

Vzhl'adom na to, Ze v dnesnej dobe nie je dostupna ucebnica urc¢ena pre maturantov
z fyziky, ktora zohl'adnuje cielové poziadavky na ich vedomosti a zru¢nosti a rozvi-
janie ich kl'icovych kompetencii, bolo cielom prispevku predstavit’ vytvoreny ma-
teridl pre ziaka a ucitel'a k téme Zdklady fyziky mikrosveta, ktory by ich zohl'adnoval.

V prispevku sme opisali pristup, ktory sme zvolili pri ich tvorbe. Spomenuli sme
zoznam tém, na ktoré su pracovné listy zamerané. Uviedli sme ukazky z pracovnych
listov.

Vytvorené materialy sme implementovali do vyu¢ovania fyziky s cielom overit’
ich a nasledne optimalizovat’. Potrebné zmeny sme do materialov zapracovali. Spo-
sob, akym overenie prebichalo, opisujeme v poslednej kapitole v ramci pripadovej
Stadie. Pripadovu $tudiu sme zamerali na aktivitu Rdadioaktivny rozpad, ale podob-
nym spdsobom sme overili aj ostatné materialy. Ugelom pripadovej §tadie bolo ove-
rit material vytvoreny k modelovaniu radioaktivneho rozpadu, ktory sme v tejto ka-
pitole uviedli a vybrat’ vhodné pomocky na realizaciu tohoto modelu. Realizacie ak-
tivity sa zcastnilo 28 ziakov. So ziakmi sme modelovali radioaktivny rozpad a na-
sledne diskutovali o materiali aj o samotnej aktivite. Vysledky pripadovej Stadie
ukazali, Ze vybrana aktivita pomohla ziakom objasnit’ pojem rozpadova konstanta a
sprostredkovala lepsiu predstavu o tom, ako radioaktivny rozpad prebieha. Ostatné
pracovné listy vytvorené v ramci tejto prace sme implementovali do vyucovania fy-
ziky. Na zaklade ohlasov od zZiakov sa domnievame, ze st vhodné na vyuZitie vo
vyucovanti.
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Texty uloh 1. kola 64. ro¢nika Fyzikalnej
olympiady (Sk. r. 2022-2023) kategorie E, F, G

Kategoria E

1. Oneskoreny vlak
Vlak sa pohybuje po trati konstantnou rychlostou v po dobu t; = 1,00 h, ale potom
sa musi zastavit’ pre prace na trati a ¢aka na mieste po dobu t, = 0,50 h. Ked’ sa da
znova do pohybu, jeho konStantna rychlost’ je len 75% pdvodnej rychlosti v,. Vlak
dorazi do ciel’a s oneskorenim t, = 1,50 h oproti cestovnému poriadku, ktory poci-
tal s konstantnou rychlostou v, po celtl dobu jazdy.

Keby miesto, kde vlak sa musel zastavit’, by bolo o s, = 45,0 km d’alej v smere
jazdy, oneskorenie vlaku (oproti cestovnému poriadku) by bolo len ts = 1,00 h.

a) Kol'ko mala trvat’ (t.) cesta podla cestovného poriadku?

b) Akabolarychlost v, vlaku v prvej Casti (planovana rychlost’ podl'a cestovného
poriadku)?

¢) Aké bola celkova dizka s trate?

d) Zostroj grafy rychlosti ako funkcie ¢asu v oboch pripadoch do spolo¢ného
grafu.

2. Zlozity elektricky obvod
C Na obrazku E-1 je zlozity elektricky obvod,

kde medzi bodmi A a B st zapojené rezis-
tory R,az Rs. Rezistory R, a R, mdzeme na-
hradit’ rezistormi s odporom R, = 0 ( pred-
stavujucimi skrat, alebo s nekonecne vel-
kym odporom R, = oo (), ktoré predstavuju
prerusenie vetiev.

Napi$ hodnoty rezistorov R, a R,, aby re-
zistory R4,...,Rg vytvarali medzi bodmi
A a B obvod ekvivalentny obvodu:

a) S tromi rezistormi v sérii,
b) s tromi rezistormi zapojenych paralelne.
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Ur¢i hodnoty odporov R. @ R4 (mdzu byt iné ako 0 alebo ) tak, aby

c) vysledny odpor Rpg medzi bodmi A a B nezavisel od E :
hodnoty odporu Rs. o

Vo vsetkych pripadoch a), b), ¢) znazorni rieSenie na obrazku
a vypocitaj vysledny odpor Rag medzi bodmi A a B.
Ulohu rie§ pre hodnoty odporov: R; = 1,0 Q, R3 = 3,0 Q,
Rs = 50Q. https://teachers-
Poznamka: o elektrickych obvodoch, sériovom a paralel- paradise.web-
nom zapojeni pozri napr.: node.sk/ald-s- sy
https://teachers-paradise.webnode.sk/al3-3-elektricke-ob-
vody/

3. Objem val¢eka v Pade
V pohari 1 je voda, v pohari
2 je neznama kvapalina. 1 2
Mame dve rovnaké kocky
l'adu s dizkou strany 1 cm.
V kazdej kocke je zamrz-
nuty valcek ako ukazuje ob-
razok E-2. Oba valceky
maju rovnaky tvar a objem,
su  zrdoznych materidlov
a z ladovych kociek vy¢nie-
vaju 1/3 svojej dizky.

V oboch pripadoch sa kocky vznasaju v kvapalinach v stabilnej polohe, ako uka-
zuje obr. E-2. Stabilnou orientaciou rozumieme nasledovné: ak kocku mierne poo-
toCime, vrati sa do takej orientécie, akl ukazuje prislusny obrazok.

Obr. E-2

a) Urdte objem I, val&ekov v jednotkach mm3, ak v nadobe 1 je val¢ek z hliniku.

b) V ktorom pohari je kvapalina s va¢Sou hustotou? Aka je hustota valéeka v na-
dobe 2 v porovnani s hustotou hlinika a s hustotou 'adu? Svoju odpoved’ zd6-
vodni.

Kocky l'adu sa za¢nu roztapat’. ValCeky zostavaji zamrznuté v 'ade.

¢) Co saudeje s kockou l'adu v pohari 1 (bude sa vznasat,, vyplava na vona hla-
dinu, klesne na dno pohara)? Svoju odpoved’ zdovodni.

Voda z l'adu v pohari 2 sa nerozptsta v neznamej kvapaline, ale na za¢iatku zostava
V spojeni s ladom a vytvara na jeho povrchu tenku vrstvu (v dosledku tzv. povrcho-
vého napétia).
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d) Co saudeje s kockou 'adu spojeného s vodou z Padu v pohari 2 (bude sa vzné-
Sat’, vyplava na volnt hladinu, klesne na dno pohéra)? Svoju odpoved zdo-
vodni.

e) Co saudeje s kockou I'adu v pohari 2 (bude sa vznasat’, vyplava na volna hla-
dinu, klesne na dno pohara), ak roztopend voda sa oddeli od kocky 'adu? Svoju
odpoved’ zd6vodni.

Hustota vody p,, = 1,00 g/cm?®, hustota 'adu p, = 0,92 g/cm?, hustota hlinika
Py = 2,70 g/cm?.

4. Vytah z nebies
Pre veI'mi vysoké budovy sa skimaju moznosti zachrany oséb z vysokych poschodi.
Jednou z moznosti je 'ahka hlinikova ty¢ s prierezom S = 1,00 cm? a medena plat-
forma, ktora kize dole po ty¢i, obr. E-3. Na platforme je tre-
_ cia brzda, ktora udrziava pocas klesania bezpecni kon-
Stantnu rychlost’,. Platforma zostapila z vysky h az na prize-
ﬁ é mie za ¢as T =1min40s. Hmotnost platformy
K F— M, =100 kg a niesla dve osoby s celkovou hmotnostou
M = 200 kg. Pri treni uvol'nené teplo Ciastocne zohrieva hli-
nikovu ty¢ (Cast’ k; = 40 % uvol'neného tepla). Rovnaku
Cast’ odovzdava brzda platforme. Kym platforma zostlipi az
na prizemie, zvysna Cast, 20 % tepla sa odovzda do okolia.
Na poslednych par metroch platforma zabrzdi a bezpe¢ne sa
zastavi na prizemi. Pri poklese z vysky h aZ na prizemie sa

Obr. E-3 o
teplota platformy zvysi o Atc, = 8,05 °C.

a) Urc¢i zmenu Ata teploty hlinikovej tyCe spdsobenu trenim v brzde.

b) Ur¢i vysku h, z ktorej platforma klesala.

c) Z akejvysky H by musela klesat’ platforma s uvedenym nakladom, aby jej tep-
lota vzrastla z ty = 20 °C na bod varu vody (pri normalnom tlaku vzduchu)?

Hustota hlinika ps = 2712kg/m3, Merné hmotnostné teplo hlinika
ca =910J/(kg-°C)a medi ccy, =390]/(kg-°C), gravitatna konStanta
g = 10 N/kg. Paluba platformy je tepelne izolovana.



5. Vesmirne smetie

UNOOSA (United Nations Office for
Outer Space Affairs — Urad OSN pre ves-
mirne  zalezitosti) eviduje celkom
N = 7389 umelych satelitov nad po-
vrchom Zeme, z ktorych N, = 4852 je
aktivnych. Sthrmna hmotnost’ aktivnych
satelitov je M, = 3 738 339 kg. Satelity
lietaju v réoznych vySkach h nad po-
vrchom Zeme, pozri Tab. E-1. Budeme
predpokladat’, ze kazdy satelit lieta po
kruznicovej trajektorii  so  stredom
v strede Zeme rychlost’ou niekol’ko km/s.

Keby sa zrazili dva satelity letiace
proti sebe pri tychto rychlostiach, roz-
padli by sa na drobné kusky letiace vSet-
kymi moznymi smermi, a mohli by spus-
tit’ lavinu d’al$ich zrazok.

Predpokladaj, ze vSetky satelity (vra-
tane neaktivnych) sa rozpadli na kusky
s hmotnostou m = 0,10 g, d’alej pred-
pokladaj, ze vSetky kusky zostali vo
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o | vtamapo- [Fe R el
¢islo vrchz;}:rﬁeme satelit}(/va tov}\]/o vrstve

vrstvy VO vrstve M, /kg
1 150-200 5 2700
2 200-300 189 110 872
3 300-400 191 71418
4 400-500 579 113 153
5 500-600 2156 492 095
6 600-700 281 160 105
7 700-800 94 83411
8 800-900 50 61162
9 900-1000 15 34695
10 1 000-10 000 592 254 415
11 10 000-20 000 38 55 272
12 20 000-30 000 91 119 692
13 30 000-40 000 569 2177907
14 40000 a viac 2 1442
spolu 4852 3738339

Tab. E-1

vrstve, v ktorej boli pévodné satelity, a vo vrstve su rozlozené rovnomerne.

a) Ur¢i objem V; v jednotkach km3, ktory by pripadal na jeden ulomok v kazde;j
z vrstiev. Tabul'ku E—1 doplii o d’al$i stipec obsahujuci objem V;. Uved’, v kto-

rej vrstve je tento objem najmensi.

b) Navrhni fyzikalne prijatel'na metodu k odhadu priemernej vzdiajenosti I medzi
kaskami tlomkov v kazdej vrstve. Udaje doplit do d’alSieho stlpca v tabulke.

Uved, v ktorej vrstve st ulomky najhustejsie.

Medzinarodna vesmirna stanica (ISS) leti vo vySke priblizne h; = 450 km. Plocha

jej solarnych panelov S = 2500,0 m?.

c) Odhadni, aka by bola pravdepodobnost’, vyjadrena v %, ze v priebehu jednej
sekundy jeden tlomok zasiahne solarne panely ISS. Odhadni, za aky ¢as by
zasiahol tlomok solérne panely s pravdepodobnostou 50 %. [Presny vypocet
je vel'mi zlozity, pre priblizny odhad predpokladaj, ze 1SS leti medzi tlomkami
rychlostou v; = 7,39 km/s (Co je jej obezna rychlost’ okolo Zeme), a ulomky
touto rychlost'ou nardzaji do solarnych panelov, ktorych plocha je kolma na

smer letu.]
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Predpokladaj, ze pomer N,, /N, poctu neaktivnych satelitov k poctu aktivnych sa-
telitov je vo vSetkych vrstvach rovnaky, a Ze priemerna hmotnost” aktivnych a neak-
tivnych satelitov je po vrstvach rovnaka.

Pomécka: Objem V gule s polomerom R je V = gnR3, kde m ~ 3,1415 je tzv.

Ludolfovo ¢islo. Objem hranola, ktorého zdkladnia mé plochu S, a ktory mé vysku
h,jeV = Sh.

6. Kotulajuca sa gula

m Hortca zlata gul’a s hmotnostou m; = 100 g
. ! s teplotou t; = 230 °C je poloZzena na vodo-
-, rovnu medent dosku hmotnosti m, = 200 g
m, a s teplotou t, = 20,0 °C. Gul'a sa kotul'a bez
trenia velmi pomaly doprava, az padne
hy z vysky h; = 1,00 m dole na olovent dosku
s hmotnostou m3; =200g asteplotou

t; = 20,0 °C, pozri obr. E-4.
Kym sa zlata gula kotala po medenej

—— doske, poklesne rozdiel teplot gule a dosky na
3 hodnotu At = 10 °C.

Obr. E-4

a) Ur¢i teploty gule a medenej dosky v okamihu, ked’ gul'a dosiahne koniec me-
denej dosky.

b) Po pade zlatej gule na olovenu dosku, po uréitom Case, sa ich teplota ustali na
rovnakej hodnote. Ur¢i koneénu teplotu olovenej dosky.

c) Ur¢i vysku h, medenej dosky nad olovenou, aby ustalena teplota olovenej
dosky po dopade zlatej gule bola t. = 34,0 °C.

Merna tepelna kapacita zlata cy, = 130]/(kg - °C), medi cc, = 390]/(kg - °C) a
olova cpp, = 130]/(kg - °C), gravitacna konstanta g = 10,0 N/kg. Straty tepla do
okolitého prostredia neuvazuj. Pri naraze gule do olovenej dosky sa cela jej kineticka
energia premeni na teplo (deformac¢nu energiu neuvazuj).

7. Lad a sol’

K zmene skupenstva nejakej latky, napr. 'adu, je potrebné teplo. K roztopeniu 1,00 g
l'adu s teplotou tq = 0,0 °C (pri¢om vznikne voda s teplotou 0,0 °C) je potrebné ne-
uveritel'ne vel'a tepla (334 J). Na zvysenie teploty 1,00 g vody 0 At = 1,0 °C musime
dodat’ 4,18 J tepla. Rovnaké mnozstvo tepla musime odcerpat’, pokial’ teplotu vody
chceme znizit’ o 1,0 °C.
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V zime sa ¢asto solia chodniky a cesty. Sol’ 'ad roztopi (pokial’ teploty nie st
prili§ nizke). Lad pomocou kuchynskej soli mozno roztopit’ aj vtedy, ked’ ma teplotu
ty = —18 °C. Aku teplotu bude mat’ roztopena zmes?

Ciel

Sledovat’ teplotné zmeny zmesi l'adu a vody. Zistit’ mnoZzstvo roztopeného l'adu
a zmenu teploty zmesi.
Pomocky:

Termoska (kalorimeter), ina (pomocnd) nddoba, vahy, voda, I'ad, kuchynska sol,
mieSadlo, vodotesny alobalovy tanier (podlozka). teplomer, vahy.
Postup

1) Pripravte v mrazni¢ke dostatoéné mnozstvo I'adovych kociek vopred.

2) Pripravte vodu s teplotou t, = 0,0 °C. Do termosky nalej 100 g (100 ml)
studenej vody a pridaj dostatoéné mnozstvo I'adu. Vyckaj, nez sa teploty
vyrovnaju. Ak sa neroztopil vSetok I'ad, voda v zmesi ma presne teplotu
to = 0,0 °C. Popis, ¢o sa deje s mnozstvom ladu.

3) Priprav I'ad s teplotou t, = 0,0 °C — popis, ako si pripravil tento l'ad.

4) 'V termoske ponechaj 100 g vody s teplotou t, = 0,0 °C ('ad vyber) a vloz
100 g l'adu tiez s teplotou t, = 0,0 °C.

5) Nasyp do termosky cca. 25 g kuchynskej soli a teplomerom premiesaj, nez
sa mnozstvo 'adu v termoske ustali. Aka je teplota zmesi?

6) Navrhni sposob, ako zmeria§ hmotnost’ 'adu v termoske (po nasypani soli
a po ustaleni teploty) a realizuj meranie.

7) Odhadni kol'ko tepla sa vymenilo medzi vodou a 'adom po pridani soli
a navrhni fyzikalne prijate'né vysvetlenie.

8) Zopakuj experiment s 50 g kuchynskej soli (alebo s inym mnozstvom) a vy-
sledky zapiS§ do prehl'adnej tabulky. Urob zaver z tvojich pozorovani javu.

Kategoria F

1. Koléna aut

Koléna zasobovania pozostava z N = 81 nakladnych aut. Kazdé nakladné auto ma
dizku L = 10,0 m. Podl’a predpisu st rozostupy medzi autami (vzdialenost’ medzi
koncom vozidla a za¢iatkom nasledujuceho vozidla) d = 40 m, a kolona sa ma po-
hybovat’ konstantnou rychlostou v, = 40,0km/h. Ak prvé vozidlo zac¢ne brzdit,
brzdné svetla sa mu rozsvietia, a okamzite za¢nu brzdit’ aj ostatné vozidla v koldne.
Kazdé vozidlo zastavi za t;, = 3,00 s na vzdialenosti s; = 30,0 m. Pri rozbiehani je
situacia ind, lebo Ziadne svetla sa nerozsvietia a uplynie reakéna doba Soféra
t, = 1,50 s . Reak¢n4 doba Soféra je doba, kym si v§imne, Ze vozidlo bezprostredne
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pred nimi sa zacalo pohybovat’, a sam sa za¢ne rozbichat’. Pri rozbiehani z pokoja sa
vozidla chovaju podobne ako pri brzdeni, o znamend, Ze za Cas t, = 3,00 s na
vzdialenosti s; = 30 m dosiahnu rychlost’ v.

a)

b)
c)

Ur¢i dizku D, kolény, ak sa pohybuje podl'a predpisu. (Dizkou D, kolény ro-
zumieme vzdialenost’ medzi zaCiatkom prvého a koncom posledného vozidla.)
Prvé vozidlo zastavi. Uréi dizku D, kolony, ak sa zastavi aj posledné vozidlo.
Prvé vozidlo sa znova da do pohybu. Uréi dizku D, kolény po tom, ¢o uz vietky
vozidla dosiahnu rychlost’ pohybu v.

Jednu minutu po rozbehnuti celej kolony st Soféri vozidiel vyzvani, aby sa vozidla
zomkli na predpisové rozostupy za dobu t4 = 2,00 min.

d)

e)

Vsetky vozidla (okrem prvého) takmer okamzite zrychlia na taku rychlost’ rov-
nomerného pohybu, aby sa za dobu t4 priblizili k predchadzajicemu vozidlu
na predpisovii vzdialenost’ d. (Cas prechodu na vyssiu rychlost neuvazuj.).
Akou rovnomernou rychlostou vy sa musi pohybovat’ posledné vozidlo, aby
splnilo vyzvu presne za Cas t4?

Zostroj spolo¢ny graf prejdenej drahy s prvého a posledného vozidla kolony
ako funkciu Casu t od zaciatku rozbiehania stojacej kolony podrla Casti c), az
do dosiahnutia predpisovych rozostupov podla Casti d). Graf zostroj tak, aby
sa z neho dala priamo odgitat’ aj dizka konvoja pre kazdy okamih. Znazorni
a oznac v grafe rozhodujuce udalosti.

Poznamka: odportiéame graf zostrojit’ v jednotkach: draha v km, ¢as v min..

2. 1SS a Sinko
Od roku 1998 lieta okolo Zeme Medzinarodna vesmirna stanica (ISS), obr. F-1, a od
roku 2000 s I'udskou posadkou, ktora sa meni kazdého pol roka. ISS obieha okolo

Zeme priblizne vo vyske h = 420 km a
okolo Zeme obehne priblizne za
T = 92,7 minuty. Stanicu mozno pozo-
rovat’ v noci ako svetly bod, pohybujtci
sa po no¢nej oblohe, ziariaci odrazenym
slneénym svetlom. Vynimocne ju
mozno pozorovat’ aj cez den, ked’ pre-
chadza priamo medzi pozorovatelom
na Zemi a Slnkom. Jeden taky prechod
je zachyteny kamerou a znazorneny na
obr. F-2. Zaber vznikol zla¢enim expo-

Obr. F=I Medzinarodna vesmirna stanica ISS. zicil nasledujﬁcich za sebou s éasovjrm

odstupom At =40ms. Na svetlom
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pozadi Slnka vidime jednotlivé polohy ISS. V obrazku je aj 10 X zvdcSeny vyrez
obsahujuci stanicu. Skuto¢na dizka stanice H = 109 m (vyznacena dvojicou bodov
a useckou na zvicsenine), ale stanica moze byt natocena Sikmo vzhl'adom na spoj-
nicu Zem-Sinko, jej pozorovana zdanliva dizka je potom mensia. Ak porovname fo-
tografiu na obr. F-1, a zvia¢Seninu na obr. F-2 vidime, Ze tento sklon v tomto pripade
nemoéze byt dramaticky a rozdiel preto zanedbame.

i
K

Obr. F-2: Prechod 1SS medzi Zemou a Sinkom. Q-kdd je prepojenie na obrazok ISS:
https://www.nasa.gov/sites/default/files/thumbnails/image/iss056e201248.jpg

a) Ur¢i vypoétom vzdialenost’ [, z ktorej by si sa musel pozerat’ na obrazok F-2,
aby Slnko na obrazku bolo rovnako velké, akoby si sa pozeral na skutocné
Slnko priamo (v ziadnom pripade ale nesktsaj pozerat’ do Slnka nechrdnenym
vol'nym okom).

b) Odhadni vzdialenost’ d ISS od fotoaparatu v okamihu fotografovania. Porov-
naj zistenu vzdialenost’ d s vyskou h, Vv ktorej ISS leti nad povrchom Zeme,
a rozdiel vysvetli pomocou obrdzka s vyznacenou polohou Slnka, Zeme, ISS
a kamery.

c) Odhadni zo ziskanych vysledkov rychlost’ v pohybu ISS po jej orbitalnej tra-
jektorii.

d) Uved, aky objekt (jav) na Slnku este zachytava fotografia F—2 a stru¢ne ho
opis.

Vzdialenost’ Zeme od Slnka L = 150 miliénov km, priemer Slnka D = 1,39 mili6-
nov km.
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3. Neznama kvapalina
Na stole su dva rovnaké pohare 1 a 2. V pohari 1 je voda, v pohari 2 je nezndma
kvapalina. V kvapalinach
sa vznasaju telieska s rov-
Obr. F-3 V oboch pripadoch sa
telieska vznasaju v kvapa-
linach v stabilnej polohe, ako ukazuje obr. F-3. Stabilnou orientaciou rozumieme to,

nakym objemom a tvarom,
ze ak kocku mierne naklonime z danej polohy, vrati sa do pévodnej orientécie, akil

tvorené rovnakymi koc-
kami T'adu, do ktorych s
ukazuje prislusny obrazok.

dvoma tretinami dizky za-
mrznuté valéeky rovna-
kého tvaru, ale zréznych
materialov.

a) V ktorom pohari je kvapalina s va¢Sou hustotou, aka je hustota val¢ekov v po-
rovnani s hustotou vody? Svoju odpoved’ zdovodni.

Kocky l'adu sa za¢nu roztapat, ale val¢eky zatial’ zostavaji zamrznuté vo zvySnom
l'ade. Voda z roztopeného T'adu sa v nadobe 2 od kocky oddeli, ale v kvapaline sa
nerozpusta. V neznamej kvapaline sa vytvaraji izolované kvapky vody.

b) Cosaudejes telieskamiv poharoch 1 a 2? Budu sa nad’alej vznasat, vyplavaji
na vol'na hladinu, alebo klesnu na dno pohara? Svoju odpoved’ zdévodni.

¢) Co sa udeje s kvapkami vody, ktoré vzniknii roztipanim sa ladu v pohari 2?
Budu sa v kvapaline vznasat’, vyplavaji na vol'nt hladinu, alebo klesnii na dno
pohara? Svoju odpoved’ zdévodni.

d) Urob jednoduchy pokus. Do pohara nalej vodu, kvapkaj do nej stolny olej. Po-
tom pokus opakuj s tym, Ze na zaciatku pohar naplni§ olejom, a budes do nej
kvapkat’ vodu. Potom napli pohar iba do polovice olejom, objem pohara dopli
vodou a nechaj ho chvil'u stat’. Napis, o pozoruje$ v jednotlivych pripadoch a
uved’, ktora z kvapalin ma mensiu hustotu.

4. Napustanie vody

Zmrzlinar napusta do velkej tepelne izolovanej nadoby z jedného kohutika teplu,
Z druhého student vodu. Z prvého kohutika tedie voda s teplotou t; = 60,0 °C a
prietokom 0; = 2,0 litre za minttu. Z druhého kohutika teCie voda s teplotou
t, = 11,0 °C a prietokom 0, = 3,0 litre za minttu. Teplt vodu naptstal po dobu
T; = 4,0 min, zatial’ ¢o studenti vodu napustal po dobu T, = 2,0 min.
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a) Urc¢i vyslednu ustalenu teplotu vody v nadobe.

b) Ak hmotnost,, ako dlho musi zmrzlinar dopustat’ do nadoby tepli vodu, aby
sa vysledna teplota vody v nadobe zvysila o At = 11,0 °C?

c) Na akej teplote by sa ustalila premieSana tepla a studena voda, pokial’ by sa
napustala do nadoby bez prerusenia z oboch kohutikov s Uvedenymi prietokmi
(nadbytoéna voda s vyrovnanou ustalenou teplotou by odtekala do odtoku)?

Hustota vody p = 1,0 kg/L, merna tepelna kapacita vody ¢ = 4,2 kJ/(kg.°C).
Zmrzlinar napusta vodu z kohutikov vzdy vysSie popisanym objemovym
prietokom (04, 05).

5. Obloha plna satelitov

Po zapade slnka mézeme na jasnej oblohe ¢asto [ pora:

NP . ) . . 3k ;
zahliadnut’ satelity. UNOOSA (United Nations | dové ng,fh‘;?,? akﬂzfleytch
Office for Outer Space Affairs — Urad OSN pre \fr‘sstl\fy hikm satelitov
vesmirne zalezitosti) eviduje celkom 7389 ume- 1 150-200 5
Iych satelitov nad povrchom Zeme, z ktorych g ggg'igg 12?
4852 je aktiv.nych. Satelity lietaj:l'l v réznych V}’lé.- 2 200-500 579
kach. Uvazujme, ze kazdy satelit lieta po kruzni- 5 500-600 2156
covej trajektorii, ktorej stred je stredom Zeme. 3 ggg'ggg Zgi
\( tabul’ke F.—l sme uviedli pocty aktivnych sate- 8 800-900 50
litov v danej vyske nad povrchom Zeme. 9 900-1000 15
) ) . 10 1.000-10 000 592
a) Aky velky objem (v jednotkach km3) pri- 11 [ 10000-20 000 38
padd na jeden aktivny satelit vo vrstve, ﬁ gg 888'28 ggg 52;
v ktoreJ. su a.ktn’/ne sgte,hty ,,an.husteJ,sw ? m 40000 a via >
b) Navrhni nejaka fyzikalne prijatel'na me- spolu 4852

todu k odhadu priemernej vzdialenosti ¢ Tab. F-1

medzi susednymi aktivnymi satelitmi vo
vysSie urenej vrstve.

c) V ktorej vrstve budi vSetky satelity najhustejsie (spolu aktivne a neaktivne), a
aka bude priemerna vzdialenost’ €, medzi susednymi satelitmi v tejto vrstve
(pomer neaktivnych k aktivnym satelitom je ¢islo rovnaké pre kazda vrstvu)?

ObjemV gule s polomerom R jeV = %nRg’, kde = 3,1415 je tzv. Ludolfovo ¢islo.

Kocka, ktorej strana ma dizku a, ma objem V = a® a a = V. Zoznam sa s funkciou
Vx kalkulatoru.

Casti a), b) a ¢) vypotitaj do vzdialenosti 40 000 km nad povrchom. Vysledky a)
a c) doplir do d’alsich dvoch stipcov v tabulke.
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6. Zrkadla
Na obr. F4 stoji Adam v bode A. Ma pred sebou tri rovinné zrkadla (Z4, Z,, Z3)
a vidi v nich neznamu osobu, ktora stoji v bode X.

a) Prekresli obrazok vo vhodnej mierke na papier a zostroj obrazy X;, X,, X3 ne-
znamej osoby X V zrkadlach Z;,Z,,Z;. Popi§ konstrukciu, a zostroj vo vset-
kych pripadoch 1u¢ vychadzajtci z bodu X a odrazajuci sa od jednotlivych zr-
kadiel do bodu A.

b) V ktorom zrkadle vidi Adam obraz neznamej osoby v bode X ako najmensi,
a V ktorom ako najvacsi? Fyzikalne zdovodni.

Pozndmka: ku konstrukcii odporuCame pouzit, napr. program Geogebra
(https://www.geogebra.org/geometry), samozrejme, lice je mozné zostrojit' aj
rucne, rysovacimi pomockami.

Obr. F4
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7. Zostroj kalibrovany teplomer— Experimentalna uloha
Ak sa zmeni teplota kvapaliny, zmeni sa aj jej objem. Najcastejsie sa pri zvyseni
teploty objem kvapaliny zvysi. Relativna zmena objemu kvapalin je vyrazne vysSia,
ako relativna zmena objemu pevnych telies. Téato vlastnost’ sa vyuziva pri konstruk-
cii teplomerov.

Kvapalina (napr. olivovy olej) mé objem Vy = 10,00 ml, a pri zvySeni teploty
0 At = 5,0 °Csa jej objem zvysi o AV =0,035 ml. Tato zmena sa vyjadruje vztahom

AV = VopAt,

kde veli¢inu 8 nazyvame koeficient objemovej roztaznosti. Kazda kvapalina ma iny
koeficient objemovej rozt'aznosti, a ich hodnotu mézeme néajst’ vo fyzikalnych ta-
bul'kach.

Sklenena nadoba, v ktorej olej mame, sa tiez
rozt'ahuje, ale jej vnutorny objem, sa meni vyrazne
menej nez objem kvapaliny v nej. Aby sa velmi
mald zmena objemu kvapaliny dobre pozorovala,
pouzijeme tenku trubicku, do ktorej sa kvapalina
Z nadoby vytlaca. Pri malom vnatornom priemere
trubicky spdsobi i mald zmena celkového objemu
kvapaliny vel'ké posunutie jej hladiny v trubicke.

100 °C

Uloha
Zostrojit’ tzv. kalibrovany teplomer.

Pomécky -

Mala sklenena nadoba (napr. po lickoch) s ob-
jemom okolo 10 ml a uzaverom, olivovy olej, tenka
priehladna trubicka (vnatorny priemer 2-3 mm,
dizka 20-25 cm — napr. tenké priehladna slamka),
tesnenie. Pevny umelohmotny $tit, na ktory sa da
pisat. Dolezité je, aby nadoba mala pevné steny
a pevny uzaver.

Obr. F-5

Postup

Uzaver flasticky prevftaj a trubi¢ku zasun do otvoru v uzavere. Medzeru medzi
trubi¢kou a uzaverom dokonale utesni, napr. plastelinou, lepidlom z horko vzdusne;j
pistole, alebo inym vhodnym sposobom, tak aby okolo trubicky olej nemohol z fl’as-
ticky unikat’, ani aby sa do fTasticky nedostal vzduch. Do dolnej Casti trubi¢ky na-
tiahni olej do polovice celej dizky, a takto pripraveny uzaver nasad’ na flasticku
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naplnent po vrch olejom. Dbaj 0 to, aby vo fl'asti¢ke nezostal vzduch. (Zmontovanie
mozes urobit’ po ponoreni do oleja vo vacsej nddobe.) Ak sa bude menit’ objem oleja
vo flasticke, olej sa zaéne vytlacat do trubicky. Ogisti fPasticku, aby ti nekizala
v ruke.

K vrchnaku a k trubic¢ke pripevni pevny §titok (umelohmotny alebo papierovy),
na ktory budes kreslit’ stupnicu.

Kalibracia: Takto pripraveny teplomer ponor do zmesi vody a l'adu, ktord ma pri
normalnom tlaku teplotu 0 °C. Po ustaleni vysky stipca v trubicke oznagime na tru-
bic¢ke aj na Stitku teplotu 0 °C (obr. F—5). Potom do véi¢sej nadoby s vodou ponor
svoj teplomer aZ po uzaver a nadobu daj na vari¢. Vodu zohrievaj, az kym sa neza¢ne
varit. Pozoruj, ako hladina oleja v trubicke stipa, az sa zastavi, ked’ sa voda v na-
dobe zac¢ne varit’. Na trubicke aj Stitku oznac Ciarkou teplotu 100 °C. Potom nechaj
nadobu s vodou vychladnut, vyber Stitok a vzdialenost medzi ryskami 0 °C
a 100 °C rozdel’ pomocou pravitka najprv na 10 dielikov (po 10 °C), a potom este ¢o
najjemnejsie, ako sa bude dat’. Stitok potom nasad’ do pévodnej polohy a mas pri-
praveny vlastny kalibrovany teplomer.

Ulohy k pouzivaniu teplomeru

1) Zmeraj pouzitim vlastného teplomera teplotu studenej a teplej vody vo vo-
dovode. Vysledky merania zaznamenaj!

2) Do pohara, do ktorého vojde aj tvoj teplomer, napusti student vodu z vo-
dovodu. Zmeraj jej teplotu s teplomerom, s ktorym si tesne pred tym meral
teplotu teplej vody z vodovodu. Zapi§ vysledok. Vysvetli, preco sa vysle-
dok lisi od vysledku merania z bodu 1.

3) Zmeraj vonkajsiu teplotu vzduchu okolo obeda v tieni a na sinku.

4) Sleduj a zapisuj vonkajsiu teplotu vzduchu na danom tienistom mieste be-
hom celého tyzdna vzdy v rovnakom case rano, okolo obeda a vecer. Hod-
noty zapi$ do prehl'adnej tabul’ky aj s hodnotami teploty udavanymi na in-
ternete v tvojom meste a porovnaj ich.

5) Opis vyhody a nevyhody svojho teplomeru.

Kategoria G — Archimedidda

1. Valéeky v lade

V pohari 1 je voda, v pohdri 2 je neznama kvapalina. Mame 6 rovnakych kociek 'adu
s dizkou strany 1 cm. V kazdej kocke je zamrznuty valéek ako ukazuje obrazok
G-1. V kockach l'adu A, B a C st rovnaké valCeky z toho istého materialu. V koc-
kach 'adu D, E a F su tieZ rovnaké val¢eky z rovnakého materialu, ale z iného, nez
z akého su valceky v kockach A,B a C.
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Kocka B sa vo vode
vznasa (Obr. G-1). Kocka 1 2

E sa vznasa v neznamej
kvapaline.

Orientacia kociek je
v kvapalinach stabilna, tzn.
ak kocku mierne pootoc¢ime
a uvolnime, vrati sa nazad
do povodnej orientacie, akt

ukazuje prislusny obrazok.
Budeme uvazovat, ze I
l'ad, voda, aj neznama kva-
A B C

palina maju teplotu 0°C, a

I —

o |
T

l'ad sa neroztapa. Obr. G-1

a)

b)

c)

Kocky A a C vlozime

do vody Vv pohari 1. Uved, ktora z nich bude plavat’ na vol'nej hladine vody,
a ktora poklesne na dno pohara? Svoju odpoved’ zd6évodni.

Do pohéra 2 s neznamou kvapalinou vlozime kocky D a F. Uved’, ktora z nich
bude plavat’ na volnej hladine kvapaliny, a ktora poklesne na dno pohara?
Svoju odpoved’ zdoévodni.

Ako sa budu chovat’ kocky A, B, C, ak ich vlozime do neznamej kvapaliny
v nadobe 2, a ako kocky D, E, F, ak ich vlozime do vody v nadobe 2? Poklesnu
na dno, budu sa vznasat’, alebo vyplavaji na volny povrch prislusnej kvapa-
liny?

Pozndmka: Hustota vody pri teplote 0,0 °C: p, = 1,000 g/cm3, hustota ladu
p1 = 0,917 g/cm3.

2. Autobus

Na obrazku G-2(a) vidime graf rychlosti v autobusu v zavislosti od ¢asu t. Graf
ukazuje idealizovany pohyb autobusu medzi dvomi zastavkami. Bod A grafu zod-
poveda okamihu, ked” Sofér zatvori dvere a bod D okamihu, v ktorom dvere opét’
otvori. V grafe vidis, Ze sa neuvazuje postupné rozbichanie a brzdenie.

a)
b)

Opis pohyb autobusu v usekoch AB, BC, CD.

Vypocitaj drahu s, ktorti autobus podla grafu prejde, a ukaz, ze prejdena
vzdialenost’ sg¢ je rovna ploche Sgc pod grafom rychlosti na obr. G-2(a), ak
dizku stran obdiznika uvazujeme v jednotkach uvedenych na osiach grafu.
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Prejdend dréha je rovna ploche pod grafom rychlosti aj v zlozitejSich pripadoch,
napr. pod grafom na obr. G-2(b), ktory uvazuje aj postupné rozbichanie a brzdenie
autobusu.

c) Opis pohyb autobusu znazorneného na grafe obr. G-2(b) v usekoch AB, BC,
CD, DE a EF.

v

(m/S) Imun IF SENEEEEEEE NN R
204+

104

B I7 ANNEEEEE INEEE NN

0 10 20 30 40 50 t/s
(b)

Obr. G-2

d) Ur¢i drahu s,, na ktorej sa autobus rozbieha, a drahu s3, na ktorej zabrzdi.

e) Aku celkovu drahu s, prejde autobus medzi zastavkami podl'a obr. G-2(b)?

f)  Urci priemernt rychlost’ v, autobusu medzi B a E podl'a obr. G-2(b) od oka-
mihu B, ked’ sa zacne pohybovat’ do okamihu E, ked’ sa zastavi. Rychlost’ vy-
jadri v jednotke km/h.

3 Mokry jezko

Adam ¢ital roman o Archimedovi, a cheel vysktsat ¢i spravne pochopil ¢o sa tam
pisalo o Archimedovom zékone. Zobral digitalne vahy, ktoré jeho mamicka pouzi-
vala na korenie. Polozil na vahy tenkostenny skleneny pohar, nalial do pohara vodu
a ukazovatel' vah vynuloval. Zobral kovovi napodobeninu jezka, a zavesil ju na
vel’'mi tenku nit’. Jezka uplne ponoril do vody v pohare na vahach, ale tak, aby sa
nedotykal dna, obr. G—2(a). Vahy ukazali hodnotu m; = 12,00 g. Nasledne ponoril
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jezka az tak, ze klesol na dno pohara, priCom sa tenka nit’ povolila, obr. G-2(b).
Véhy ukazali m, = 21,00 g.

a) Ur¢i objem V a hmotnost’ m jezka.
b) Ur¢i priemernt hustotu materialu, z ktorej bol jezko vyrobeny.

Adam, ¢ital knihu aj ve- | |

Cer, pred zaspanim. Sni- |

valo sa mu, ze je v labo- :

ratoriu na Mesiaci a po- *

kracuje v experimento-

vani. Zopakoval experi-

ment sizon TGS N
a s mamkinymi vahami aj @) (b)

Vv laboratoriu na Mesiaci.

Ked’ sa zobudil, okamzite

zacal hl'adat’ idaje a prekvapene zistil, zZe vysledok merania, o ktorom sa mu snivalo,
by bol spravny.

Obr. G-3

c) Vo sne tiez ponoril jezka visiaceho na niti do pohara vody na maminych vahach,
aby sa nedotkol dna. Aky udaj ukazovali vahy v jeho sne? Zdovodni. Aky udaj
musel vyhl'adat’ na internete pre potrebny vypocet, a aki1 hodnotu zistil?

Hustota vody p = 1,000 g/cm3, gravita¢nd konstanta g = 9,810 N/kg. Objem nite
je zanedbate'ne maly. Ostatné po-

trebné udaje vyhladaj z doveryhod- et ak sthmna
7ch zdroi pora- . pocetac- hmotnost’
nych zdrojov. dove vyska nad tivnych p
ové f aktivnych
Sislo povrchomZeme | satelitov satelitov Vo
4. Satelity nad hlavami vrstvy hi(km) VOuISIVE | vrstve
UNOOSA (United Nations Office for ) Mikg
Outer Space Affairs — Urad OSN pre L 150-200 5 2 700
. e e e 2 200-300 189 110872
vesmirne zéleZitosti) §V1duje celkom 3 300-400 o1 71418
7389 umelych satelitov nad po- 4 400-500 579 113 153
vrchom Zeme, z ktorych 4852 je ak- 5 500-600 2156 492 095
] ) , s 6 600-700 281 160 105
thl’l}{Ch. S_uhrnna hmotnost aktllvny_ch 7 700-800 94 83 411
satelitov je 3 762 640 kg. Satelity lie- 8 800-900 50 61 162
taju v roznych vyskach. Uvazujme, Ze 9 900-1000 15 34 695
NP . A 10 1.000-10 000 592 254 415
kazd;_/ leti po kruznicovej trajektorii, 11 | 10000-20 000 28 55272
ktorej stred je stredom Zeme. V ta- 12 | 20000-30 000 91 119 692
13 | 30000-40 000 569 | 2177907

bulke Gfl. uvadzame ,pocty akt,lv- 20000 8 viac 5 Taa2
nych satelitov v danych vrstvach spolu 2852 | 3738339
vysky nad povrchom Zeme. Tab. G-1

=
~
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a)  Urci priemerni hmotnost’ m;, jedného aktivneho satelitu v kazdej vrstve a do-
plii ju do tabul’ky. V ktorej vrstve sl v priemere najt'azsie aktivne satelity?

b) Odhadni priemerna vzdialenost’ l;, medzi susednymi aktivnymi satelitmi v kaz-
dej vrstve, a doplii ju do tabul’ky. Uved’, v ktorej vrstve je priemerna vzdialenost’
medzi aktivnymi satelitmi najmensia? Opis$ spdsob urcenia tejto vzdialenosti.

¢) V ktorej vrstve bude priemerna vzdialenost’ [, medzi susednymi satelitmi naj-
mensSia, ak zoberieme do tivahy aj neaktivne satelity. Predpokladaj, ze pomer
poctu aktivnych a neaktivnych satelitov je rovnaky vo vSetkych vrstvach.

ObjemV gule s polomerom R je V = %nR3, kde m = 3,1415 je tzv. Ludolfovo ¢islo.

Kocka, ktorej strana ma dizku a, ma objem V = a® aa = V. Zoznam sa s funk-
ciami x3 a {/x na kalkulacke.
Casti a), b) a ¢) vypocitaj do vzdialenosti 40 000 km nad povrchom Zeme.

5. Solenie chodnikov
V zime sa Casto solia chodniky a cesty. Pésobenim soli sa I'ad roztopi aj pri teplotach
pod bodom mrazu (0 °C) — pokial teploty nie su prili§ nizke.

Uloha
Sleduj ako ovplyvni pridanie soli do zmesi 'adu a vody teplotu tejto zmesi.

Poméocky:

Nadoba, ktora dobre vedie teplo (mala nadoba na varenie, oCistena plechovka po
konzerve, mald kovova nadoba na kfmenie zvierat — cca. 250 ml), voda, I'ad, ku-
chynska sol’, kuchynské vahy, teplomer, malé kuchynské cedidlo, miesadlo, alobal
(rolka), tepelne izola¢na podlozka (napr. drevenad).

Postup

1) Z alobalu vytvor plytky tanierik a poloz na drevent (tepelne izola¢n(i) pod-

lozku, potom na neho nalej malé mnozstvo studenej vody (priblizne 5-10 ml).
Vloz do vody na alobale plechovku, do ktorej das cca. 30 ml studenej vody
z vodovodu a cca. 100 g Tadu (I'adovej triesti). OpiS, o sa udeje s l'adom
v plechovke v priebehu niekol’kych par minat, kym mieSadlom (teplomerom)
premieSavas zmes vody a 'adu. Vzdy po /2 minlte meraj (a zapisuj) teplotu
vody. Vyber l'ad cedidlom a zmeraj hmotnost’ neroztopeného I'adu po 2 a 4
minutach, 'ad po zvazeni vrat’ do plechovky — vysledok merania zapis. Zdo-
kumentuj stav vody na alobale — pozorovanie opis aj slovne.

2) Zopakuj postup: alobal s vodou, do ktorej vlozime plechovku. Do plechovky

vlozime 30 ml studenej vody a 100 g I'adu, pridaj 2 polievkové lyZice ku-
chynskej soli a zmes premiesaj. Vzdy po /2 minuate meraj (a zapisuj) teplotu
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vody. Vyber l'ad cedidlom a zmeraj hmotnost’ neroztopeného 'adu po 2 a 4
minutach, 'ad vrat’ po zvazeni do plechovky — vysledok merania zapis. Zdo-
kumentuj stav vody na alobale — pozorovanie opis aj slovne.

Pomocou naprstku (vlastného malicku) sformuj z alobalu tri malé nadobky
S vys$§im okrajom, aby sa neprevratili, a do kazdého nalej rovnaké mnozstvo
vody, 1 ml (1 g). VlozZ opatrne do plechovky so zmesou vody, 'adu a soli (do
naprstkov sa nesmie dostat’ slana voda!). Po 4 minatach vyber prvy naprstok
a popis, Co sa stalo s vodou Vv naprstku. Druhy naprstok vyber po 6-ich, treti
po 8-ich minutach. Popis§ pozorovanie, a doloZ meranim pomocou vah.
Popis rozdiel vo vysledku pozorovani, ked’ si pouzil sol. Urob zaver ohl’a-
dom teploty chodnikov, ktoré sa v zime solia.

Ak mas moznost,, dokumentuj stav 'adu a vody na alobale, v plechovke, v naprs-
tkoch fotografiami pomocou mobilného telefonu. Pokial’ nemas k dispozicii vhodny
teplomer na meranie teplot okolo bodu mrazu vody, sustred’ svoju ¢innost’ na mera-
nie mnozstva 'adu pozorovaného v experimente.

Autori navrhov tloh: Boris Lacsny F1,2,4,6,7, G1-3,5 Aba Teleki E1-7, F3,5,G4
Recenzia a iprava uloh a rieSeni: Ivo Cap

Redakcia: Ivo Cap

Vydal: Slovenska komisia fyzikalnej olympiady
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Niels Henrik David Bohr
Laureat Nobelovej ceny za fyziku za rok 1922

Niels Henrik David Bohr, dansky fyzik, nositel’
Nobelovej ceny za fyziku za rok 1922, za jeho
zésluhy vo vyskume Struktury atomu a zZiarenia
atomu. Niels Bohr vyraznym spésobom formo-
val dnesné chapanie kvantovej fyziky, ktora sa
nazyva kodanskou interpretaciou kvantovej fy-
ziky. Spolu s Albertom Einsteinom preslavili
Piatu Solvaysku konferenciu v roku 1927 veno-
vanu kvantovej teorii (oficialne elektrénom a fo-
tonom). Konferencii, na ktorej z 29-ich ucastni-
kov bolo 17 nositel'ov Nobelovej ceny, domino-
val intelektudlny suboj medzi Einsteinom
a Bohrom. Einstein odmietal prijat’ predstavu, Ze
v prirode mo6zu prebiehat’ ndhodné, nie determi-
nistické procesy (tu odznela Einsteinova slavna
veta ,,Boh nehra kocky“ a menej znama Bohrova
replika ,,Einsteine, nehovorte Bohu, ze ¢o smie
a ¢o nesmie robit* ). Bohr vel'mi tispesne hajil
zakladné principy kvantovej tedrie. V priebehu dia Einstein prichadzal argumentmi
proti kvantovej teorii, do d’alSieho diia Bohr kvantovl teériu uspesne obhdjil proti
tymto argumentom. Obidvaja velikani si chovali voci sebe hlboky reSpekt. Einstein,
napriek svojim vyhradam, kvantovu tedriu obdivoval.

Podr'a historika vedy Friedmana (Robert Marc Friedman), po Eddingtonovom
potvrdeni Einsteinovej teorie gravitacie kazdy ocakaval, Ze Nobelova cena za fyziku
za rok 1920 Einsteina neminie. Podl'a Friedmana Einsteinov pacifizmus a zidovsky
poévod vsak vyvolaval taka nevol'u v ¢lenoch Nobelovej komisie, ze radsej sa roz-
hodli pre $vajéiarskeho fyzika, ktory objavil inertnu zliatinu niklu a oceli (Charles-
Edouard Guillaume). Guillaume bol rozhodnutim prekvapeny rovnako tak, ako cely
svet. Nobelova komisia v roku 1921 sa radsej rozhodla cenu za fyziku neudelit’. Na-
koniec v roku 1922 sa rozhodli tak, ako sa rozhodli, a Einstein dostal Nobelovu cenu
za fyziku za rok 1921, za jeho prispenie do kvantovej teorie prostrednictvom vysvet-
lenia fotoelektrického javu, kym Nielsovi Bohrovi udelili v tom istom roku Nobe-
lovu cenu za fyziku za rok 1922 za jeho zasluhy v skiimani Struktiry atému a jeho
Ziarenia (teda tieZ za prispenie do kvantove;j teorie).? AT

Niels Bohr (07.10.1885-18.11.1962)

2 Na zéklade Discover (28.09.2006), Virginia Hughes: Einstein versus the Nobel Prize].
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