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O troch vyznamoch znaku minus

Jozef Dobo$§

Abstract [On three meanings of minus sign|: In this article, we want to point
out the three meanings of the minus sign and the different ways of marking them
in the literature.

Key words: negative numbers, opposite of a number, subtraction

Sdhrn: V tomto ¢lanku chceme poukazat’ na tri vyznamy znaku minus a na
rozne spdsoby ich oznacCovania v literatare.

KrPucové slova: zaporné Cisla, opacné Cislo, odCitanie

MESC: 97A80, 97A30.

Uvod

Zacéneme citdtom z prirucky [9], str. 15:
»Znak nebo znaménko — ma v matematice tfi rizné vyznamy.
a) Pred cislem zapsanym cislicemi znamena znak —, ze dané Cislo je zaporné,
napt. —7.
b) Pred ¢islem zapsanym pismenem znamena znak —, ze jde o ¢islo opacné, napf.
—a je opacné k Cislu a, ale —7 znamena zaporné ¢islo.
¢) Znak — znamena pocetni vykon, tj. od¢itani.*

Podobne, v u¢ebnici [11] na str. 44 sa piSe (vol'ny preklad):
,.Znamienko minus moze znamenat’ tri rdzne veci, v zavislosti od kontextu.
- Méze oznacovat zaporné Cislo. Pred kladnym ¢islom, a iba tam, znamena zaporné
¢islo. Priklad: -2 mo6ze znamenat’ minus 2.
- Moze oznacovat’ opaéné &islo. Cislo opaéné k danému &islu je také &islo, ktoré
ked’ pripocitate k danému ¢islu, dostanete nulu. Priklad: -2 je opacné Cislo k ¢islu
2, ¢o je v tomto pripade ¢islo minus 2, pretoze 2 + -2 = 0. Podobne -z je opacné
¢islo k Cislu z, teda x + - = 0.
- Moéze to znamenat’ od¢itanie. Medzi dvoma vyrazmi to znamena odcitat’ druhy
vyraz od prvého. Napriklad z — 3 znamené odcitat’ 3 od x.
V tejto knihe bude znamienko minus, ktoré znamena zaporny alebo opa¢ny, mensie
ako znamienko pre od¢itanie. Pri pisani rukou to nie je potrebné. Niektoré kalkulacky



vSak pouzivaju rozne klavesy pre tieto dva vyznamy: B pre od¢itanie a| (-) |alebo

pre zaporné a opacné Cisla.*

Na druhej strane, na Wikipédii[ﬂ sa pise (voI'ny preklad):

,Niektori ucitelia zakladnych §kol pouzivaja pred ¢islami znamienka plus a minus
umiestnené vyssie, aby ukazali, Ze ide o kladné alebo zaporné Cisla. Napriklad odc¢i-
tanie ¢isla —b od Cisla 3 sa zapiSe v tvare 3 — ~5, €o sa prevedie do tvaru 3 4+ 5 = 8§,
alebo sa dokonca zapie v tvare 3 — ~5, ¢o sa prevedie do tvaru *3+ 15, ¢o je rovné
+8.“

Tak je to napr. v ucebnici [4] na strane 178 z roku 1985, odkial’ sme prevzali
nasledujucu ukéazku:

e o
8 7 6 5 4 "3 "2 "1 0 *1 *2 T3 *4 +5 +6 +7 8

Podobne, v ucebnici [6] na strane 144 z roku 2004 mézeme vidiet’ takuto ilustra-
ciu:

2 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L
~ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | I

6 5 4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6

Tymto spdsobom su oznacované zaporné Cisla aj v uéebnici [[10] (str. 79) z roku
1900. Sken z tejto ucebnice, ktory sa nachadza v ¢lanku [[7], znazormuje Ciselnt os
v nasledujicom tvare:

/ D ¢ B A O
X T T T T T T T T T T T T T T T T I X
H 5 T4 3 "2 71 0 1 2 3 4 5 H

Niektoré uc¢ebnice (napisané vo francuzstine) jasne rozliSuju medzi minusom ako
binarnym symbolom na od¢itanie a minusom ako unarnym symbolom na ziskanie
opacéného ¢isla (pozri [3]). Pritom opaéné &islo k ¢islu = sa oznacuje opp(z). V uceb-
nici [2] na str. 21 je uvedené pravidlo, Ze od¢itanie je pripocitanie opacného Cisla,
v tvare

a—b=a+opp(b).

V knihe [8] sa kladie doraz na zavedenie zapornych celych ¢isel ako novych Cisel,
ktoré budu korefimi rovnice a4+ x = c v pripade, ked’ ¢ < a. Kazdé prirodzené ¢islo a

'http://en.wikipedia.org/wiki/Plus_and_minus_signs
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potom bude mat’ ,,partnera“ ¢ s vlastnost’ou
a+a=0.
Takto sa mnozina prirodzenych cisel rozsiruje do radu
4, 3, 2,1, 0, 1, 2, 3, 4,

Autori ¢lanku [5] idu este dalej. Uvadzaji nasledujuci vyraz, v ktorom sa streta-
vaju vsetky tri vyznamy znamienka minus:

—(=3)—2.

Pritom doésledne odlisuju tieto tri vyznamy, ako mézeme vidiet’ na prepise uvedeného
vyrazu v tvare
“3-2.

V tomto zapise 3 oznacuje zaporné ¢islo minus 3, zatial’ ¢o ~a oznacuje opacné Cislo
k ¢islu a. Teda =3 = 3.

V materiali []l]] zverejnenom na internete sa autor podrobne venuje zdévodneniu
rovnosti

(40 +12) — (20 4 5) = (40 — 20) + (12 — 5).

Binarne minus a — b pritom prepisuje do tvaru a + ~b. Tiez ukazuje, Ze plati
“a=("1)-a.
Vyuziva k tomu distributivny zékon:
a+("1)-a=1-a+(1)-a=(1+"1)-a=0-a=0.

Zaver. Ukazali sme rozne sposoby, ako mozno medzi sebou odlisit’ jednotlivé vy-
znamy znamienka minus. PouZitie striesky, ako v zapise 3, na ozna¢enie zapornych
celych ¢isel nie je pouzitelné pri viaccifernych ¢islach. Okrem toho, svojim tvarom
a umiestnenim ma d’aleko od zauzivanych oznaceni pre znamienko minus. Pritom
strieska sa v matematike pouziva v uplne inych situaciach. Pre nas neobvykle posobi
aj oznacenie opp(x) pre opacéné ¢islo k ¢islu . Tu by sme dali skor prednost’ spdsobu
podl'a u¢ebnice [[11], kde opaénym &islom k ¢islu x je -z. Vyraz —(—3) — 2 by potom
presiel do tvaru -(~3) — 2. VSetky tri znamienka minus s@ si podobné, av§ak vieme
ich medzi sebou I'ahko odlisit’.



Literatura — References

[1]

(8]
[9]
[10]

[11]

Baldwin, J.: What is a minus sign anyway? preprint (2001). http://homepages.
math.uic.edu/~jbaldwin/pub/assoc.ps

Barreau, M. et all: Mathématiques, cycle 4, Lycée Frangais Louis Pasteur, Bogota, Co-
lombie, 2016.

Borovik, A. V.: Shadows of the Truth: Metamathematics of Elementary Mathematics,
American Mathematical Society, 2012.

Eicholz, R. E. and all: Addison-Wesley Mathematics, Addison-Wesley Publishing Com-
pany, 1985.

Harkin, J. B., Rising, G. R.: Some Psychological and Pedagogical Aspects of Mathema-
tical Symbolism, Educational Studies in Mathematics, Vol. 5, No. 3 (1974), 255-260.
Impact Mathematics: Algebra and More, Course 1, Student Edition, Glencoe/McGraw-
Hill, 2004.

Maz-Machado, A., Rico-Romero, L.: Negative numbers in the 18th and 19th centuries:
phenomenology and representations, Electronic Journal of Research in Educational Psy-
chology, No. 17, Vol. 7 (1) (2009), 537-554.

McWeeny, R.: Number and Symbols: From Counting to Abstract Algebras, Learning
Development Institute, 2007.

Nazvy a znacky skolské matematiky, Terminologicka komise Jednoty ¢s. matematiki
a fyzik®, SPN, Praha, 1966.

Octavio de Toledo, L.: Elementos de aritmética universal. Calculatoria. Madrid, Espaiia,
Imprenta Fortanet, 1900.

Wah, A, Picciotto, H.: Algebra: Themes, Concepts, Tools, Creative Publications, Moun-
tain View, California, 1994.

Pod’akovanie: Clanok vznikol s podporou grantu KEGA 012UPJS-4/2021 Vyvoj di-
gitalnej kniznice interdisciplinarnych STEAM projektov a jej implementacia do infor-
matického, matematického a prirodovedného vzdelavania na strednych skolach.

Adresa autora:

Ustav matematickych vied, Univerzita Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach, Prirodovedecka fakulta,

Jesenna 5, 040 01 Kosice, e-mail: jozef .dobos@upjs.sk


http://homepages.math.uic.edu/~jbaldwin/pub/assoc.ps
http://homepages.math.uic.edu/~jbaldwin/pub/assoc.ps

OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 4/2022 (51)

Konstruktivisticky pristup
k Zakiim matematicky méné zdatnym

Jana HanuSova

Abstract [A constructivist approach to less mathematically able pupils]: We
want to show in the story of one pupil that it is possible to teach constructivist
even to pupils who seem unsuccessful at first sight in the article. At the same
time, the illustrative story shows a constructivist approach to the introduction
of trigonometric functions.

Key words: constructivist approach, trigonometric functions

Souhrn: V ¢lanku chceme na piibéhu jedné zdkyné ukézat, Ze je mozné kon-
struktivisticky vyucovat i zaky, ktefi se na prvni pohled jevi jako neuspésni.
Tustra¢ni piibéh zaroven piiblizuje konstruktivisticky pfistup pii zavadéni go-
niometrickych funkei.

Klic¢ova slova: konstruktivisticky pfistup, goniometrické funkce

MESC: C70, D40, G60

1 Uvod

Jiz dvacet let se snazim ve svém vyucovani zdiiraziiovat prvky konstruktivistickych
pristupli —spise nez demonstrovat zakiim hotové vysledky matematiky, vést je pomoci
vhodnych uloh k vlastnim objeviim. Domnivam se, Ze mtij postup je zaky hodnocen
pozitivné a domnivala jsem se, ze i rodice jsou s timto pfistupem spokojeni. Neda se
vs$ak fict, Ze stejné pozitivné vzdy reagovali vSichni mi kolegové ucitelé matematiky.

Jednou jsem setkala s odmitavou reakci rodi¢t na konstruktivisticky ptistup uci-
tele. Nestalo se tak v mé tfid¢, ale ve tfid¢é zacCinajici kolegyné, kterou jsem ucila
jako zakyni gymnazia od primy az do maturity. Reditel mne pozadal, abych se jako
vedouci predmétové komise, vyjadrila k edukacnimu ptistupu mladé ucitelky. Do-
védela jsem se, Ze rodiCe zadaji, aby matematika byla vyucovana tradi¢né. Namitky
nékterych rodica byly velice ostré a zaznél i tvrdy pozadavek na zménu vyucujici.
Ze zprostiedkovanych informaci jsem nedokézala usoudit, do jaké miry je nelibost
rodi¢l zplsobena konstruktivistickym stylem vyuky a do jaké miry skuteCnosti, ze
ucitelka je zacatecnice. Nevédéla jsem ani to, jak pocetna je skupina nespokojenych



rodic¢l. Nicméné dvé myslenky, které zde zazn€ly, mne vedly k rozhodnuti napsat
tento ¢lanek. Prvni byla myslenka rodic¢t, ze netradicni pfistup je snad dobry pro na-
dané Zaky, ale pro bézného zaka je nevhodny. Druha byla myslenka kolegi uciteld,
ktefi zacinajici kolegyni radili, aby nejprve ucila tradi¢né a az kdyz se trochu ,,ostfili*,
aby zkusila metody netradi¢ni.

V poslednich nékolika letech Casto i s uciteli matematiky ve Skole i na riznych
setkanich diskutujeme na téma konstruktivistického pfistupu k vyucovani matema-
tice. Ucitelé svymi zkuSenostmi dokladaji argumenty, které ukazuji na piinos i tskali
tohoto pfistupu. Velmi Casto se setkavam i s tim, ze si ucitelé nedovedou pod po-
jmem konstruktivisticky pfistup nic predstavit. Jako hlavni nedostatek uvadéji (po-
dobné jako nespokojeni rodice), Ze metoda je mozna dobra pro rozvijeni nadanych
zakl, ale praimérni a slabsi zaci se tak nemohou nic naucit, protoZe nejsou schopni
sami na nic pfijit, z toho, co objevi spoluzaci, maji pouze zmatek a pak nevédi, co si
maji zapamatovat a co se maji naucit. Tento argument vyvolal pocit, Ze by bylo dobré
ukazat na konkrétnich ptikladech, jak mize probihat poznani i u zakd, ktefi v prvni
fazi objevovani nejsou uspésni.

Jsem presvédCena, Ze konstruktivisticky pfistup je vhodny nejen pro matematicky
zdatné zaky, ale i pro primérné a podprimérné. Stejné jsem piesvédcena, Ze mensi
pedagogické zkusenosti zacinajiciho ucitele se projevi stejnou mérou v tradicnim pii-
stupu podobné jako v piistupu konstruktivistickém. Prvni z téchto myslenek argu-
mentacné podpoii piibéh zakyn€ Anny, ktery zde predkladame Ctenafi.

Nejprve popiseme matematickou problematiku, které se ptib¢h tyka i didaktické
zazemi z né¢hoz vychazi.

2 Didakticka uskali goniometrickych funkci

Po mnoho let jsem goniometrické funkce zavadela v druhém rocniku ctytleté stiedni
Skoly a pravidelné jsem konstatovala, ze znalosti zakl jsou zde velice formalni. Po-
jem sinusu byl u mnoha zaki omezen na asociaci symbolu sin a zlomku . Takovéto
porozuméni, redukované na znaky pismen, prevladalo u vétsiny zakd u vSech gonio-
metrickych funkeci.

Pokazdé jsem ,, preucovala “ zaky ve smyslu: od znakti a, b, ¢ k pojmim protilehla
odvésna, prilehla odvésna, pfepona. I pak ale znacny pocet zakt mél jesteé dlouho pro-
blémy s hlubsim porozuménim goniometrickych situaci a zna¢né potize se objevily
prfi rozsifovani definicniho oboru goniometrickych funkei na celé R.

Ve tfid¢, kde jsem ucila matematiku celych sedm let — od primy (1991) az do
maturity (1998), jsem zaklady goniometrie davala zaktim sama. Pouzivali jsme uceb-
nici od prof. Sedivého [[I]], ktera byla v té dobé jako jedina dostupna, a sbirku loh



od Buska [2]. Goniometrické funkce ostrého tihlu jsou zde zavedeny uzitim podob-
nosti pravouhlych trojuhelnikd, cerven¢ zvyraznéné vzorce, urcené k zapamatovani,
jsou uvedeny pouze ve zkracené podobé ve tvaru zlomku s pismeny a, b, ¢. Od po-
jednotlivé goniometrické funkce. Navic jsem zakiim ukazovala vétsi pocet goniome-
trickych situaci, které jim umoznily budovat genericky model pojmu sinus pies sérii
izolovanych modelt . Stejné samoziejme i pro jiné goniometrické funkce.
Navzdory takovéto piipravé jsem pozorovala pro mne piekvapivy jev. Zaci v tercii
velice dobfe zvladli goniometrické funkce thlu v pravothlém trojuhelniku, i pfesto
pak v kvinté tito zaci méli potize pti pochopeni goniometrickych funkcei v celém R.
Shriime. Z uvedeného vyplyvaji (podle mych zkusenosti) dvé hlavni didakticka
uskali porozuméni goniometrickych funkei:
1. zjednoduSeni pojmu sinus na asociaci sin <+ ¢, resp. sin <> protilehld/ptepona,
analogicky pro dalsi funkce cos, tan, cot;
2. neschopnost pracovat s thly pfesahujicimi 90°, ndsledné potom 360°, neschop-
nost evidovat dynamismus funkce.

3 Hledani konstruktivistického pristupu ke goniometrickym
funkcim

Byla jsem si védoma toho, ze tradi¢ni vyucovani je zalozeno jiz v samém zacatku na
deklarativni prezentaci goniometrickych funkci. Na tabuli se objevi pravouhly troj-
uhelnik, v lepsim piipadé vic podobnych pravothlych trojuhelniki, a ucitel fekne:
., Pomér téchto dvou stran oznacujeme jako sinus tohoto 1ihlu. “ Zaci nevédi, pro¢ se
takové oznaceni ma zavadét, k ¢emu je to dobré. Konstruktivisticky pfistup vyza-
duje najit tlohu, kterd je formulovana v jazyce zaklim znamém, ale jejiz feSeni vede
k odhaleni nekteré goniometrické funkce jako pracovniho nastroje. Na takovou ulohu
jsem narazila pfi ¢teni skripta Hejny, Jirotkova [4].

Uloha 3.1

Jsou dany body O[0;0], P[5;0] a dale body A[2;1], BI[5;2], C[7;4], D[16;6],
E[22;11] a F[101;50]. Uspotadejte podle velikosti thly « = LAOP, = LBOP,
v=4COP,§ = LDOP,e = LEOP, p = LFOP.

'Pojmy izolovany (diive separovany) a genericky (diive univerzalni) model pouZivame ve smyslu
Hejny a kol. [3] s. 23 nebo Hejny, Kufina [§] s. 103—109. Stru¢né feceno, obecné poznani ptichdzi do
naseho védomi nejprve ve tvaru konkrétnich zkusenosti (izolovanych modeld) ptistiho poznani. Po jisté
dobé se z pivodné izolovanych poznatk stane spoleCenstvi poznatki a clovek uzti celé toto spolecenstvi
jako jeden celek, jednu zékonitost. Tento poznatek nazveme generickym.



Poprvé jsem uvedenou tlohu vyuzila v kvarté v kvétnu 2001. S vysledkem jsem
byla spokojena, protoze Zaci zde sami objevili, Ze pfi porovnavani velikosti thlt 1ze
kazdy thel vyjadfit pomoci poméru dvou délek. Ptritom k pied-pojmu (pre-konceptu)
tangens dospéli nikoli pres trojuhelnik, ale pies prostiedi ¢tvereckovaného papiru.
Ukazalo se, Ze tito zaci snadng&ji a rychleji zvladli ucivo goniometrické funkce v pra-
vouhlém trojuhelniku na trovni zékladni Skoly. Mnohé otazky, které jsme v pribéhu
feeni diskutovali, pfesahly ramec uéiva ZS. Ve $kolnim roce 2002 —2003 jsem v této
ttidé mohla konstatovat, ze rozsifeni defini¢niho oboru goniometrickych funkci na R
veétsing zaki necinilo potize. Nékteti sami ptisli na vyjadreni hodnot goniometrickych
funkci pomoci soufadnic bodi na jednotkové kruznici, odkud pak pfi skupinové praci
nachazeli jejich rizné vlastnosti a bylo jasné, ze v této oblasti nabyli zna¢né zkuse-
nosti. Projevilo se to u dalSich tloh jako: sestrojovani grafii goniometrickych funket,
feSeni zakladnich goniometrickych rovnic, objeveni goniometrickych identit.

Z hlediska vyuky jsem hodnotila uskute¢nény experiment jako velice zdafily, zel
v prubéhu této prace jsem byla tak vtazena do role ucitele, Ze jsem zapomnéla na
roli experimentatora. Dokumentace zakovskych projevi byla utrzkovita, citila jsem
potfebu experiment opakovat a vést o ném evidenci, ktera by umoznovala jeho po-
drobnéjsi analyzu. Prezentace prace zakyné Anny pii uvedeném experimentu je pied-
métem tohoto ¢lanku.

4 Experiment v kvarté 2002

4.1 Priprava vyuky

Pfed druhym pokusem jsem podrobnéji promyslila zkuSenost z prvniho pokusu pro
vyuziti dané ulohy ve vyuce. Pfedevs§im jsem se snazila poznat pfi¢iny ispésnosti této
ulohy. Uvédomila jsem si nasledujici:
- Reseni ulohy za¢ina rysovanim, které zaka vtahne do aktivni prace.
- Uloha ma komplexni charakter a rozpada se na sérii podiiloh:
— identifikace thld «, 3, . . ., @,
— nalezeni zpisobu, jak uchopit vzdalené body E a F,
— odhaleni nastroje jimz Ize Sestici thlt usporadat podle velikosti.
- Drivéjsi zakovska feSeni ukazala rizné pristupy. Pomalejsi zaci uchopili nejprve
Ctyti snadné uhly (o, 53, 7y, d) a povzbuzeni timto ispéchem hledali, jak postupy

N4

nericky model feseni. Nekteti dospéli k objeveni pojmu tangens (jméno tohoto
poznatku jsem jim pak fekla), vnimali funkcni zavislost velikosti zlomku na veli-
kosti uhlu.



- Prave uvedenou volitelnost rychlosti postupu zéka pii feSeni ulohy jsem vnimala
jako jeji hlavni pfednost, protoze pfirozenym zptisobem zaméstnala vSechny zaky
tfidy, a navic do jisté miry umoznila uciteli diagnostikovat zaky.

Popsana zkusenost z ptedchoziho experimentu mi poslouzila jako scénai pro na-
sledujici experiment: predlozit tfid€ ulohu, sledovat rizné fesitelské strategie, nevstu-
povat zakiim do mys$lenkovych procest, komunikovat, kdyz o to zak sam projevi za-
jem a piipadné iniciovat diskuse mezi zaky.

4.2 Prubeh vyuky

24. 6. 2002 — 4. vyucovaci hodina, pritomno 28 zakit — 14 divek a 14 chlapcii
Vstupni atmosféra: konec $kolniho roku, klasifikace je jiz uzaviena, horko — oteviena
okna i dvefe, ostatni tfidy jiz maji volny program. Vzhledem k tomu, ze tfi zaci tiidy
budou po prazdninach navstévovat jinou stfedni Skolu a podle osnov by méli znat
uvod do goniometrie, rozhodla jsem se i za téchto okolnosti experiment uskutecnit
a pozadat tfidu o spolupraci a o pomoc jejich tiem spoluzakiim. Byla jsem velice
piijemné piekvapena pozitivni reakci tridy.

Zéaci dostali ulohu 3.1 zadanou zapisem na tabuli, étvere¢kované papiry na feseni
a bilé papiry na zaznamenani postupu. Pracovat méli nejprve samostatné, pak méli
svoje tvahy porovnat se sousedem, pak mohli podle potfeby pokracovat v praci ve
¢tveticich, pfipadné mohli konzultovat s kymkoliv ze t¥idy. Na bilém papiru méli
oddgélit carou tivahy, které doplnili po konzultaci s nékym dalSim.

Zéci pracovali s velkym zaujetim, nejprve samostatné, pak vzajemné diskutovali,
vytvofili pfijemnou pracovni atmosféru. S body A az E si uméli docela dobie po-
radit, problémy nastaly s bodem F', ktery je nedostupny a nutno jej uchopit pomoci
,, teoretického “ nastroje. Dvé divky porovnavaly prvociselné rozklady ve zlomku tvo-
feném soutadnicemi bodt. Dalsi divka tento bod fesila pomoci nastaveného papiru.
Proto jsem zadani rozsifila o dalsi bod G[1050; 548], ktery nelze fesit nastavovanim
papiru. Mimochodem, tento bod pomohl i ostatnim zaktim provéfit domnénky k nimz
se dopracovali.

O dva dny pozd¢ji jsme v badani pokracovali.

26. 6. 2002 — 4. vyucovaci hodina pritomno 30 zdkii — 15 divek a 15 chlapcii
Atmosféra: posledni hodina matematiky v tomto Skolnim roce (po filmovém pied-
staveni prvni dvé vyucovaci hodiny) Pokracovali jsme v praci. Ja jsem se vénovala
zejména tfem odchazejicim zakiim, ale i dalsi Zaci se snazili problém dofesit. Zaro-
ven jsem pozadala zaky, aby na modré papiry, které jsem jim rozdala, popsali sviij
tesitelsky postup (na bilych papirech z minulé hodiny byly vétSinou uvedeny pouze
vysledky badani a nikoliv postup).
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4.3 Konstatovani

Na konci druhé hodiny bylo mozné zéky roztridit do tfi kategorii, podle toho, jak
blizko se dostali k objevu zavislosti velikosti tthlu na poméru soufadnic piislusného
bodu. Do prvni skupiny patfi ti, ktefi samostatné zavislost objevili. Do druhé skupiny
patfi ti, kteti k poznani dosli v disledku diskuse s jinymi zaky. Do tieti skupiny patii
ti Zaci, kterym se zatim nepodafilo dojit k danému poznatku.

Zakyné Anna, které je vénovan tento ¢lanek, je predstavitelkou tfeti skupiny. Anna
by se zfejmé nekterym uciteldim jevila jako slab$i v matematice, alespoii z pohledu
vysledkil zaznamenanych v priibéhu prvni hodiny badéani a v porovnani s vysledky
ostatnich zakd pfi této hoding.

Anna je zajimava nejen svym pfistupem k matematice ale i po strance osobnostni.
Je velice hloubava, rada ptichazi ,, vécem na kloub “, podavané informace nepfijima
konzumné, snazi se v§e davat do souvislosti, Casto pfichdzi s otdzkami, které smétuji
do hloubky problému. Jiz od primy se zajima o kosmologii, ¢te odbornou literaturu
o vzniku vesmiru, v oblasti techniky ma prehled piedevsim o letadlech a vojenskych
vozidlech. Nerada prejima hotové poznatky, chce vie vytesit sama. Casto se zadanym
problémem zabyva dal doma a o ptestavce prichazi s dalsimi ndpady. Pokud se ji vSak
nepodafi vypocitat néjakou tlohu, mé sklon se podceniovat.

4.4 Analyza Zakovského reSent

-

H
cfessa

'

'

.+_..+..

Obrazek 1. Text na ctvereckovaném papire.
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Poznamka. Nékteré informace pii kopirovani originalu do tiskové podoby zanikaji.
Jsou podrobné rozvedeny v evidencich.

Vysvétleni postupu na bilém papiie:

— 1.7
70 / /=,
}12}'?750 & &?e] m Cop. 27 : / Z
so] 27505 5, _‘)W?@'JW A/,ae,
WLl rpp
> 6op

Obrazek 2. Text na bilém papire.

Vysvétleni postupu na modrém papite:

Obrazek 3. Text na modrém papire.

Prepis textu: Sledovala jsem hned od zacatku, jestli nejaké souradnice bodu nemaji
nékde sviij nasobek (= dalsi souradnice jiného bodu) a byla jsem presvédcena, zZe body
tvorené temito souradnicemi budou v jedné primce. Po narysovani jsem se o tom pre-
svédcila. Nad cim jsem vSak premyslela (a nevyresila) je to, Ze kdyZ znam souradnice
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napr. bodu G[1050,548], jaké budou souradnice bodu leZiciho na této primce, je-li
Dy napr. 6 nebo 8 atd. Nad timto jsem piemyslela v podstaté celou hodinu, nic jsem
nevymyslela a pak jsem nevédéla, co napsat do toho papiru. lakze vse, co tam je (az
na néjaké drobnosti) jsem v podstaté opsala a ani nevim, jestli to je dobre, protoze
jsem to neovérovala.

4.5 Evidence

Ctvereckovany papir:

El

E2

E3

E4

ES

E6

E7

E8

E9

Na kopii prace na ¢tvereckovaném papite neni znatelné gumovani. Na originale
lze vysledovat stopy po gumovani zapisu zadani — vycet bodi zadanych sou-
fadnicemi zapsany do prvnich dvou fadki, papir byl piivodné na vysku. Dale
jsou znatelné stopy po vygumovani soustavy soufadnic (osa x byla piivodné na
predposledni miizové piimce dole, osa y na druhé mtizové ptimce zleva, pouze
ve spodni ¢asti papiru). Opraveny obrazek je narysovan na papiru na Sitku.
Pocatek soustavy soutadnic je posunut do levého dolniho rohu, osa x vodorovna,
osa y svisla.

Obrazek je narysovan tuzkou, osy x, y — perem, ¢ast osy x (aseCka O P) je na-
rysovana tuzkou.

Body O, P, A, B, C, D, E jsou vyznaceny vyraznymi plnymi kolecky, bod F'
chybi.

Uhly o, 3,7, 6, € jdou za sebou v abecednim poiadi, fecka pismena systematicky
zapisovana za ¢aru obloucku. Recka pismena jsou vétsi nez pismena oznalujici
body.

Koncova ramena uhli kon¢i v bodech B, C, D, E — jsou narysovana jako
usecky. Pouze rameno uhlu « je prodlouzené, (pii kontrole pomoci pravitka
zji§téno napojeni v bodé A) konéi v bode E.

OAF je lomena Cara.

Pouze u bodu F jsou vyznaceny souiadnice — useky na osach oznaceny Cisly
22, 11.

Na usecce OF je stopa po gumovani dal§iho neozna¢eného bodu. Pres gumo-
vani je znatelné obnoveni usecky OFE. Ze stop je patrné oznaceni soufadnic
tohoto bodu [14; 7].

E10 Bod C' ma chybnou z-ovou soufadnici proti zadani. Na obrazku [6; 4], v zada-
ni [7;4].

Bily papir:

E11 Nabilém papiru prvni véta nad carou — popis ¢innosti —narysovani podle zadani,

vysvétleni, pro¢ chybi body F a GG (G doplnén dodate¢né). Dalsi véta vypovida
o vztahu x, y a velikosti uhlu.
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E12 Pod prvni ¢arou je napsdna véta zdiivodiujici, pro¢ bod E' lezi na polopiim-
ce AO.

E13 Pod druhou ¢arou je netplna odpoveéd’ na zadanou otazku a vypocty tykajici se
bodii F' a G s porovnanim velikosti thli FOP a GOP.

Modry papir:

E14 Na modrém papiru na zacatku textu je ptepis: ,, Sledovaly jsme‘“ — opraveno na
., Sledovala jsem “.

E15 Ve ttetim tadku je preskrtany napis: ,, tyfo dve souradnice bu “

E16 Cely druhy odstavec na modrém papiru vysvétluje, o cem Anna premyslela a co
pak zapsala a pro¢. V odstavci je tfikrat Skrtano, na levé strang je ptes cely od-
stavec Sipka, ktera sméfuje ke Skrtu pod napisem. V textu pouzit symbol Dy.

4.6 Komentare k evidencim

Ctveretkovany papir:

K1 Anna nejprve piecetla zadani ulohy, peclive ho prepsala na ¢tvereckovany papir
(situovany na vysku), zakreslila osy. To vSe je vygumovano, ale dobfe znatelné.
Ve zvolené soustaveé soufadnic neni Zadna stopa po zakreslenych bodech. Anna
si zfejmé uvédomila, Ze se ji v tomto usporadani body do obrazku nevejdou.
Vzhledem k tomu, ze nejsou vyznaceny ani body O, P, A, C, D, které by se tam
vesly, da se pfedpokladat, Ze geometrickou situaci Anna vnimala jako koncept.
Kdyby totiz Anna vnimala situaci procesualné, vyznacila by vSechny tyto body
a az u bodu FE, ktery by vyznacit nebylo mozné, by zacala uvazovat o zmén¢
polohy papiru. Ona se vSak rozhodla zménit polohu papiru a umisténi soustavy
soufadnic bez rysovani, jen po piecteni souradnic bodu.

K2 Na otoceném papiru cilen¢ umistila soutadnice do levého dolniho rohu, pro za-
kresleni bodi nechala co nejvétsi prostor. Zadani jiz neopisovala. Ziejme zacala
pfemyslet o strategii a nepotiebovala jinou nahradni ¢innost.

K3 Pti podrobném zkoumani (papir proti svétlu) je vidét, Zze celé osy jsou nary-
sovany keramickym perem, tiseCka OP je pfes tenkou ¢aru perem vytazena
tuzkou. To svédci o tom, Ze osy soufadnic Anna narysovala jako prvni a byla
si jista v jejich umisténi. Zvyraznéni jinou barvou odd€luje i vyznamoveé osy
od ostatnich ¢ar na obrazku (slouzi k orientaci a nejsou soucasti tthlt). Usecka
OP je tuzkou, protoZze dominantni funkce této tisecky je vztah ke v§em thlam.
V Anninych separovanych modelech uhli piedstavuje jejich spole¢né pocatecni
rameno.

K4 Vyrazné velkymi kolecky jsou vyznaceny body, kterymi si Anna byla jista. Ne-
ptitomnost bodu F' nejprve zdivodnila tim, Ze se na papir nevesel, teprve z do-
date¢ného vysvétleni vyplyva (viz K16), ze v tuto chvili probihaly Anné¢ hlavou
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K5

K6

K7

K8

K9

K10

neevidované myslenkové pochody, Ze hledala, jak zménit souradnice bodu, aby
se dostal do viditelné oblasti, jak ho posunout po pfimce a priblizit ho tak k po-
¢atku. Z geometrie tak presla do oblasti aritmetiky.

Ze zpusobu zéapisu se da usoudit, ze thly jsou hlavnim objektem zkoumani. Za-
tim vSak jsou pouze peclivé zakresleny, geometrické porovnani velikosti thla
ziejme¢ Anna zatim nevidi. Domnivam se, Ze je v tuto chvili pfili§ zaujata fe-
Senim aritmetického problému, ktery je zamefen pouze na zkoumani soufadnic
bodi na jedné pfimce. Z tohoto pohledu jsou pro Annu zajimavé predevsim bo-
dy AaFE.

Pro zviditelnéni zkoumanych thli pouzila Anna separované modely, ve kterych
koncova i pocatecni ramena jsou znazornéna UseCkami. V tomto modelu se
ztraci neohranicenost tthlu a tim i1 propojeni na neviditelnou oblast.

Zalomeni ¢ary O AFE svéd¢i o tom, Ze byla nejprve narysovana tise¢ka O A a po-
tom tisetka AE. Cara OAE dokumentuje Annino piesvédéeni, ze body A, E
lezi na stejné piimce — vyjadieno jejim jazykem (mysleno na téze poloptimce
OA). Toto presvédéeni vyplyva z ivahy popsané na modrém papife: ,,... jestli
nejaké souradnice bodu nemaji nekde sviij nasobek a byla jsem presvédcena, Ze
body tvorené temito souradnicemi budou v jedné primce.

Oznaceni usekl na osach pouze u bodu £ miize mit dvoji divod. Jedna se o bod
nejdal od pocatku a je tedy vétsi pravdépodobnost omylu, napocitani étverecki
a oznaceni ¢islem déava jistotu spravného umisténi. Miize to vSak také souviset
se zaujatosti na feSeni problému s nasobky soufadnic. Bod E je v tomto sméru
napadny.

Zvoleni dalsiho bodu na téze iseCce a vyznaceni jeho soufadnic, které jsou na-
sobky soufadnic bodu A, spi§ potvrzuji druhou moznost. Vygumovani tohoto
bodu a znovu propojeni usecky svédci o nejistoté. Doplnény bod domnénku
Anny potvrdil, ale nebyl v zadani, mozna proto jej vygumovala.

Chyba v zakresleni bodu se vyskytla pouze u bodu C, pravdépodobné se jedna
o ptehlédnuti. Poloha bodu C' vzhledem k Annin¢ myslence neni rozhodujici.

Bily papir:

K11

V prvni vét¢ se Anna snazi popsat ¢innost pii feSeni tlohy. Tato véta skuteéné
odpovida tomu, co pozorujeme na ctvereCkovaném papiru. Je napsana osob-
nostné a ¢innostn¢, coz potvrzuje domnénku, Ze Anna teprve hleda feseni. Druha
véta: ,, Cim je x mensi a y vétsi — tim vétsi ihel (O a P jsou vidy stejné) “ nemé
nikde zaddnou dalsi souvislost. Je napsana nad prvni ¢arou, kde mély byt zapsany
vlastni Gvahy Zaka. Po prvnim pfecteni (bez vysvétleni na modrém papiru,) jsem
se domnivala, ze v hlavé Anny prob&hly uvahy, které nebyly zaznamenany, nebo
byly napsany na n¢jaky pomocny papir. Pfi porovnani s praci sousedky a po pfi-
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znani na modrém papiru se ukéazalo, Ze tuto druhou vétu Anna opsala bez poro-
zuméni od sousedky. Prvni ¢ara tedy neoddéluje vlastni uvahy od spole¢nych.

K12 Véta pod druhou ¢arou: ,, Bod E je na poloprimce AO protoze jeho souradnice
Jsou 11X vetsi nez souradnice bodu A[2;1].“, je zajimava z n¢kolika divodu.
Podle umisténi pod ¢aru by méla tato myslenka pfijit az po konzultaci se soused-
kou. Evidence E7 — E9 vsak potvrzuji, Ze Anna hledala ditkaz pro tuto myslenku
ve svém obrazku. V praci sousedky se tato véta vyskytla také na stejném misté
— to znamend po konzultaci s Annou. Dfive se vSak v préci sousedky zadna
souvislost s touto tvahou neobjevila. Vysvétleni ptinasi uptesnéni z nasledu-
jici hodiny na modrém papiru. Z ného je vidét, ze to bylo prvni, nad ¢im Anna
premyslela, neuméla vSak myslenku zformulovat. Po konzultaci se sousedkou,
které své uvahy vysvétlovala, formulaci ziejmé spoleéné vytvotily. Ve veéte je
poprvé pouzita polopifimka, v obrazku se neobjevila zadnd. Anna polopfimku
oznacila chybné AQ, sousedka ji ma oznac¢enou spravné O A.

K13 Cely text pod druhou ¢arou je pouze opsan pii konzultaci s dalsimi skupinami.
V setazeni thli podle velikosti tihel € je zafazen jako mensi nez thel a. Anna vé-
novala spoustu energie na objev, ze body A a E leZi na téZe polopiimce, presto si
neuveédomila, ze se Ghly «v a € rovnaji, nebo pfinejmensim nevnimala, co pise. Je
pravdépodobné, ze otazka o koincidenci bodi O, A, F byla kontextem, v némz
dominovala aritmeticka uvaha, zatimco pfi porovnavani uhll «, € vidéla divka
jen kontext geometricky.

Modry papir:

K14 Ptepis z mnozného ¢isla na jednotné dokumentuje, ze se jedna opravdu o vlastni
tivahy Anny. Skrtani svédéi o tom, Ze Anna vypovéd pravé tvoii, neméla ji pre-
dem promyslenou ani pfipravenou. Vypovéd naznacuje i Casovy prub¢eh feseni.
Prvni myslenka sméfovala ke zkoumani soutadnic bodi lezicich na pfimce. Pak
nasledovalo rysovani, které myslenku potvrdilo. Véta: ,, Po narysovani jsem se
o tom presvédcila*”, poukazuje nejen na ¢asovou posloupnost feseni, ale i na
Anninu schopnost kritického mysleni.

K15 V prubéhu psani se snazi o ptesnou formulaci. Minulou hodinu méla Anna nej-
vEtsi potize prave s formulovanim myslenky.

K16 Cely tento odstavec vyzniva dost skepticky — slova: ,,... nevyresila ..., nic jsem
nevymyslela a pak jsem nevédéla, co napsat do toho papiru . Anna se pfiznava,
7e vSe az na n&jaké drobnosti opsala. Tyto ,, drobnosti “ v§ak ptredstavuji sprav-
nou a potvrzenou myslenku: ,,... ani nevim, jestli to je dobre, protoze jsem to
neovérovala. “ Opét potvrzuje Anninu schopnost kritického mysleni.

Anna se hned od zacatku zaméftila na soufadnice bodl na piimce — uvédomila si,
Ze to budou nasobky. Dal si uvédomuje, ze pies tuto zavislost by mélo byt mozné
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dostat bod po ptimce do viditelné oblasti. Domnivam se, ze Anna zde hledala souvis-
lost s grafem piimé timérnosti. Tomu by odpovidala i véta: ,,... kdyz znam souradnice
napr. bodu G[1050,548], jaké budou souradnice bodu leZiciho na této primce, je-li
Dy napt. 6 nebo 8 atd. " Chybné pouziti symbolu pro defini¢ni obor opét potvrzuje
potize s pfesnym vyjadfovanim, ziejmé méla na mysli body s z-ovou soutadnici 6
nebo 8, které by mohla do obrazku umistit.

4.7 Dalsi komentar

Anna ve své vypovedi vyjadrila pocit, Ze nic nevyfesila, ze nic neobjevila. Podobné
zareagovala i jedna kolegyné€ po precteni Anniny prace slovy ,, 70 je néjaka slaba
zakyne! Co to pise za nesmysly? “ Domnivam se, Ze podrobnd analyza vSak ukazala
néco jiného. Anna ma problémy s formulaci myslenek, cestu k feSeni vidi v sou-
vislosti s funkei piima umérnost. Ve védomi uz je na stopé spravného objevu vlastni
cestou.

Po této analyze jsem méla pocit, Ze by bylo potfeba vytvorit dalsi situaci cilenou
pfimo pro Annu tak, aby sama poznala, Ze i jeji cesta vede k cili. Pfipravila jsem
niZe uvedenou sérii navodnych uloh a doufala jsem, Ze pomoci této série a s Casovym
odstupem, se Ann¢ podaii feseni ptivodni tlohy dokoncit. Navodné tlohy vychazeji
z vlastnosti pfimé umeérnosti, které jsou pro Annu znamé.

V zafi po prazdninach jsem Anné dala zadani deviti uloh napsané na pocitaci. Pi
zadani uloh dostala Anna pokyn: ,, Vrat' se k reseni ulohy o uhlech. Precti si zaznamy
z predchozich hodin, pokus se ulohu doresit. Zjisti, jestli se v zapisech nevyskytuji
nejaké chyby nebo nepresnosti. Pokud ano, oprav je. Jestlize se ti nedari ulohu dore-
Sit, 7e$ postupné ndsledujici navodné ulohy. Ty nemusis resit viechny, v kterémkoliv
okamziku se muzes vratit k ptivodni uloze.

Navodné ulohy:

1. Ve vété: ,,Bod E je na poloprimce AQO protoze jeho souradnice jsou 11X vetsi
nez souradnice bodu A[2;1]. “ najdi nepfesnosti a oprav je.

2. Je tseCka OF casti grafu n¢jaké funkce? Které? Najdi rovnici této funkce.

3. Ovét, zda body K [8;4], L[8;5], M[6;9], N[28;15], G[1050; 548] lezi na grafu
této funkce.

4. Najdi soufadnice dal$iho dosud neuvedeného bodu, ktery bude lezet na grafu této
funkce.

5. Body Q[6;...], R[24;...] a S[100;...] lezi na polopifimce O A. Nalezni chybé-
jici soutfadnice. Spravnost feSeni ovet rysovanim.

6. Useka OB je &asti grafu funkce f, Gse¢ka O D &asti grafu funkce ¢. Najdi rovnice
funkci f a g.
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7. Podle svého obrazku srovnej thly «, 3, v, d, € podle velikosti. Porovnej tuto
odpoved’ se zapisem na bilém papiru.

8. Najdi souvislost rovnic funkci f a g s velikostmi thld 3 a €.

9. Ovet spravnost posledniho sdéleni uvedeného na bilém papiru.

Prvni illoha poméha upfesnit formulace. Ulohy druhé az &tvrta pfipominaji funkci
pfima imérnost. Pata tloha pomaha najit souvislost grafu pfimé umeérnosti a polo-
ptimky OA. Sesta az osma uloha vede ke hledani vztahu koeficientu pfimé amér-
nosti a velikosti uhlu, coz je zaroven propedeutika zavedeni funkce tangens i smérnice

primky.

4.8 Analyza reseni navodnych uloh

Tyto ulohy fesila Anna ve dvojici se sousedkou doma. Vysledky svého badani ode-
vzdaly na tfech papirech. Na jednom z nich byly spravné vysledky (bez postupu fe-
Seni) prvnich péti tloh, ze Sesté ulohy jen zjednodusené zadani. Na dvou ¢tverecko-
vanych papirech bylo feSeni Sesté ulohy, které se jevi jako kli¢ové z hlediska procesu
objevovani. Reseni tloh 7 az 9 divky uvedly pouze Gstné, zdalo se jim vie jasné, neni

to uz tfeba zapisovat.
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Evidence (pouze zjednodusené, strucné):

El

E2

E3

E4

ES

Eo6

E7

E9

Kazda z funkci f a g je narysovana do samostatné soustavy soufadnic na ¢tve-
reckovaném papife.

Na piimce OD je bod D vyznacen svislou carkou, dalsi body (s vyznacenymi
soufadnicemi) plnymi kolec¢ky.

Na osach soufadnic funkce ¢ jsou vyznacené ¢iselné hodnoty soufadnic nékte-
rych bodi.

Nad grafem funkce g je ve tfech sloupcich tabulka — prvni dva sloupce tvoti
vyznacené x-oveé a y-ové souradnice oznacené na osach (s jednou chybou), tieti
sloupec jsou hodnoty rozdilu téchto soutadnic.

Nad ptimkou OD jsou prvni tfi body po dvou spojeny svorkami s ozna¢enim
dcma 3cm.

Graf funkce f je narysovan na dal§im obrazku. Neni v ném gumovéano, ani tam
nejsou zadné zbytec¢né body navic, vSe je provedeno Cisté a ekonomicky.

V pravém hornim rohu je komentaf: Prodlouzily jsme — OB a zjistily jsme
dalsi body a jejich soutadnice na — O B. Tak jsme zjistily f.

Nad grafem je napsana rovnice funkce f.

Komentare:

K1

K2

K3

Grafy funkci jsou oddélené, divky zkoumaji kazdou funkci zvlast, zatim nemaji
potiebu je porovnavat.

Sestrojeni grafu funkce g zfejme zacina konstrukci bodu D a sestrojenim primky
OD. Postup sestrojovani grafu potvrzuje souvislost s grafem ptimé timeérnosti —
primka prochazejici body O a D.

Na ptimce jsou kolecky vyznacené body, o kterych se zfejmé divky domnivaly,
ze lezi na grafu. Tyto body podrobné&ji zkoumaly.
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K4 Soufadnice téchto bodl vyznacily na osach a pak je vypsaly do tabulky. Hle-
daly souvislosti mezi uvedenymi Cisly. Nejprve se zamétily na rozdily, ale tam
zadnou pravidelnost nenasly. Jeden chybny udaj pohled jesté vic komplikoval.

K5 Na c¢tvereckovaném papife je zaujala myslenka ,, schodii “. Dva schody nazna-
¢ily svorkami. Z obrazku neni patrné, ze se jednd o schody, ale divky to upies-
nily pfi Gstnim vysvétleni. Nejprve se zamétily na porovnavani Sirky a vysky
schodii u dvou sousednich mtizovych bodu lezicich na ptimce. Tyto dva vy-
znacené body ale vedly do slepé ulicky, protoze ve skute¢nosti druhy z nich na
pfimce nelezi, jedna se o nepfesné rysovani.

K6 Graf funkce f jiz divky rysovaly cilené s myslenkou zkoumat mtizové body
lezici na ptimce z pohledu schodt. Graf je proveden velmi pfesné a s jistotou.

K7 Legenda v pravém hornim rohu papiru popisuje ¢innost, jak nasly vhodné body.
Pti ustnim vysvétleni pak ukazaly, ze si vSimly, Ze pro vSechny sousedni mfi-
zové body na piimce je spole¢né, ze maji stejnou zakladnu (rozdil z-ovych sou-
fadnic) a stejnou vysku schodu (rozdil y-ovych soutadnic). Ze sklon piimky se
da vyjadiit zlomkem, kde v Ccitateli je vyska schodu a ve jmenovateli je Sitka
schodu. Tento objev se jevi jako klicovy.

K8 Nad grafem je zapsana rovnice funkce f, coz bylo posledni, co se divkam je-
vilo jako dulezité pro zapis. VSe ostatni pak uz bylo zbyte¢né psat, protoze uz
to bylo jasné. Pfi rozhovoru pak potvrdily, Ze o problému spolu diskutovaly,
ze feSeni hledaly a nachazely spolecné. Rovnici funkce si ovétily dosazenim
soufadnic vyznacenych bodl. Konstatovaly jako jasné, ze koeficient v rovnici
pfimé umeérnosti je roven nalezenému zlomku a ze vlastn¢ urcuje sklon ptimky
a tim je jasné, Ze se tak snadno daji srovnat pozadované thly podle velikosti.
Divky uz vibec nepotiebovaly tlohu dokoncit zapisem na papir, vSe se jim je-
vilo evidentni. Pfi vysvétlovani se stfidaly v liceni objevu, skéakaly si do feci,
vyzatovala z nich velka radost.

Se svym badanim divky seznamily celou tfidu. Spole¢né jsme porovnavali rtizné
cesty feseni, které vedly ke stejnému vysledku. Anna si prozila pocit uspésného ob-
jevu. Pro tfidu byl objev divek také uzite¢ny, v nasledné diskusi jsme spolecné zhod-
notili souvislost koeficientu ptfimé umeérnosti se sklonem primky a funkci tangens
smérového uhlu.

5 Poznamka na zavér

Jak hluboce se uvedeny objev zakofenil ve védomi Anny potvrzuje i dal$i situace.
Asi za mésic jsme ve fyzice probirali pojem okamzita rychlost. Jiz pfi hodinach zéci
o tomto pojmu ziveé diskutovali, objevily se ivahy souvisejici s chovanim zlomku,
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jestlize se Citatel 1 jmenovatel hodn¢ zmens$uji. To Annu zaujalo a porovnavala nas
zjednoduseny zptsob zavedeni rychlosti se zavedenim ve vysokoskolské ucebnici.
dv

O piestdvce za mnou pfiSla s dotazem: ,, Tady maji, Ze v = 7 a my jsme zavedli

v = %. Co tam znamenda to malé d? ““ Nad vztahem byl v ucebnici uveden graf zavis-
losti drahy na Case se znazornénim vyznamu okamzité rychlosti, byla tam zakreslena
i teCna ke grafu. Docela snadno Anna pochopila souvislost a zjednoduseni naseho
zavedeni okamzité rychlosti s pfesnéj$im vyjadienim pomoci ,, malého d* a nezdalo
se ji ani divné, Ze sklon te¢ny souvisi se zvétSovanim nebo zmenSovanim rychlosti
a se sklonem ptimky, jak to objevily divky pfi matematice. Anna s piekvapenim pfi-
jalaito, Ze se jejich zlomek v nové souvislosti mtize oznacovat jako derivace funkce
v daném bod¢ a méla radost, ze se ji tak zda pochopitelnéjsi text ve vysokoskolské
ucebnici.

Z objevovani ma Anna metakognitivni zkuSenost. V okamziku, kdy pfichazi za
ucitelem pro radu, staci ukazat okno, které je nutno oteviit. Po rozmluvé Anna nevidi
derivaci, jako néco, co bude nadfazeno, ale néco, co poukaze na souvislost jeviia co je
pomuze uchovat ve védomi. Zatim ma derivaci jen na Girovni pojmd, ne technologie.

Miizeme se domnivat, Zze uvedeny zptisob prace Annu posunul nejen z hlediska
kognitivniho, ale pfedevs§im z hlediska sebehodnoceni. Na pocatku byl pocit neschop-
nosti, postupné se postoj meéni tak, ze se Anna neboji oteviit ndro¢nou uc¢ebnici, neboji
se zadat o radu a diskutovat o tom, ¢emu nerozumi.

Pti ptipravée a realizaci experimentu i pfi analyzach experimentdlnich materidlt
jsem vyuzivala metodické postupy popsané v knihach [B], [5] a [4]. Jsem rada, Ze
jsem méla moznost i osobné konzultovat s M. Hejnym a chtéla bych mu podékovat
za jeho rady a pfipominky.
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Zadania uloh
72. ro¢nika Matematickej olympiady

Kategoria Z5

Uloha Z5-1-1. (Libuse Hozovd) Na like bolo 45 oviec a niekol’ko pastierov. Potom
ako z luky odisla polovica pastierov a tretina oviec, mali zvyS$ni pastieri a ovce spolu
126 ndh. Pritom vsetky ovce a vSetci pastieri mali obvyklé pocty ndh. Kol'’ko pastierov
bolo pévodne na luke?

Uloha Z5-1-2. (Josef Tkadlec) Marta hra hru, v ktorej hada pitciferné &islo tvorené
navzajom roznymi ¢islicami. Priebeh prvych troch kol vyzera takto:

1.kolo |2 (lté) | 6 (%edé) 1(21té) | 3 (3edé) | 8 (31té)

2.kolo | 4(21té) | 1(zelend) |9 (3edé) | 6 (Sedé) | 2 (zlté)

3.kolo | 8(#1té) | 1(zelend) |0 (3edé) |2 (:1té) |5 (3edé)

Farba policka prezradza nieco o ¢islici v iom napisane;j:
- Zelené policko znamena, Ze Cislica sa v hadanom ¢isle vyskytuje, a to presne na
tom mieste.
. ZIté policko znamena, Ze &islica sa v hadanom &isle vyskytuje, ale na inom mieste.
- Sedé politko znamena, Ze &islica sa v hadanom &isle nevyskytuje.
Vysvetlite, ¢1 Marta modze alebo nemoéze pitciferné Cislo s istotou uhadnut’ v nasle-
dujucom kole.

Uloha Z5-1-3. (Erika Novotnd) Vo $tvorcovej sieti je dany trojuholnik, ktorého vr-
choly st uzlovymi bodmi siete:

V dostato¢ne rozsirene;j sieti nakreslite Styri rozdielne (navzajom nezhodné) mnoho-
uholniky také, ze ich vrcholy st tiez jej uzlovymi bodmi a kazdy z nich ma dvojna-
sobny obvod, ako ma dany trojuholnik.
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Uloha Z5-1-4. (Libuse Hozovd) Nikola mala v zoite napisané jedno trojciferné
a jedno dvojciferné ¢islo. Kazdé z tychto ¢isel bolo tvorené navzajom réznymi Cisli-
cami. Rozdiel Nikolinych ¢isel bol 976. Aky bol ich stéet?

Uloha Z5-1-5. (Veronika Bachratd) Tri zaby sa naudili skakat’ po rebriku. Kazda
dokéaze skakat’ smerom hore aj smerom dole, ale len o urité poéty prie¢ok. Zaby
zacinaju na zemi a kazda by sa rada dostala na svoju obl'iben1 priecku:

- Mala zaba vie skakat’ o 2 alebo o 3 priecky a chce sa dostat’ na siedmu priecku.

- Stredna Zaba vie skakat’ o 2 alebo o 4 priec¢ky a chce sa dostat’ na prv( priecku.

- Vel’ka zaba vie skakat’ o 6 alebo 0 9 prie¢ok a chce sa dostat’ na tretiu priecku.
Pre jednotlivé Zaby rozhodnite, ¢i vedia doskocit’ na svoju obl'ibent priecku. Ak ano,
popiste ako. Ak nie, vysvetlite preco.

Uloha Z5-1-6. (Michaela Petrovd) Jakub zbiera hracie kocky, vietky rovnakej vel-
kosti. Véera nasiel Skatul'ku, do ktorej zacal kocky ukladat’. Prva vrstva kociek po-
kryla presne §tvorcové dno Skatul’ky. Podobne vyskladal pat d’alSich vrstiev, avSak
v polovici nasledujucej vrstvy mu dosli kocky. Dnes dostal Jakub od babicky 18 ko-
ciek a s prekvapenim zistil, ze mu presne chybali na dokonéenie neuplnej vrstvy v ska-
tul’ke. Kol'ko kociek mal Jakub vcera?

Kategoria 7.6

Uloha Z6-I-1. (Libuse Hozovd) Pan Skovranok bol znamym chovatelom vtakov.
Celkovo ich mal viac ako 50 a menej ako 100. Andulky tvorili devétinu a kanariky
§tvrtinu celkového mnoZstva vtakov. Kol’ko vtakov choval pan Skovranok?

Uloha Z6-1-2. (Libuse Hozovd) Vaclav nasobil dve trojciferné &isla obvyklym pi-
somnym sposobom. Overil si, ze vysledok je naozaj spravny a svoj vypocet nickam
zalozil. Po Case potreboval vysledok ukazat mamicke. Nasiel sice svoj predchadzajuci
vypocet, ale mnoho ¢islic bolo rozmazanych, takze sa nedali vobec precitat’ (hviez-
dicky nahradzajt necitatel'né Cislice):

* % %
w1 * %
9 9 * %
9 0 *
% %k 9
5 6 * * x

Viclav si uz nepamiital, ktoré ¢isla nasobil, napriek tomu bol schopny urcit’ ich sucin.
Aky bol tento sucin?
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Uloha Z6-1-3. (Eva Semerddovd) Magda si z papiera vystrihla dva rovnaké rovno-
ramenné trojuholniky, z ktorych kazdy mal obvod 100 cm. Najprv z tychto trojuhol-
nikov zlozila stvoruholnik tak, Ze ich k sebe prilozila ramenami. Potom z nich zlozila
Stvoruholnik tak, ze ich k sebe prilozila zakladiiami.

(Ak by mali zékladne 1 cm a ramena 2 cm, vzniknuté Stvoruholniky by teda vyzerali
ako na obrazkoch.)

=l ==

V prvom pripade jej vysiel $tvoruholnik s obvodom o 4 cm kratsim ako v druhom
pripade. Uréte dizky stran Magdinych trojuholnikov.

Uloha Z6-1-4. (Libuse Hozovd) Sedem trpaslikov sa narodilo v rovnaky defi v sied-
mich po sebe iducich rokoch. Sucet vekov troch najmladsich trpaslikov je 42 rokov.
Ked’ jeden trpaslik odisiel so Snehulienkou po vodu, zistili zvys$ni trpaslici, Ze ich
priemerny vek je rovnaky ako priemerny vek vsetkych siedmich. Kol'ko rokov mal
trpaslik, ktory Siel so Snehulienkou po vodu?

Uloha Z6-1-5. (Michaela Petrovd) Pata Mat si precvicovali poéitanie. Vo §tvorco-
vej sieti orientovanej podl'a svetovych stran priradili posunu o jedno poli¢ko nasle-
dujuce matematické operacie:
- Pri posune na sever (S) pripocitali sedem.
- Pri posune na vychod (V) odpocitali Styri.
- Pri posune na juh (J) vydelili dvoma.
- Pri posune na zapad (Z) vynasobili tromi. Mala zaba vie skékat’ o 2 alebo o 3 priec-
ky a chce sa dostat’ na siedmu priecku.
(Napriklad ked’ Mat zadal Patovi ¢islo 5 a cestu S-V-J, vyslo im pri spravnom pocitani
¢islo 4.)
Ktoré¢ ¢islo zadal Pat Matovi, ak pri ceste S-V-J-Z-Z-J-V-S pri spradvnom pocitani
vyslo na konci ¢islo 577

Uloha Z6-1-6. (Monika Dillingerovd) Boris méa zvlastne digitalne hodiny. Idu sice
presne, ale namiesto hodin a minut ukazuju iné dve ¢isla: Prvé je cifernym stctom
Cisla, ktoré by bolo na displeji beznych hodin, druhé je su¢tom hodin a minut (na-
priklad o 7:30 ukazuju Borisove hodiny 10:37). Aky mdze byt skuto¢ny cas, ked’
Borisove hodiny ukazuju 6:15? Urcte vSetky moznosti.
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Kategoria 7.7

Uloha Z7-1-1. (Libuse Hozovd) Priemerny vek dedka, babicky a ich piatich vntgat
je 26 rokov. Priemerny vek samotnych vniicat je 7 rokov. Babicka je o rok mladsia
ako dedko. Kol'ko rokov ma babicka?

Uloha Z7-1-2. (Iveta Jancigovd) St dané dva zhodné rovnostranné trojuholniky
ABCaBDEFEtak,zebody A, B, D lezia na jednej priamke a body C, E lezia v rovna-
kej polrovine vymedzenej priamkou AD. Priese¢nik C'D a AF je oznaceny F'. Urcte
velkost' uhla AF D.

A B D

Uloha Z7-1-3. (Matis Papso) Obkrocné cislo je také prirodzené ¢&islo, v ktorého
zapise
- je kazda nenulova Cislica pouzita prave dvakrat,
- medzi dvoma rovnakymi nenulovymi ¢islicami sa nachadza prave tol’ko nul, aka
je hodnota tychto ¢islic.
(Obkro¢né ¢isla su napriklad 40001041 alebo 300103100.)
Zistite, kol'ko existuje sedemcifernych obkro¢nych ¢isel, v ktorych zapise sa vy-
skytuju prave jednotky, dvojky a nuly.

Uloha Z7-1-4. (Jaroslav Zhouf) Jarko mal napisani postupnost’ slabik:
ZUZANANELALUCI SAMUEL

Pismena chcel nahradit’ Cislicami od 0 do 9 tak, aby r6znym pismenadm zodpovedali
rozne Cislice, a aby (v danom poradi) vznikla rasttica postupnost’ dvojcifernych cisel.
Zistite, ¢i sa to da a ako, alebo vysvetlite, preCo to mozné nie je.
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Uloha Z7-1-5. (Eva Semerddovd) Na obrazku nizsie su znazornené §tvorce ABC'D,
EFCA, GHCE alJHE. Body S, B, F a G su postupne stredy tychto §tvorcov.
Usecka AC je dlha 1 cm. Uréte obsah trojuholnika 1.JS.

D C H

I

Uloha Z7-1-6. (Erika Novotnd) Eva si myslela dve prirodzené &isla. Tieto ¢isla
najprv spravne scitala, potom od seba spravne od¢itala. V obidvoch pripadoch dostala
dvojciferny vysledok. Stucin takto vzniknutych dvojcifernych cisel bol 645. Ktoré
Cisla si Eva myslela?

Kategoéria 78

Uloha Z8-I-1. (Karel Pazourek) Su dané tri navzdjom rozne &isla. Priemer prie-
meru dvoch mensich ¢isel a priemeru dvoch vécsich Cisel je rovny priemeru vSetkych
troch ¢isel. Priemer najmensSieho a najvacsieho ¢isla je 2022. Urcte sticet tychto troch
Cisel.

Uloha Z8-1-2. (Karel Pazourek) Kosostvorec ABC D mé stranu dizky 6 cm a vysku
4cm. Bod F je stred strany AD, bod G je stred strany BC', bod F’ je priese¢nik tise-
¢ieck AG a BE, bod H je prieseénik useCiek C'E a DG. Urcte obsah §tvoruholnika
EFGH.

Uloha Z8-1-3. (Jdn Mazdk) Pre postupnost’ &isel zadinajiicu sa
1, 3, 4, 7, 11, 18, ...

plati, ze kazdé ¢islo po¢nuc tretim je suc¢tom predchadzajticich dvoch. Akou ¢Eislicou
sa konci ¢islo na 2023. mieste tejto postupnosti?
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Uloha Z8-1-4. (Michaela Petrovd) Cyril na mape s mierkou 1 : 50 000 vyznaéil
Stvorcovy pozemok a vypocital si, Ze jeho strana v skuto¢nosti zodpoveda 1 km. Mapu
zmensil na kopirke tak, Ze vyznadeny $tvorec mal obsah o 1,44 cm? mensi ako na
povodnej mape. Aka bola mierka mapy po zmenSeni?

Uloha Z8-1-5. (Erika Novotnd) etra mala na tabuli napisané vietky prirodzené ¢isla
od 1 do 9, kazdé prave raz. Dve z tychto Cisel scitala, zmazala a vysledny sucet na-
pisala namiesto zmazanych scitancov. Mala tak teraz napisanych osem cisel, ktoré sa

byt tento sucin.

Uloha Z8-1-6. (Jaroslav Svrcek) Je dany obdiznik ABCD a body E, F tak, Ze
trojuholniky BEC a C'F D st rovnostranné a kazdy z nich ma s obdiznikom ABC'D
spolo¢ntl iba stranu. Zdévodnite, Ze aj trojuholnik AF'F' je rovnostranny.

Kategoria Z9

Uloha Z9-1-1. (Erika Novotnd) Aritmeticka postupnost’ je takd postupnost’ &isel,
v ktorej je rozdiel kazdého ¢isla a ¢isla jemu predchadzajuceho stale rovnaky; tomuto
rozdielu sa hovori diferencia. (Napriklad (2, 8, 14, 20, 26, 32) je aritmeticka postup-
nost’ s diferenciou 6.)

Bolek a Lolek mali kazdy svoju aritmetickl postupnost’. Aj Bolkova aj Lolkova
postupnost’ sa zacinala ¢islom 2023 a koncila sa ¢islom 3023. Tieto dve postupnosti
mali 26 spolo¢nych ¢isel. Pomer Bolkovej a Lolkovej diferencie bol 5 : 2. Urcte
rozdiel Bolkovej a Lolkovej diferencie.

Uloha Z9-1-2. (Iveta Jancigovd) St dané dva zhodné rovnostranné trojuholniky
ABC a BDE tak, ze velkost uhla ABD je vi¢sia ako 120° a mens$ia ako 180°
a body C, F lezia v rovnakej polrovine vymedzenej priamkou AD. Prieseénik C'D
a AFE je oznaceny F'. Urcte vel'kost uhla AF'D.

C E
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Uloha Z9-1-3. (Erika Novotnd) Traja kazelnici kazlia s ¢islami, kazdy viak vie len
jedno kuzlo:

- Prvy kuzelnik vie od 'ubovol'ného ¢isla od¢itat’ ¢islo jedna.

- Druhy kuzelnik vie 'ubovol'né ¢islo vydelit’ ¢islom dva.

- Treti kuzelnik vie l'ubovol'né ¢islo vynasobit’ ¢islom tri.

Kuzelnici sa pri carovani mozu 'ubovol'ne striedat,, kazdy v§ak moze svoje kuzlo
pocas jedného vystiipenia pouzit’ najviac patkrat a ziadny medzivysledok nesmie byt
vacsi ako 10. Pri jednom vystupeni mali z pétice &isel (3,8,9,2,4) vykuzlit' paticu
trojok, pri inom vystupeni mali z tej istej patice ¢isel vykuzlit' paticu patiek. Ako si
mohli s problémom poradit’”? N4jdite mozné rieSenie alebo vysvetlite, preco to mozné
nie je.

Uloha Z9-1-4. (Alzbeta Bohinikovd) Najdite najmensie kladné celé &isla a a b, pre
ktoré plati  7a® = 11b°.

Uloha Z9-1-5. (Karel Pazourek) Na snovom trhovisku ponukla Sfinga cestovate-
Povi za $tyri sny sedem ilizii, dva $lofiky a jednu no¢ntt moru. Inému cestovatelovi
ponukla za sedem snov Styri iluzie, Styri Slofiky a dve no¢né mory. Sfinga je pri svo-
jich ponukach spravodliva a vymeriava vzdy rovnako. Kol'ko iluzii stoji jeden sen?
Uloha Z9-1-6. (Monika Dillingerovd) Vrcholy §tvorca ABC'D spaja lomena &iara

DEFGHB.Uhly DEF,EFG,FGH,GHB supravéatse¢cky DE, EF, FG,GH,
H B meraju postupne 6 cm, 4 cm, 4 cm, 1 cm, 2 cm. Urcte obsah Stvorca ABCD.

D C

A B

Terminy odovzdania rieSeni:
- 75,79 — dlohy 1,2,3:16.11.2022; ulohy4,5,6:9.1.2023
- 26,727,Z8 — tlohy1,2,3:16.1.2023; ulohy4,5,6: 3. 3.2023

Za Slovensku komisiu Matematickej olympiady spracoval Stanislav Krajci
e-mail: stanislav.krajci@upjs.sk


stanislav.krajci@upjs.sk
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Zadania uloh
38. ro¢nika Olympiady v informatike

Informacie a pravidla
Pre koho je sutaz urcena?

Do kategorie B sa smu zapojit’ len ti Ziaci zakladnych a strednych §kol, ktori eSte ani
v tomto, ani v nasledujiicom skolskom roku nebudu kon¢it’ strednt skolu.
Do kategorie A sa mézu zapojit’ vSetci ziaci (zakladnych aj) strednych §kol.

Odovzdavanie rieseni domaceho kola

Riesitelia doméceho kola odovzdéavaju rieSenia sami, v elektronickej podobe, a to
priamo na stranke olympiady: http://oi.sk/.

RieSenia kategorie A je potrebné odovzdat’ najneskdr /5. 11. 2022.

Riesenia kategorie B je potrebné odovzdat’ najneskor 30. 11. 2022.

Priebeh sutaze

Za kazdu ulohu domaceho kola sa da ziskat’ od 0 do 10 bodov. Na zaklade bodov
domaceho kola stanovi Slovenska komisia OI (SK OI) pre kazdu kategdriu bodovu
hranicu potrebnu na postup do krajského kola. Ocakavame, Ze tato hranica bude pri-
blizne rovna tretine maximalneho poctu bodov.

V krajskom kole riesitelia rieSia Styri teoretické ulohy, ktoré moézu tematicky nad-
vizovat’ na tlohy domaceho kola. V kategoérii B sutaz tymto kolom kon¢i.

V kategorii A je priblizne najlepsich 30 rieSitelov krajského kola (podla poctu
bodov, bez ohl'adu na kraj, v ktorom sutazili) pozvanych do celostdatneho kola. V ce-
lostatnom kole ucastnici prvy den riesia teoretické a druhy den praktické ulohy. Naj-
lepsi rieSitelia st vyhldseni za vit'azov. Priblizne desat’ najlepSich rieSitel'ov nasledne
SK OI pozve na tyzdnové vyberové sustredenie. Podl'a jeho vysledkov SK OI vy-
berie druzstva pre Medzinarodni olympiadu v informatike (IOI) a Stredoeuropsku
olympiadu v informatike (CEOI).

Ako maju vyzerat riesenia uloh?

V praktickych tlohach je vasou ulohou vytvorit’ program, ktory bude riesit’ zadant
ulohu. Program musi byt’ v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte
aby bol ¢o najefektivne;jsi.


http://oi.sk/
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V kategorii B mozete pouzit’ 'ubovolny programovaci jazyk.

V kategorii A musite rieSenia praktickych tloh pisat’ v jednom z podporovanych
jazykov (napr. C++, Pascal alebo Java). Odovzdany program bude automaticky otes-
tovany na viacerych vopred pripravenych testovacich vstupoch. Podl’a toho, na kol'ko
z nich da spravnu odpoved’, vdm budu pridelené body. Vysledok testovania sa do-
zviete kratko po odovzdani. Ak va$ program neziska plny pocet bodov, budete ho
moct vylepsit’ a odovzdat’ znova, az do uplynutia terminu na odovzdavanie.

Presny popis, ako maju vyzerat rieSenia praktickych uloh (napr. realizaciu vstupu
a vystupu), najdete na webstranke, kde ich budete odovzdévat'.

Ak nie je v zadani povedané indc, rieSenia teoretickych tloh musia v prvom rade
obsahovat’ podrobny slovny popis pouzitého algoritmu, zdoévodnenie jeho spravnosti
a diskusiu o efektivite zvoleného rieSenia (t. j. posudenie ¢asovych a pamétovych
narokov programu). Na zaver rieSenia uved’te program. Ak pouzivate v programe ne-
trivialne algoritmy alebo datové Struktury (napr. rézne stcasti STL v C++), sucast'ou
popisu algoritmu musi byt’ dostato¢ny popis ich implementacie.

Usporiadatel sutaze

Olympiadu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo Skolstva SR v spolupraci so
Slovenskou informatickou spolocnostou (odbornym garantom sut'aze) a Slovenskou
komisiou Olympiady v informatike. Sut'az organizuje Slovenska komisia OI a v jed-
notlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI. Na jednotlivych Skolach ju zaistuju
ucitelia informatiky.

Celostatne kolo Ol, tla¢ materialov a ich distribliciu po organizacnej stranke za-
bezpecuje IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou OI.

A-I-1 Najmenejkrat rozsviet’

Toto je prakticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odla-
deny program.

Noc¢ny matfyz je zvacSa temny. Budovu si zjednoduSene vieme predstavit’ ako
mriezku rozmerov n X n, rozdelent na Stvorcové policka. Kazdé policko ma bud’
rozsvietené, alebo je tam tma.

Matus stoji v severozapadnom rohu budovy a chce sa dostat’ do protil'ahlého, ju-
hovychodného rohu. Tmavé policka su nebezpecné — Clovek 'ahko o nieo zakopne,
do niecoho narazi, alebo si nejak ina¢ ublizi. Matus preto zdsadne odmieta na takéto
policka vstlpit. Matasov zaciatok aj ciel’ cesty maji rozsvietené.

Riadky aj stipce mriezky si o¢islujeme od 1 po n za¢inajuc v rohu, kde Matus za-
¢ina. Poli¢ko v riadku r a stipci s budeme oznacovat’ (, s). Matii§ sa vie pohybovat’
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Styrmi zakladnymi smermi — teda z poli¢ka (r, s) sa vie pohnut’ na 'ubovol'né z poli-
¢ok (r —1,s), (r,s — 1), (r,s+ 1) a (r + 1, s). Samozrejme, Matii§ sa smie pohnit’
len na policko, ktoré existuje a je tam rozsvietené.

Pri poslednej rekonstrukcii budovy pribudli na vSetkych polickach tlacidla, kto-
rymi sa da rozsvietit. Z nejakého zahadného dévodu kazdé tlacidlo funguje tak, ze
rozsvieti svetla nielen na policku, na ktorom je, ale dokonca v celom jeho riadku
mriezky. Stladenie tla¢idla v riadku  a stipci s teda rozsvieti vietky nasledovné miest-
nosti: (r, 1), (r,2),...,(r,n).

V dnesnej dobe treba Setrit’ elektrinou. Matas by preto chcel svoj ciel’ dosiahnut’
tak, aby cestou ¢o najmenejkrat musel tla¢idlom rozsvietit’.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st dve celé ¢isla n a m: rozmer mriezky a pocet miestnosti,
v ktorych sa uz teraz svieti. V kazdom z nasledujucich m riadkov su suradnice jed-
nej z tychto miestnosti vo forméte ,riadok stipec*. Mozete predpokladat’, Ze vietky
suradnice st korektné, Ze vSetky miestnosti na vstupe sit navzajom roézne a ze medzi
nimi st miestnosti (1,1) a (n,n).

Na vystup vypiste jeden riadok a v iom jedno cel¢ Cislo. Ak sa Matus do ciel’'a svo-
jej cesty vobec nevie dostat,, vypiste ¢islo —1. V opac¢nom pripade vypiSte najmensi
pocet riadkov, ktoré potrebuje cestou rozsvietit'.

Obmedzenia a hodnotenie

Vstupy st rozdelené do Styroch sad. Za kazdua sadu, ktorti vaSe rieSenie celu spravne
vyriesi, dostanete prislusny pocet bodov.

Vo vietkych vstupoch plati 2 < m < n?. Dalsie obmedzenia pre jednotlivé sady
vstupov su v tabul’ke:

&islo sady |1 2 3 4
body 3 2 2 3
maximalne n 10 100 2000 2000
maximalne m 6000
Priklady
vstup vstup vstup vstup
23 33 33 33
11 33 33 33
12 11 11 11
22 2 2 21 12
vystup vystup vystup vystup
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V prvom priklade uz existuje rozsvietena cesta do protilahlého rohu.

V druhom priklade Mati§ moze stlacit’ tlacidlo na $tarte, potom prejst’ na (1, 2),
odtial’ na (2, 2), tam znova stlacit’ tla¢idlo, nasledne prejst’ na (2, 3) a odtial’ do ciel’a
cesty.

V tretom priklade m6ze Matus prejst’ na poli¢ko (2, 1), tam rozsvietit’ druhy ria-
dok, nim prejst’' na (2, 3) a odtial’ uz rovno do ciel’a.

Vo stvrtom priklade sa Matas nema ako dostat’ do druhého riadku.

A-I-2 Vizualizicia firmy

Toto je prakticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odla-
deny program.

Firma, v ktorej pracuje Michal, ma stromovu hierarchiu. Vo firme je n > 1 za-
mestnancov. Ti maju navzajom rézne &isla od 1 po n. Cislo 1 ma Marta — riaditel’ka
firmy. Kazdy iny zamestnanec ma prave jedného priameho nadriadeného, a to tak, ze
v hierarchii nie su ziadne cykly.

Riaditel'’ka nedavno dala Michalovi pravidelny n-uholnik a povedala mu, ze don
ma spravit’ vizualizaciu hierarchie firmy: kazdého zamestnanca umiestnit’ do iného
vrcholu a néasledne nakreslit’ modra usecku medzi kazdym zamestnancom a jeho pria-
mym nadriadenym. Dobra vizualizacia je taka, pri ktorej sa ziadne dve z tychto n — 1
modrych tseciek nekrizuji — nanajvys mézu mat’ niektoré dvojice useciek spolocny
koncovy bod.

Zistite, kol'ko réznych dobrych vizualizacii existuje. Ked’ze toto ¢islo moze byt
velké, staéi, ked” vypogitate jeho zvysok po deleni 109 + 7. (Vizualizicie, ktoré sa
lisia oto¢enim a/lebo preklopenim, povazujeme za rézne.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu bude ¢islo n. V druhom riadku bude n — 1 prirodzenych Cisel
D2, - - ., Pn, priCom p; je ¢islo priameho nadriadeného zamestnanca i. Je zarucené, Ze
vstup bude korektny, teda v hierarchii zamestnancov nebude mat’ ziadne cykly.

Na vystup vypiste jeden riadok a v iom jedno ¢islo: pocet dobrych vizualizacii,
modulo 10 + 7.

Obmedzenia a hodnotenie

Je pét’ sad vstupov. Za kazdu, ktoru vas program cell spravne vyriesi, dostanete pri-
slusné body.
- V prvej sade (3 body) plati n < 10.
-V druhej sade (1 bod) plati n < 100 a pre vSetky ¢ plati p; = 1 (vSetci su priami
podriadeni riaditel’ky).
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-V tretej sade (1 bod) plati n < 100 a pre vSetky ¢ plati p; = ¢ — 1 (cela firma tvori
jednu ,retaz®).

- Vo stvrtej sade (2 body) plati n < 100.

.V piatej sade (3 body) plati n < 10°.

Priklady
vstup vystup

3 6 |

Firma ma troch zamestnancov: riadite’ku, Michala a vratnika. Pri vizualizacii mo-
zeme riaditel’ku umiestnit’ do l'ubovoI'ného vrcholu trojuholnika (3 moZznosti), na-
sledne Michala do 'ubovolného este vol'ného vrcholu (2 moznosti) a vratnik skonci
v poslednom vol'nom vrchole. Vsetkych 6 takto ziskanych vizualizacii je dobrych.

vstup vystup
4 |16 \
123

Styri z vyhovujacich moznosti vyzeraju tak, Ze na obvode $tvorca mame postupne
v smere hodinovych ruci¢iek zamestnancov 1, 2, 3, 4. Naopak, nevyhovuji moznosti,
pri ktorych mame na obvode postupne zamestnancov 1, 3, 2, 4. Pri kazdej takejto
vizualizacii sa krizuju Gsecky spajajuce 1-2 a 3-4.

vstup vystup
11 (38016 \
1112223445

vstup vystup
15 2488320 \

1112223445888 10

A-I-3 Nevhodny darcek

Toto je teoreticka tiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formdte
PDF, obsahujuci rieSenie, spliajice poziadavky uvedené v pravidlach.

Zuzka zboziuje binarne postupnosti. Jej priatel’ Peter nema talent na davanie dar-
¢ekov, a tak jej namiesto toho dal k narodeninam prirodzené ¢islo c.

Nastastie v miestnom matematickom servise ponukajui sluzbu, ktora Zuzke po-
moze. Tato sluzba funguje nasledovne: Ak im prinesiete postupnost’ zloZzent len z nul
a jedniCiek, vratia vam ju nezmenenu. Ak ale prinesiete postupnost’, kde su aj vic-
Sie Cisla, jedno z nich (x > 1) si vybert, zoberu kladivo a pobuchaju po fiom tak,
Ze sa rozpadne na tri menSie Cisla g, z1, x2, pre ktoré plati zy = o = |x/2]
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a x; = x mod 2. (Slovne: x vydelime dvoma. Prvé aj tretie nové ¢islo st rovné ce-
lej Casti podielu, druhé nové ¢islo je zvySok po deleni.) ZvySok postupnosti zostane
nezmeneny.

Zuzka do servisu prvykrat priniesla jednoprvkovi postupnost’ tvorentl jej Cislom c.
Nasledne servis navstevovala znova a znova az dovtedy, kym nedostala binarnu po-
stupnost’ ¢isel. Rozmyslite si, ze vysledna Zuzkina postupnost’ nezavisi od toho, ako
si v servise vyberaju, po ktorom prvku kedy pobuchat’ kladivom.

Priklad: Zuzka zacala s postupnost'ou (6). Po prvom pobuchani kladivom po $es-
tke sa tato postupnost’ zmenila na (3, 0, 3). Potom napriklad mohli pobuchat’ kladivom
po prvej trojke a vyrobit’ postupnost’ (1,1, 1,0, 3). No a nasledne by rozbili aj druht
trojku a tak vznikla vysledna postupnost’ (1,1,1,0,1, 1, 1). Aj keby v servise rozbili
najskor druhti trojku a az potom prvu, skoncila by Zuzka s touto postupnostou.

Sutazna uloha
Na vstupe dostanete islo c. Tym je jednoznac¢ne uréena Zuzkina vysledna postupnost’

21, ..., . Dalej na vstupe dostanete dva indexy ¢ a 7.
Zistite, kol’ko jedniciek sa nachadza v podpostupnosti z¢, 2p41,. - ., 2.

Format vstupu a vystupu

V jedinom riadku vstupu st &isla ¢, £ a r. (Hodnota n, teda dizka vyslednej Zuzki-
nej postupnosti, nie je siéastou vstupu. Je ale zarutené, 7e ¢ a r spiiiaji nerovnosti
1</i<r<n)

Na vystup vypiste h'adany pocet jedniciek.

Obmedzenia a hodnotenie

Pri pisani svojich rieSeni mozete predpokladat’, ze vas programovaci jazyk vie efek-
tivne robit aritmetické operacie s 'ubovolne velkymi celymi ¢islami. (Tieto teda ne-
treba implementovat’, staci napr. pouzit’ normalny operator + pre scitanie a podobne.)

Plny pocet bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi l'ubovolny vstup
s ¢ < 101000,

Nanajvys 6 bodov mdzete dostat’ za rieSenie, ktoré je efektivne za dodatoéného
predpokladu r — ¢ < 100.

Nanajvys 3 body moZete dostat’ za rieSenie, ktoré je efektivne pre ¢ < 10°.

Nanajvys 2 body modzete dostat’ za rieSenie, ktoré funguje asponi ked’ ¢/ = 1
ar = n, CiZze za rieSenie, ktoré vie vypocitat, kol’ko jednotiek je v celej vyslednej
postupnosti.
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Priklady
vstup vystup
(524 BE |

Z ¢&isla 5 vznikne postupnost’ (1,0,1,1,1,0,1). Z tej chceme tGsek (22, 23, 24) =
= (0,1,1).
vstup vystup
617 | |6 \

Postupnost’ pre ¢islo 6 sme videli vysSie. V celej postupnosti je Sest’ jedniciek.

A-I-4 Zoznamte sa s Hviezdnym impériom

Toto je teoretickd uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formdte
PDE, obsahujiici riesenie, splnajiice poziadavky uvedené v pravidlach. K tejto iilohe
patri Studijny text uvedeny na nasledujicich strandach. Odporucame najskor precitat
ten a az potom sa vratit' k samotnym sutaznym uloham.

Podiloha A (2 body): Navrhnite algoritmus, ktory zisti, ¢i Hviezdne impérium tvori
kruznicu: teda ¢i vieme vSetky systémy zoradit’ do postupnosti sg, S1, . . ., Sp—1 tak,
aby pre kazdé¢ ¢ platilo, ze systém s; susedi prdve s dvoma systémami: s;—1 a S;41.
(Oba indexy treba brat’ modulo n, teda napr. systém sg ma susedit’ s s,—1 a s1.)
Poduloha B (2 body): Navrhnite algoritmus, ktory zisti, ¢i v Hviezdnom impériu
existuje perfektné parovanie. Inymi slovami, treba skontrolovat’, ¢i sa da vSetky sys-
témy rozdelit’ do dvojic tak, aby kazdi dvojicu tvorili dva susediace systémy. (Kazdy
systém musi patrit’ do prave jednej dvojice.)
Poduloha A (5 bodov): Navrhnite algoritmus, ktory zisti, ¢i Hviezdne impérium obsa-
huje Hamiltonovsku kruznicu. Formalne, podobne ako v podulohe A chceme overit),
¢i vieme vSetky systémy zoradit’ do postupnosti sq, S1, - . ., Sp,—1 tvoriacej kruznicu,
tentokrat vSak moze mat’ kazdy systém navysSe aj I'ubovolne vel'a d’alSich susedov
okrem tych dvoch na kruznici.

V podulohéch A aj C mdzete predpokladat’, ze n > 3. Pripominame, Ze na vasich
rieSeniach budeme hodnotit’ len ich spravnost’, korektnost’ zdévodnenia a hodnotu k.
Na Casovej a pamitovej zlozitosti nezalezi.

Studijny text: Hviezdne impérium

Pred davnymi rokmi vo vzdialenej galaxii existovalo Hviezdne impérium. Toto im-
périum bolo tvorené n systémami.

Niektoré dvojice systémov boli k sebe natol’ko blizko, ze sa medzi nimi dalo lie-
tat’ a komunikovat’ beznymi prostriedkami. Takéto dvojice systémov budeme volat’
susedneé.
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Pre kazdua dvojicu susednych systémov trvé prenesenie spravy z jedného systému
do druhého presne jeden rok. Hviezdne impérium je suvislé — z 'ubovol'ného systému
vieme postupnym preposielanim dostat’ spravu do 'ubovol'ného iného. Toto vSak sa-
mozrejme moze trvat’ tisice rokov, alebo aj viac, ked’ze Hviezdne impérium je obrov-
ské.

Hviezdne impérium obcas potrebuje riesit’ rézne algoritmické problémy. Vsetky
systémy vlastnia obrovské mnozstvo vel'mi vykonnych klasickych pocitacov, takze
nikoho netrapi ¢asova ani pamétova zlozitost' vypoctov, problém vsak nastava, ak je
pre vyrieSenie problému potrebna komunikacia medzi systémami.

V praxi sa preto pouziva hybridné rieSenie, ktoré v sebe spaja modernu techniku
a tri netradi¢né zlozky: telepatického cisara, velmi kvalitnych vestcov a moznost sfar-
bit cely vesmir na ruzovo. Funguje to celé nasledovne:

- Cisar Hviezdneho impéria mé telepatické schopnosti, vd’aka ktorym dokaze okam-
zite odovzdat’ informaciu kamkol'vek do celého impéria. Tento kanal je bohuzial
len jednosmerny, prijemca spravy cisarovi na fiu nevie odpovedat’.

- Kazdy systém ma svojho vestca. VesStec vie na poziadanie vyvestit' postupnost’
bitov zadanej dizky. O vestcoch je zname, Ze naozaj nechci, aby niekto z nich
zomrel.

- Vedci Hviezdneho impéria nedavno objavili techniku, ako posteklit’ samotnu ma-
tériu Casopriestoru. Ak tak niekto spravi, cely vesmir sa okamzite zafarbi do ru-
zova a zhruba rok v takom stave ostane. Potom ruzova farba v priebehu par dni
vybledne. Posteklit’ ¢asopriestor uz vedia obyvatelia kazdého zo systémov v im-
périu.

Za pomoci tychto nastrojov bol vyvinuty nasledovny postup pre rieSenie algorit-
mickych problémov:

1. Cisér kazdému hviezdnemu systému ozndmi ich celkovy pocet (Cislo n) a kaz-
dému systému taktiez oznami jeho jednoznacny identifikator (unikatne celé ¢islo
od0pon—1).

2. Cisar kazdému systému oznami algoritmus, ktory maju pouzit. Tento algoritmus
je spolo¢ny pre vSetky systémy.

3. Vladca kazdého systému zajde za svojim veStcom. VeStec mu oznami nejaka
k-bitova postupnost’ R.

4. Na zaklade svojej lokalnej postupnosti R a predpisaného algoritmu si kazdy sys-
tém vypocita, aké spravy chce poslat’ svojim susedom, a nasledne tieto spravy
posle.

5. Kazdy systém rok pocka, kym mu pridu spravy od jeho susedov.

6. Nasledne kazdy systém zo svojej lokélnej postupnosti R a prijatych sprav vypo-
Cita, ¢i je jeho lokalna odpoved’ ,mozno“ alebo ,nie“.
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7. Ak je odpoved’ ,nie“, daju popravit’ vestca a posteklia Casopriestor.
8. Este tyzden vSetci pockaju. Ak vesmir stale nie je ruZovy, znamena to, Ze nik
nemal odpoved’ ,nie“, a teda vSetci uzavru, ze odpoved’ je ,,ano“.

Ako sme uz spominali, vestci naozaj nechct, aby niekto z nich zomrel. Ak existuje
takd sada vestieb, ktora vSetkym zachrani zivot, je zarucené, ze jednu taku sadu naozaj
vyvestia. Ak teda bolo pred vestenim mozné, ze odpoved’ bude ,,ano“, tak je zarucené,
ze po vesteni sa tak naozaj stane.

Priklad 1: tri timy

Cisara zaujima, ¢i sa daju vsetky systémy v impériu rozdelit’ do troch timov tak, aby
ziadne dva susediace systémy neboli v tom istom time.

Riesenie: Vladca kazdého systému si da vyvestit’ dva bity. Ak dostane 00, rovno
odpovie ,nie* a da vestca popravit. Ak dostane 01, 10 alebo 11, precita to ako Cislo
svojho timu v dvojkovej sustave (1, 2 alebo 3). Nasledne kazdy systém posle vSet-
kym svojim susedom svoje vyvestené ¢islo timu. Ak o rok od niektorého suseda do-
stane systém rovnaké Cislo, odpovie ,,nie“. Ak nik neodpovedal ,nie“, tak vieme, ze
kazdy systém ma ¢islo timu iné od vSetkych svojich susedov, a teda je naozaj odpoved
,ano“.

Ak existuje aspon jedno platné rozdelenie do troch timov, vestci si vedia jedno
také rozdelenie zvolit’ a vyvestit’ jemu zodpovedajuce ¢isla. Ako sme zdovodnili vys-
Sie, povedie to k Zelanej odpovedi ,4no“. Ak rozdelenie neexistuje, bud’ aspon jeden
vestec vyvesti 00, alebo vSetci vestci vyvestia platné ¢isla — potom ale nutne niektori
dvaja susedia dostanu to isté Cislo a obaja to nasledne odhalia a vyhlésia ,,nie“.

Popisana stratégia pouziva k = 2 (vestia sa len dva bity).

Priklad 2: ¢okolvek

Vyssie popisanym protokolom vieme za nieco vySe roka vyriesit’ l'ubovol'ni rozumnu
algoritmicku ulohu takéhoto typu. Vzdy totiz méZeme postupovat nasledovne:

V kazdom systéme si nechame od vestca vyvestit mapu celého Hviezdneho im-
péria, presnejsie, jeho maticu stvislosti. To je n? bitov: po riadkoch vypisana tabul’ka
rozmerov n x n, v ktorej riadku i a stipci j je hodnota 1 alebo 0 podl'a toho, &i systémy
7 a j susedia.

Nasledne kazdy systém posle vSetkym susedom celtl vyvesteni mapu a svoj iden-
tifikator. Po roku, ked’ kazdy systém dostane spravy od susedov, tak spravi nasle-
dovné:

- Skontrolujeme, ¢i vSetci susedia dostali vyvesStenu tu isti mapu ako my. Ak nie,
rovno odpovieme ,nie”.
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- Skontrolujeme, ¢i sada identifikatorov, ktoré nam prisli, presne zodpoveda tomu,
koho mame mat’ za susedov podl'a mapy. Opét, ak to nesedi, rovno odpovieme
Hhie®.
Ak ziaden systém zatial neodpovedal ,,nie“, znamena to, Ze naozaj vsetky dostali

vyvestentl spravnu mapu impéria. No a teraz si uz kazdy systém moze na svojich
pocitacoch (v zanedbatelnom case) cely problém vyriesit’ a podla toho odpovedat’
,ano“ alebo ,nie*.

Hodnotenie rieseni

Ako sme uz uviedli, ¢as a pamit’ potrebné na klasické algoritmické vypocty budeme
povazovat za zanedbatel'né. Vo svojich popisoch rieSeni ich ani nemusite odhadovat’.

Naopak, vestci za svoje sluzby pytaju znacné sumy a vesStenie kazdého bitu je
preto vel'mi drahé. Snazime sa teda najst’ také rieSenie, ktoré méa ¢o najmensie k
— teda ¢o najmenej vyvestenych bitov v kazdom systéme.

Priklad 2 ukazuje, ako v podstate l'ubovolna tlohu vyriesit s n? vyvestenymi
bitmi. Tento pocet vieme dokonca I'ahkou tGpravou zniZit’ na n(n — 1)/2. Preto oca-
kavajte, ze body dostanete len za riesenia, ktoré¢ potrebuji vyvestenych bitov rddovo
menej ako n2.

Ako rieSenie odovzdajte popis vasho algoritmu a zdévodnenie jeho spravnosti.
Nezabudnite explicitne uviest hodnotu & pre vas algoritmus.

Algoritmus mézete detailne slovne popisat, uviest’ ho ako pseudokdd, alebo ho
naprogramovat’ v 'ubovol'nom beznom jazyku. V algoritme moéZete pouzivat’:

- Read-only premenné N a ID obsahujiice celkovy pocet systémov a identifikator
aktudlneho systému.

- Read-only premennt stupen obsahujicu pocet susednych systémov.

- Funkcie vyvesti\_bit (), vyvesti\_bity(b) a vyvesti\_cislo(x), ktoré
vieme pouzivat’ na ziskanie vestby.

Prva funkcia vyvesti a vrati jeden bit. Druha vyvesti rovno b bitov a vrati ich ako

pole. Tretia funkcia vyvesti [log, x| bitov a vrati ich ako nezaporné celé &islo

z rozsahu od 0 po aspon = — 1.

- Pole outbox obsahujuce stupen zaznamov I'ubovol'ného typu. Do kazdého po-
licka mozete zapisat’ spravu, ktora cheete odoslat’ jednému zo susednych systé-
mov.

- Read-only pole inbox obsahujlce stupen zdznamov toho istého typu. V kazdom
policku je sprava, ktort ste dostali od prislusného suseda.

Indexy do outbox a inbox si zodpovedaju: do inbox [i] dostanete odpoved’ od
toho suseda, ktorému ste poslali spravu cez outbox [1].

Pole inbox smiete zacat’ ¢itat’ az po ukonceni zapisu do pol'a outbox.
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V4és algoritmus musi vzdy skoncit’, a to tym, ze explicitne vrati odpoved’ ANO alebo
NIE.

Priklad 3: cesta

Chceme zistit), ¢i je celé Hviezdne impérium jedna velka cesta — inymi slovami, ¢i sa
da vsetky systémy zoradit’ do poradia sg, s1, . . ., S,—1 tak, aby kazdy systém fyzicky
susedil prave s tymi systémami, s ktorymi susedi v postupnosti.

Riesenie: Ak ma l'ubovolny systém stupen vacsi ako 2 (teda viac ako dvoch su-
sedov), odpoved’ je zjavne NIE.

V opacnom pripade st len dve moznosti: bud’ je celé impérium cesta, alebo je to
kruznica. (Pripominame, ze impérium je suvislé a vSetci to o iom vedia.)

Kazdy systém si preto da vyvestit’ dve veci: nase poradové ¢islo p na ceste a jeden
bit navyse: nas lokalny index toho suseda, ktory je na ceste pred nami. (Ak mame len
jedného suseda, tento vyvesteny bit bude 0 ak je sused pred nami, resp. 1, ak je za
nami.)

Nasledne potrebujeme overit’, ¢i nam vestci vyvestili vSetko spravne. Toto vieme
spravit’ napriklad tak, ze kazdému susedovi posleme ¢islo, o ktorom si myslime, ze
je to jeho poradové ¢islo. Ak dostaneme od 'ubovolného suseda Cislo iné ako p, od-
povieme NIE, ak vSetci dostanu vSetko spravne, vSetci odpovedia ANO.

Ak Hviezdne impérium tvori cestu, vestci si mézu vybrat’ jeden smer po nej, podla
neho vyvestit’ poradové Cisla a smery a tak zabezpecCit, ze bude odpoved” ANO. Na-
opak, ak impérium tvori kruznicu, bez ohl'adu na to, aké bity vestci vyvestia, niektory
systém dostane vyvesteni najmensiu hodnotu p zo vsetkych. Tento systém potom
jednému zo svojich dvoch susedov posle hodnotu p — 1 a ten sused nasledne nutne
odpovie NIE.

Toto rieSenie potrebuje vyvestit' k = [log, n| + 1 bitov.

Priklad implementacie

Nizsie uvadzame ukazkova implementaciu rieSenia z prikladu 3. Pouzivame v nej
niekol’ko skratiek, ktoré moZzete aj vy pouzit’ vo svojich rieSeniach. V prvom rade
neuvadzame Cakania: implicitne je jasné, ze pred prvym pristupom do pol'a inbox
pockame rok, aby stihli prist’ spravy od susedov, a pred return ANO poc¢kame tyzden
a skontrolujeme, ¢i neoruzovel vesmir — ak oruzovel, namiesto ANO pochopitel'ne aj
my vratime NIE.
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sme jediny system v celom imperiu, odpoved je ano
== 1: return ANO

mame privelky stupen, urcite to nie je cesta

if stupen > 2: return NIE

# vy

ze
p:
if p

# vy

vestime si nase poradove cislo na ceste a skontrolujeme,
je z rozsahu od 0 po N-1
vyvesti_cislo(N)

>= N: return NIE

vestime si index suseda, ktory je na ceste pred nami: 0O alebo 1

pred = vyvesti_bit()

if s

else

# es

tupen ==

# mame dvoch susedov, obom posleme prislusne spravy

outbox [pred] = p-1

outbox[1-pred] = p+1

# a o rok na to skontrolujeme, ci od oboch prislo spravne cislo
if inbox[0] != p: return NIE

if inbox[1] != p: return NIE

# mame len jedneho suseda, bud pred nami alebo za nami
if pred == 0:

outbox[0] = p-1
else:

outbox [0] = p+1

# a od neho o rok ma prist nase spravne cislo
if inbox[0] != p: return NIE

te tyzden pockame, ci vesmir nezruzovel, a ak nie, tak...

return ANO

Pre ulohovi komisiu Olympiady v informatike spracovali
Michal Anderle (zaba@ksp.sk) a Michal Forisek (misof(@ksp.sk).
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How can We Teach the History of Physics?
Methodological Suggestions from a Hungarian
Physics Teacher

Rébert Karoly SZABO

Abstract. Teaching the history of physics or teaching physics from a historical view
are less known pedagogical methods in Hungary. However, there have been experi-
enced researchers who give guidance on the alternative methods that should be tried.
To show these theories, | will give an insight into their knowledge in my paper. Then
I complete these methods with my own ideas and results, which are unique solutions
for not only teaching physics in secondary schools, but also in universities or further
trainings.

Key Words: physics teaching, history of physics, physics of history, interdisciplinarity

Sihrn: [Ako mdZeme ulit’ dejiny fyziky? Metodické navrhy mad’arského uditela
fyziky] Vyucovanie dejin fyziky alebo vyucovanie fyziky z historického hl'adiska su
v Mad’arsku menej zname pedagogické metddy. Existujii vSak skiiseni vyskumnici,
ktori poskytuji navod na alternativne metddy, ktoré sa mézu vyskusat. Aby som uka-
zal tieto tedrie, vo svojom prispevku poskytnem prehlad ich poznatkov. Tieto metody
potom dotvaram vlastnymi napadmi a vysledkami, ktoré st jedinecnymi rieSeniami
nielen pre vyucbu fyziky na strednych Skoldch, ale aj na univerzitach ¢i skoleniach.

Kradové slova: vyucovanie fyziky, dejiny fyziky, fyzika dejin, interdisciplinarita

MESC: M50

1. Introduction

The most important task of teaching science is to acquaint and discover the world
around us, and thus understand the driving forces of the processes and phenomena
that take place in nature. Although it is not always obvious, our scientific literacy
shapes our thinking and worldview fundamentally, and affects even our tiniest
everyday actions.

However, the education of natural sciences, including physics, faces humerous
difficulties these days. Due to its complexity, physics is one of the least popular
subjects among students. Interestingly, this fact is related to the practice of simpli-
fication in physics teaching, which is done in order for students to be able to com-
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prehend the material. Although simplification is used just for the sake of easier
comprehension and the possibility of quantitative description, by its application we
move even farther from reality.

Curriculum developers are now turning to radical simplification and reduction
of curriculum as a means of overcoming resentment. In our opinion, however, there
is another solution. On the one hand, the phenomenon-centered teaching of physics
(i.e. the discussion of qualitative knowledge and the practical applications of phys-
ics) has become more and more important recently. On the other hand, interdisci-
plinary education, which is already well applied internationally, also offers oppor-
tunities to broaden the circle of students interested in physics. All this happens, of
course, through the widespread application of the latest digital technologies of our
time [1].

In my view, a further alternative to reforming physics as a subject could be a
history-based approach to physics, or an approach through history. With this con-
ception in the foreground, in this article | am presenting the different interpreta-
tions of the physical-historical and the historical approach to the teaching of phys-
ics, as well as its didactic and pedagogical aspects, which have appeared in Hunga-
ry so far. In addition to this, | am presenting my own results in teaching the history
of physics and the physics of history, the application of which, in my opinion,
would be able to promote not only public education, but also higher education, and
thus physics teacher training (or further training).

2. Presenting the Hungarian methods of teaching the history of
physics

First of all, it is worth considering how the history of physics is currently taught in
Hungary. It can be stated with certainty that the importance of teaching the history
of physics is supported by some famous Hungarian scientists. However, they repre-
sent different theories about the reasons why the history of physics should be
taught.

To start with, K. Simonyi (1916-2001), a university professor and engineer —
the writer of the famous book titled Cultural History of Physics — says that we can
make the lessons more colorful by integrating the history of physics in the curricu-
lum, as there are a lot of stories which contain exciting, humorous episodes. Addi-
tionally, according to Simonyi, if we focus on the actions of great scientists (like
[2]), we can understand the development of physics by learning about the “great
thoughts of great individuals” [3]. Gy. Radnai, a retired docent of the E6tvés Lo-
rand University states that the implementation of the history of physics enables us
to teach physics in a chronological negotiation which is important from the aspect
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of physical theory development. Furthermore, Radnai adds that the history of phys-
ics shows not only the successes but also the failures of scientific development.
This encourages students to accept their own mistakes, as well as those of their
teacher’s, as it has often happened also with scientists that they were able to get the
right result after having made the same experiment several times [4]. K. Radnéti, a
college teacher of the E6tvas Lorand University, argues that it is possible to refute
the wrong prior hypothesis our students make if we teach the history of physics.
Namely, these hypotheses are very similar to the ancient Greek theories, for exam-
ple [5]. Z. Gabor, a university teacher of Budapest Engineering University says that
students can accept difficult physical problems and concepts easier if we relate
them to the history of physics. He also adds that by showing students the “human
face” of the history of physics, we can highlight the mistakes of physicists from the
past. The use of drama games (like [6]), for example, could help students imagine
the dispute of physicists on different physical issues, which could promote the
learning process, as well [7]. According to L. Kovacs, a retired college teacher and
physics historian, another important option is to present or build large experiments
in a school setting. Students usually like old, famous experiments and enjoy repli-
cating or repairing old, workable tools. For this purpose, the teacher can analyze
the sketch drawing of the experimental device, show the original photo or the de-
scription of the equipment to students, or represent the formal measurements by
making a copy of the old experimental equipment [8].

3. My own achievement in teaching the history of physics

Based on the aspects detailed above, it can be stated that although the opinions on
the usefulness of teaching the history of physics are unanimous, surprisingly we do
not have a finished methodology for teaching the history of physics in Hungary. (In
contrast with Hungary, there is a lot of articles which are about remarkable re-
search and results at abroad, like [9], [10] or [11].)

Being a physics and history teacher, | have been striving to fill this gap (at least
partly) since | was a sophomore student at university. In my previous TDK (Scien-
tific Student Conference) dissertations, as well as in my published writings, | em-
phasized that we can attract the attention even of those students who are not that
interested in natural sciences if we elaborate and teach topics related to the history
of physics [12].

Thanks to the research | have been making since 2016, | have presented such
results that, according to my supervisors, can promote the popularity of teaching
the history of physics. | can classify my TDK dissertations and publications into
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three categories according to what extent they have brought new aspects in the
methodology of teaching the history of physics.

3.1. The presentation of relevant experiments which has shaped the history
of physics in a school setting

In addition to my research on the methodology of teaching physics, from 2017 |
have also been making historical research in my old high school, the Szent Istvdan
High School in Kalocsa. As | am most interested in the history of the First World
War, between 2017 and 2018 | explored the school's World War | history and sac-
rifice. In the course of this research, | was fortunate to gain an insight into the his-
tory of physics teaching in the school, as well as the history of the experimental
toolkit available there.

The sources particularly emphasize the sacrifice of the physics toolkit of the
school during the First World War. The X-ray laboratory of the Kalocsa Archbish-
op's High School, for instance, was used to X-ray the body parts of the wounded
soldiers. Getting inspired by this topic, in my work presented at the Hungarian
National Scientific Student Conference (OTDK) in the spring of 2019, | explored
the history of school physics teaching from the founding of the institution (1765) to
the end of the First World War (1918). In my publication based on the mentioned
dissertation, | introduced the X-ray laboratory of the school and the physical bases
of its operation in detail. In my article — not knowing the previously mentioned
position of L. Kovacs at that time — | pointed out that the understanding of how
tools from the 19™-20" century worked, including both their theoretical operation
and practical application, is significant for three reasons. Firstly, there may be a
tool that can replace a new, expensive piece of our time. Secondly, with their ap-
plication we can talk about such topics that have become part of other, independent
disciplines (such as medicine) since then, so we not even teach them for demon-
stration purposes at school. Finally, by getting the necessary equipment, it would
be possible to rebuild the laboratory and even use it for educational purposes [13].

Although the re-establishment of the already mentioned X-ray laboratory is
something we have to wait for, in my opinion, the introduction of the equipment in
a school class and the teaching of its operation is especially useful, as, apart from
its physical-historical significance, it enriches historical knowledge, too. The ex-
traordinary usefulness of presenting large-scale experiments shaping the history of
physics in a school setting is also recognized abroad. Among the relevant publica-
tions, it is worth highlighting, for example, the reconstruction of the sloping slope
[14] or the interrupted pendulum [15] of Galilei's famous experiments.
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3.2. “The physics of history” or the possibility of teaching history on a his-
tory-based basis

In my point of view, another possibility is to change the order of the words in the
expression “history of physics’. It may be worthwhile to examine historical tools of
technical relevance or historical events through the spectacles of physics, for ex-
ample to call on the help of natural sciences to explain their operation and applica-
tion.

I have already drawn attention to some relevant topics in my previous writings.
Without claiming to be exhaustive, let me mention a few examples, such as the
radiocarbon dating of ancient Egyptian mummies or the physics and historical
background of the atomic bomb. My publication on the physics of the First World
War, and ‘the monster’ known as the Paris Cannon, focuses on the physics of wars,
and highlights that the weapons used in wars had been supported for thousands of
years by the science of physics and engineering. So, we cannot ignore their scien-
tific background [12]. Another publication of mine is about the accident at the
Chernobyl nuclear power plant which presented the physical, historical and social
causes of the disaster. It sought to answer the question, how the knowledge of nu-
clear physics which is necessary to understand the accident and the subsequent
events, can be discussed with scientific simplicity in high school [16].

For physics teaching, the study of the “physics of history” may be a kind of
novelty, for which there have been few examples so far. That is why | recommend
the elaboration of as many historical topics or events as possible with the help of
physics, and the preparation of auxiliary materials or independent study materials
and lesson plans. To justify my position, | refer to the thoughts of K. Simonyi,
according to whom physics is not only a natural but also a social phenomenon, the
development of which is in relation with the sum of social phenomena. To fully
understand it, we need to know, among other things, the historical development of
technology and its relationship to history itself [3].

3.3. Preparation of computational tasks related to the history of physics
and the physics of history

The third element of my suggestions is the presentation of physics through physics-
historical, but rather historical-embedded physics tasks. There is no doubt that
problem solving plays a fundamental role in today's physics teaching practice, the
reason for which is that the knowledge system of the natural sciences can be
learned primarily through problem solving. However, it does count a lot what the
wording of these tasks is, what the context of the problem to be solved is, or what
our goal is with the result of the solved task. On the one hand, it is becoming more
and more important that a task is related to practical life in our present. We can
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promote this objective by integrating physical history and historical events, as we
provide opportunities to illustrate the practical significance of counting and to
evaluate very significant quantitative or qualitative results from the past. To give
an example, we do not ask students what the formula for the resistance force of the
medium is, but rather how it is possible that parachutists do not break themselves
during a fall. Or, to give a historical example, we might even ask at what speed the
paratroopers landed in the so-called Mercury operation in World War 11 (German
occupation of Crete in 1941), taking the known conditions into account (weight of
equipment, jump height, etc.). On the other hand, instead of practicing "soulless
and infinite" mathematical algorithms ("substitution examples" in today's terminol-
ogy), which are often characterized by the most concise wording and the avoidance
of unnecessary figures, by presenting the circumstances of a historical event, the
tasks gain a longer, more exciting context. The most important advantage of the
integration of historical events in physics teaching, which is quite unique in the
present, is that it encourages students not only to solve problems, but also to solve
diverse, yet comprehensive and complex problems. Namely, the students need to
interpret and understand the context of the problem, solve the task quantitatively,
make a qualitative analysis of the solution and check if the result is realistic [17].
Therefore, my third suggestion for physics teachers is to create tasks for their stu-
dents which meet both goals of problem solving highlighted above. | also try to
fulfil this aim in the first part of an activity book | have created, which deals with
experiments or discoveries in the history of physics, as well as with historical
events of my choice [18].

The tasks of this activity book are partly based on the work of significant scien-
tists and on some historical events and episodes | have found exciting. When pre-
paring the tasks, | intended to include authentic data, for which purpose | used both
literature related to the given problem and the advice and suggestions of experts. In
the first part of the book, I focused on the oldest and most basic branch of physics,
which is mechanics, out of which computational tasks related to kinematics, dy-
namics, hydro- and aerostatics came to the fore. Each of the four chapters in the
activity book contains eight tasks, which follow each other in historical order. I
also prepared detailed solution instructions for the tasks, the professional reviewer
of which was P. Tasnadi, a retired habilitated associate professor of the Eotvos
Lorand University. To demonstrate the historical events | asked a student,
A. Gyenese to make illustrations to the tasks as Fig. 1 shows [1].
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Fig. 1: Artistic illustration of ysics tasks made by A. Gyenese.

4. My own experience in teaching

As the above-mentioned activity book is just being under publication at the time of
writing this study, | am currently unable to share any experience of how it has been
accepted. Instead, | can share the reflections | received from students during my
short-term teaching and long-term teaching practices on episodes and computation-
al tasks related to the issues of physical history and historical physics.

When | was a fifth-year university student, | did a short-term (half year) teach-
ing practice in physics at the ELTE Agoston Trefort Practicing Secondary School
in Budapest and taught the topic of direct current to third graders. Fortunately, |
had many opportunities to mention physical history aspects in this topic, such as
exploring the history of the electric incandescent lamp or highlighting the long-
standing significance of direct current. As | did not carry out a specific statistical
analysis of how good it was for the students to integrate physics-historical and
historical-oriented physics questions and tasks in their lessons, | can only rely on a
list of qualitative opinions. For example, the students emphasized in connection
with my professional and pedagogical skills that I “tried to bring interesting cur-
ricula in addition to the curriculum, such as historical aspects” and that “there
were a lot of interesting additions like history”. Moreover, a student suggested to
me to bring “even more interesting historical facts” to my classes in the future
whenever it is possible.

Similarly, as a sixth-year undergraduate student, | taught mechanics (kinematics
and then dynamics) to a first grader class at the Dedk Square Lutheran High School
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in Budapest. During my practice in this school | also integrated numerous history-
related tasks and episodes in my physics lessons, like the lives of Aristotle, Galileo
and Newton. This was also the time when my first history-related computational
tasks were born, mainly with regard to horizontal throwing (World War I “bottle
bomb”), circular motion (Kincsem, “The Hungarian Wonder”), and momentum
retention (V-2 German missile). After completing ma practice, | asked the students
again for feedback on my preparedness and the lessons | had held. However, learn-
ing from the example of the previous year's practice, | now wanted to explore the
students' opinions with the help of quantitative questions, so in one of the questions
| specifically asked, "What is your opinion about physical history and history-
related tasks?" Students were able to answer on a scale from 1 to 5 by circling the
appropriate number (1 - not at all; 2 - rather not; 3 - | can't decide / moderately; 4 -
rather yes; 5 - completely). The feedback which was completed by 12 students
resulted in an approximately 3,7 average. In my opinion, the result can be consid-
ered positive in a group where the teaching of physics with a physical-historical or
historical approach (according to the mentor-teacher) has not appeared before.

5. Conclusion, suggestions

Although as a recent graduate student in physics history, | am just getting acquaint-
ed with the methodology of teaching physics history, | believe that in the light of
my mentioned results, |1 can make suggestions myself not only for my colleagues,
but for university teacher training and in-service physics teachers.

My most important suggestion to my colleagues is that we should have the
courage to teach in a slightly different framework than usual. For this, on the one
hand, let us dare to innovate, to bring novelty to the teaching of physics. Of course,
to the right extent, but we should try to diverge from the previous or current sched-
ule of teaching physics and dare to create an independent structure. We ought to
trust ourselves because no one knows the methodology of physics, the possibilities
and limitations of teaching it better than practicing physics teachers. On the other
hand, let us accept that the textbooks in circulation at any given time serve only as
teaching aids. Errors may occur in their structure and descriptions, the recognition
of which requires the methodological and professional expertise of the teacher-
scientist. Dare to omit or merge some less important parts of the textbook material
taking into account the mandatory requirements and the individual needs of the
given group. Finally, once we have met the previous two pieces of criteria, there is
an opportunity for the interdisciplinary teaching of physics. It means real assign-
ment, devotion, and real sacrifice. Namely, in the framework of interdisciplinary
teaching, we can try the aids and ideas made by others - of course with necessary
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awareness and humility — to be able to add useful advice for ourselves and our
colleagues. Apart from that, our most important duty is to create resources for in-
terdisciplinary education as one of the most exciting opportunities for the future
school, without regretting time and energy [1].

In connection with the appearance of the history of physics in higher education
[19], it is important to mention that there is currently a course about the history of
physics at the Edrvés Lorand University physics teacher (or doctor of physics)
training program, however, this course is mainly theoretical because it is only
about the transfer of the most important knowledge of the history of physics. In my
opinion, therefore, a change is needed that focuses not only on the transfer of
knowledge, rather than the teaching of the methodological possibilities of physics
history and physics teaching with a historical approach like [20]. Teachers should
be shown how or by what means they can integrate the history of physics through a
specific curriculum. In my opinion, this would require physicists who are extreme-
ly profound in the history of physics. This proposal also applies to the training of
physics teachers. At the same time, | believe that the integration of historical back-
ground, which is also essential for the history of physics, would require coopera-
tion with teachers teaching in history teacher training. It would be important to take
a compulsory course, which, in cooperation with the Faculty of Arts (History, Phi-
losophy), helps students to immerse in physics history and historical physics, so
that educators who do not work with history or philosophy can also apply their
methods.
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Kovariancia vo fyzike — skalary, vektory, ...

Aba Teleki

Abstract: A scalar quantity is a physical quantity given by a single number (and its
physical dimension) that is the same for all observers. The type of physical quantity
(scalar, vector, tensor) is determined by how the quantity behaves when passing from
one frame of reference to another (when passing from one observer to another). Phy-
sical quantities are in relation to each other by physical laws. Physical laws then have
the same form in all frames of reference, which is the content of general covariance.

Key words: scalars, vectors, covariance in physics

Suhrn: Skalarna veli¢ina je fyzikalna veli¢ina dand jednym ¢islom (a jeho fyzikalnym
rozmerom), ktord je rovnaka pre vSetkych pozorovatelov. Typ fyzikalnej veli¢iny
(skalar, vektor, tenzor) je ureny tym, ako sa veli¢ina sprava pri prechode z jednej re-
feren¢nej stistavy do druhej (pri prechode od jedného pozorovatela k druhému). Fyzi-
kalne veli¢iny sl vo vzajomnom vztahu podla fyzikalnych zdkonov. Fyzikalne zako-
ny maji potom vo vSetkych vztaznych sustavach rovnaku podobu, ¢o je obsahom
v§eobecnej kovariancie.

Kruadové slova: skalary, vektory, kovariancia vo fyzike

MESC: M50

Pokracovanie z OMFI 2022/03 (str. 33 - 39).
3.2 Vektory — vzajomne pootoceni pozorovatelia — 7.

Laicky, smer a pootocenie izko stvisia. Pozorovatel ma v beznom zivote uréité
prirodzené smery, ako dopredu (dozadu), doprava (dolava), hore (dole). Moze sa
ale stat’, Ze dvaja rozni pozorovatelia tieto smery nemajt totozné, lebo su voéi sebe
pootocen.

Nasim cielom nie je filozoficky analyzovat’ najzakladnejSie pojmy pouzivané
vo fyzike, ale smerovat’ k vyznamu kovariancie. Ak su dvaja pozorovatelia voci
sebe pootoceni, existuju veli¢iny, ktoré vidia inym odlisnym spésobom. Kym dote-
raz uvazované transformacie dovolili o vSetkych veli¢inach uvazovat ako
0 skalaroch, smer sa pri oto¢eni chova odlisne, nezachovava sa. To, ¢o pre jedného
pozorovatel'a je dopredu, pre iného moze byt doprava.

Za zékladny vzor nového typu veli¢iny zoberieme posunutie (posunutie z bodu
A do bodu B), ktoré¢ mézeme oznacit’ . Vietky veli€iny, ktoré sa transformuji pri
otoCeni ako posunutie 7, nazveme vektormi.
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Popiseme pootocenia znova pomocou transformacii medzi vlastnymi vztaznymi
sustavami pozorovatel'ov.

Zy Zy
S
Yb
Ya
f Ya 2 1
PSS e Vb
e
d
X Vb
*
xa

Obr. 1: Pootocenia S, V Sy, popisané vztahmi (6).

Pozorovatel' P, pouziva inercidlnu vztaznu sustavu S,, kym pozorovatel' P
pouziva inercialnu vztaznu sustavu S}, — tie sa vzajomne nepohybuji. Prislusné
suradnicové systémy su pravouhlé a pravotoCivé, maju spolo¢ny zaliatok (tiez
zacCiatok odpoctu Casu), ale su vzajomne pootocené. Jedno z najjednoduchsich poo-
toceni je pootocenie okolo jednej z osi suradnicového systému, napriklad okolo osi
x, 0 uhol a;, (meriame pootoCenie v ststave Sy,)

ta = tb:
Xa = Xp, (6a)
Ya = YpcCosay + 7z, sinay, Zy = —Yp Sinay, + 73, cos ay, .

Cyklickou zdmenou x — y — z — x priestorovych suradnic v oboch ststavach
dostaneme jednoduché pootocenia okolo ostatnych osi. Otocenie okolo osi y je
dany vztahmi

ta = tb'
Ya = Yb- (6b)
Z, = Zy, €0S P + xp Sin By, X, = —Zp Sin By, + xp, cos Py,

Otocenie okolo osi z je dany vztahmi

ta = tb'

Xa = Xp COSYp + Yp Sinyp, Va
Zy = Zp.

—Xp Sinyp + yp COS Yy, (6¢)
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Otocenia okolo osi x,y, z ozna¢ime postupne Ty, Try, Tr,. Akékol'vek otocenie
mobzeme zlozit’ z tychto otoceni. Jedno konkrétne otoCenie oznacime T}, kym mno-
zinu vSetkych otoceni ozna¢ime 7. Otocenia ;. zrejme tvoria grupu s jednotkovym
prvkom identického zobrazenia T,. Inverzné prvky T3t Tr}l, T;! K otoeniam
Tx) Try, Ty, ziskame z rovnic (6), ked’ uhly pootocenia (a, B resp. y) zamenime na
opacné (—a,—f resp. —y). Ak sme vSeobecné otocenie realizovali postupnymi
otaCaniami napr. Tpy, Try, Ty, inverzné pootocenie dostaneme postupnymi opac-
nymi pooto&eniami realizovanymi v prevratenom poradi, tj. T2, Tr;,l, T,

Z linearity transformacnych rovnic (6) jasne vyplyva, Ze pre posunutie z bodu
A do bodu B, ktoré mézeme popisat’ v sustave S, zmenou suradnic Axy, Ay, Azy,
sa transformuje do Ax,, Ay,, Az, rovnakymi transforma¢nymi rovnicami (6), ako
samotné suradnice xy, Vy,, Z, A0 X4, Va, Za-

Linearita transformacii (6) ma za dosledok niekol’ko jasnych pravidiel:

1) Ak u sa transformuje ako vektor, a v sa transformuje ako vektor (teda obi-
dva ako posunutie), potom veli¢ina w = u + v sa tiez transformuje ako
vektor (teda ako posunutie).

2) Ak s sa transformuje ako skalar au sa transformuje ako vektor, potom
w = su sa transformuje ako vektor.

Poznamka: tieto pravidla musime doplnit’ upozornenim, Ze z fyzikalneho hla-
diska m6Zeme hovorit’ o suéte dvoch fyzikalnych veli¢in u a v jedine vtedy, ak sa
jedna o rovnaké fyzikalne veli¢iny (posunutie s posunutim, rychlost’ s rychlostou,
sila so silou, atd’.) a ich fyzikalne rozmery st rovnaké — Co je podmienka nutna.
Tato podmienka ale nie je postacujuca. Nezabudnime na to, Ze napr. praca (W) ma
rovnaky fyzikalny rozmer (] = N - m), ako moment sily (N - m), ktory ale nikdy nie
nenazyvame joule. ]

Nakol’ko ¢as je nad’alej skalarnou veli¢inou (netransformuje sa), okrem posunu-
tia je vektorovou veli¢inou aj okamzita rychlost v(t)

r(t + At) — r(t)

At ’ ()

v = i,

lebo r(t + At) — r(t) je vektor na zaklade prvého pravidla, a nasobenie skalarom
1/At zachovava vektorovy charakter, ako aj limitny prechod At — 0. Rovnakou
argumentaciou je vektorom aj okamzité zrychlenie a(t).

o v(t+AY) —v(t)
a(t) = Alir—r}o At '

(8)

Vsimnime si, Ze vo vel'mi trividlnej podobe prave vyuzivame fyzikalnu kova-
rianciu. Pravé strany rovnic (7) a (8) s vektormi, preto aj I'avé strany rovnic musia
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byt vektormi — vd’aka rovnosti sa obidve strany rovnosti transformuju rovnakym
spésobom.

Mnohé veli€iny zostavaju aj nad’alej skalarnymi na zaklade jednoduchych uvah,
Ze otoCenim vzt'aznej sustavy sa ich hodnota nemeni napr.:

hmotnost’, elektricky naboj, kineticka energia, potencialna energia, teplota (ter-
modynamicku teplotu definuje kineticka energia molekul), atd’.

Dovody v mnohych pripadoch je 'ahké pochopit’, ako uvidime niZsie.

Sily, ktoré spdsobuji pohyb telies podl'a Newtonovho pohybového zékona, st
na zéklade pravidla 2 (a principu kovariancie) tiez vektormi

F = ma. 9)

Vel'mi vel'a veli¢in je definovanych na zaklade ich silovych ucinkov. Napr. in-
tenzita elektrického pola E — hovorime, Ze na elektricky naboj g pdsobi pritomné
elektrické pole intenzity E silou F = qE.

Cisto z matematickych vlastnosti transformacii (6) potom vyplyna d’alsie zave-
ry a to konkrétne:

3) Ak veli¢iny u a v su vektory, potom ich skalarny stc¢in s = u - v definuje

veli¢inu, ktora sa transformuje ako skalarna velicina.

4) Ak veli¢iny u a v su vektory, potom ich vektorovy stéin w = u X v defi-

nuje veli¢inu, ktora sa transformuje ako vektorova veli¢ina.

Tieto tvrdenia na tomto mieste nebudeme dokazovat'.

Teraz uz velkou istotou vieme menovat’ veli¢iny, ktoré su skalarnymi velic¢ina-
mi vytvorenymi z vektorovych: velkosti vSetkych vektorovych veli¢in su skalarne
veli¢iny (napr. vel'kost’ rychlosti v = /v - v), praca W (lebo W = F - s), elektrické
napétie U medzi elektrédami (U = E - Ar). Preto je kinetickd energia Ey = %mv2
skalarna veli¢ina, a preto je termodynamicka teplota T tiez skalarna veliCina (je
definovana kinetickou energiou molekul).

Ak zoberieme do uvahy vsetky doteraz spomenuté transformacie (identitu, po-

sunutia a oto¢enia),obraz je nasledujuci:

1) skalarmi st tie veli¢iny, ktoré sa vyjadria jednym ¢islom (a dimenziou) a pri
transformaciach nemenia svoju hodnotu: ¢as, hmotnost’, elektricky naboj,
teplota, vSetky velkosti vektorov, vsetky skalarne suciny vektorov, pripadne
aj ich kombinécie;

2) vektormi su veliiny, ktoré sa transformujt ako posunutie: posunutie, rych-
lost’, zrychlenie, sila, intenzita elektrického pol’a, indukcia magnetického
pol'a, l'ubovol'nym skalarom nasobeny vektor, vektorovy sucin dvoch vek-
torov, atd’.
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3.2.1 Fyzikalna kovarianciana T, U T U T,
Doteraz sme nespomenuli transformadcie, ktoré spajaju vztazné sustavy, ktoré sa
voci sebe pohybuju. A prave vdaka tomuto obmedzeniu, tj. obmedzenim sa na
transformdacie kon$tantného posunutia a otocenia (bez pohybu), tj. na T, U Tz U T},
nam umozni pochopit’ fyzikalnu kovarianciu z iné¢ho, menej znameho pohladu.

Praca s Cislami je menej abstraktnd ako s vektormi samotnymi, preto zavadzame
bazové vektory. Ich ¢iselné nasobky potom kombinujeme do réznych vektorov.
Ciselné nasobky su stradnicami prislugného vektoru, aje bezné pracovat prave
s nimi namiesto vektorov.

Zaved’me pre pozorovatel'a P, so vztaznou sustavou S, (V ktorej mame pravo-
uhlu siradnicovi sustavu), vektory ey,, €y, a e,, jednotkovej dizky. Tieto po rade
ukazuju v kladnych smeroch osi x,, y, a z,. Kazdy vektor V mézeme jednoznacne
vyjadrit' vo forme (linearnej) kombinécie jednotkovych vektorov ey, €y, a e,, ako

V ="Vexa + Vyaeya + Vaeza, (10a)

kde Vya, Vya, Vza st stradnice v baze ey, €5, @ €4,.

Rovnako m6zeme zaviest’ bazu jednotkovych vektorov e,y, e, a e, pre pozo-
rovatel’a P, so vzt'aznou sustavou S},. V uvedenom poradi ukazuju v kladnom sme-
re osi Xy, Y, Zp- Aj ich pomocou vieme vyjadrit’ vektor V

V= beexb + Vybeyb + Vzbezb, (10b)

kde Vyp, Vyb, Vo1, S0 stradnice v baze ey, ey, a €.

Vb

yb

Obr. 2: Vektor je len jeden, avsak suradnice zdvisia od vztazZnej sustavy. (a) zndzornenie v Sy,
(bYV S.. a spolocné zndzornenie na obrdazku (c).

Pouzivame komplikované znacenie, aby sme mohli zdoraznit’ nasledujice.

Vektor V je ten isty vo vzt'ahu (10a) aj (10b).
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Nehovorime o vektore V, vo vztaznej ststave S, a nehovorime ani o vektore
Vy, vo vztaznej ststave Sy,. Existuje len jeden vektor, a to vektor V, ktory nezavisi
od ziadnej vztaznej sustavy. To, €o zavisi od vzt'aznej sustavy S,, alebo vzt'aznej
sustavy Sy, su suradnice vektoru V v tychto sustavach. Tie definuju jednotkové
VEKLOrY €y, €y, a €,, (v sistave §,) a €.y, €1, a e, (V ststave Sp).

Préca so suradnicami vektorov dokaze natol’ko zmenit’ pohl'ad na fyziku, Ze ten-
to jav David Hestenes' nazyva infekciou matematickym virom. Podl'a jeho prie-
skumu az 30 % fyzikov a inZinierov si nedokaze predstavit’ rieSenie fyzikalnych
problémov inym sposobom, nez v nejakom suradnicovom systéme. Ilustrujeme to
na jednom stredoskolskom priklade.

Mala gula je vrhnutd pod uhlom a = 30° vV homogénnom gravitacnom poli
S0 zaciatoc¢nou rychlostou vy = 50m - s~1. ko daleko doleti gula na vodorov-
nom teréne, a po akii dobu leti? Gravitacné zrychlenie g = 9,81 m - s~2,
Klasické rieSenie ulohu riesi v pravouhlej suradnicovej sustave.

Suradnicové rieSenie

Os y ukazuje proti smeru gravitaéného pol'a, a 0S x ukazuje v smere vodorovného
pohybu. Pohyb je rovnomerne zrychleny a v smeroch x ay je nezavisly. Poloha
gule v okamihu t (vystrel v ¢ase t, = 0)

x(t) = vyt cosa,

y(t) = votsina — %gtz.

V okamihu dopadu t, je

y(t;) =0, teda vyt; sina — %gtf = 0, odkial

=5,1s.

Gul’a doleti do vzdialenosti

2vy sina
tl = I

2v3 vE .
x1 = x(t;) = vyt cosa = 7°sma cosa = ;‘)sm(Za) =221m.

Uloha sa da riesit’ bez pouzitia konkrétneho stradnicového systému.

Vektorové rieSenie
Gravita¢né zrychlenie homogénneho pola je konstantny vektor g, zaciato¢na rych-
lost’ gule je v,. Pohyb vhomogénnom poli je rovnomerne zrychleny pohyb

! David Hestenes, americky teoreticky fyzik a didaktik, drzitel’ Oerstedovej Medaily (2002 — [4]),
ktora sa udel'uje najlepsim ucitelom fyziky v USA. Medzi nositel'mi Oerstedovej medaily si zname
osobnosti ako Richard P. Feynman, John A. Wheeler, Edwin F. Taylor, Carl E. Sagan, Carl Wieman
a ini. Hestenes je znamy ako jeden z hlavnych architektov geometrickej algebry, jednotného jazyka
pre matematiku a fyziku, a tiez ako zakladatel’ situaénych modelov, vyskumného programu na refor-
mu K-12 (Science, Technology).
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a okamzita poloha r(t) v ¢ase t je dana zlozenim rovnomerného pohybu (v,t)
a rovnomerne zrychleného pohybu (1/, gt?)

r(t) = vot + %gtz.

Jediny fyzikalne vyznamny smer je dany vektorom gravitaného zrychlenia g.
Tento smer urcuje zvisly smer. Na neho kolma rovina je vodorovna rovina. Gula
dopadne spét’ na vodorovnu rovinu v okamihu t4, ked’ jej polohovy vektor r(t;) je
vodorovny, tj. ked’ je kolmy na g:

r(ty).g = 0.

Po dosadeni

(v0t1 +%gt12) ‘g = (vo - g +%g2tl) t, = 0.

Riesenim je
Vo D, cos 2V
t; = —2;—29: —2°gg—2ﬁ = —jocosﬂ =51s,

kde f = 90° + @ = 120° je uhol, ktoré zvieraju vektor g a v,,.
Vzdialenost’ rq, do ktorej gul’a doleti, je dany polohovym vektorom r; = r(t;)

1 1 1
no= Vi = 0 (v +2gn) - (vo+20t) = v +vo- gty + 2o

, ves y 1 s
V poslednom vyraze vyuzijeme toho, Zze vy - g = — > g?ty, ¢im dostaneme

2
=t ’vg —%gzt1 = —%cosﬂ vE(1—cos? ) = —%Osin(Zﬁ’) =221 m.

V rieSeni nebol vyuzity ziadny siradnicovy systém, dokonca sa neda poznat’ ani
to, v kol'’ko rozmernom priestore rieSime tlohu. Nesnazili sme sa prezentovat’ pri-
klad, kde vektorovy pristup vedie zjavne k jednoduchsiemu rieseniu. Cielom bolo
ukazat’, ze zavedenie stiradnicového systému nie je nevyhnutné. Fyzike vyjadrova-
nej bez suradnicovych systémov sa v celej Sirke venuje David Hestenes v [5] —
publikacia je venovana geometrickej algebre.

3.3 Zrkadlenia — T, — nie vSetko ¢o ma smer a vel’kost’ je vektor

V skutoénosti je tu d’alSia grupa transformacii, ktora nepredstavuje pohyb — zrkad-
lenie.? Uvazovat’ d’aldie moznosti transformacii si vyziada samotna priroda.
Definujme zrkadlenie Ty, podl'a roviny yz predpisom

ta =1ty Xa=—Xp, Ya=Yb» Za = Zn, (118.)

a postupne zrkadlenia Ty,,, resp. Ty, podl'a rovin zx resp. xy predpismi

2 Zrkadlenie je mimoriadne délezité, co pochopime, ked’ zistime, Ze otoc¢enie okolo pevnej osi sa da
realizovat’ dvomi zrkadleniami, kde roviny zrkadlenia sa pretinaju v osi rotacie. Uvedené plati pre
dvoj a viacrozmerné priestory tiez.
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ta=1th Xa=Xp, Ya= —Vb» Za = Zp, (11b)

ta=1th Xa=—Xp Ya=DYb» Za = —Zp. (110)

Zrkadlenia moZeme definovat mnohymi spdsobmi, pre nase Ucely teraz postaci
zadefinovat’ eSte zobrazenie Tys = Ty © Ty © Tz podla bodu (tu zaciatku
Oa = Ob)

ta=1th Xa= —Xp, Ya= Vb Za = —Zp. (11d)

Vsetky mozné zrkadlenia 7, tvoria (tzv. ortogonalnu) grupu. Do podrobnosti ale
nepotrebujeme zachadzat'.

Fyzikalne javy popisujeme fyzikalnymi veli¢inami, a tie modelujeme matema-
tickymi objektmi. Aby bolo modelovanie verné, fyzikalne veli¢iny a ich matema-
tické modely (ktoré tiez Casto nazyvame len fyzikalnymi veli¢inami) musia mat
rovnaké transformacéné vlastnosti.

Zavedieme teraz, pre jednoduchsie vyjadrovanie sa, pojem pasivnej transfor-
macie a pojem aktivnej transformacie.

Pasivna transformacia

Vsetko, o sme doteraz popisovali sa tykalo pasivnej transformdcie. Pasivna
transformacia sa tyka vzdy jednej a tej istej fyzikalnej reality, pre ktort ale zave-
dieme viac suradnicovych systémov (S, a S,), pozerame sa na konkrétnu fyzikalnu
realitu o¢ami viacerych pozorovatel'ov (tu dvoch: P, a P,,). Popis sa deje pomocou
suradnicovych systémov, ktoré nie su skutoéné — st len myslenou sietou ciar
a ploch, ktoré pomahaja v popise pomocou suradnic. Transformaciu medzi tymito
umelo zavedenymi stiradnicami nazyvame pasivnou transformaciou. Pasivna
transformacia nema vplyv na fyzikalnu realitu, jedine na popis fyzikalnej reality.
Fyzikalna realita nemdze zavisiet' od vol'by konkrétneho stiradnicového systému.

Aktivna transformacia

Aktivna transformacia sa vzdy tyka dvoch réznych fyzikalnych realit. Jednu
zobrazuje verne na druhi. Napr., kocku, ktora existuje vo fyzikadlnom svete, mo-
Zzeme skuto¢ne posunut’, a skutocne pootocit,, tj. vieme jej pomocou vytvorit’ novi
realitu. Zmenu, ktorti vytvarame mézeme chapat’ ako transformaciu. Jednu realitu
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vieme zobrazit’ na druhu. Takuto transformaciu nazyvame aktivnou transforma-
3
Clou.

7z Sp Sa Zy  Sp
A e, AQ : P
E|/~ E : E
Vv Vb Ya Vb
e
‘/
b P i P o Q
Za
@ (b)
*} Z Sb ‘Sa
B/ e,,z,/ BAfz Xa
o o N
el Yb Ya \)\ i
4 4
Xp Xp
| 2
(d) (e) ®

Obr. 3: lavé dvojice obrazkov (a, b resp. d, e) predstavuju ten isty systém v dvoch réznych vztaznych
sustavach (pasivne transformacie). Obrdzky vpravo su inym systémom, ktoré vznikli aktivnou trans-
formaciou (aktivnym zrkadlenim): (c) je aktivnym zrkadlenim (a), resp. (f) je aktivnym zrkadlenim (d).

Ak matematicky model fyzikalnej veli¢iny nebol zvoleny dobre, matematicky
model fyzikalnej veli¢iny sa transformuje pri pasivnej transformacii inak, ako sa-
motna fyzikalna veliina pri prislusnej aktivnej transformaécii.

O transformac¢nych vlastnostiach rozhoduje samotny fyzikalny jav. Priklad je
znazorneny na obr. 3.

V hornom rade obrazkov (a az C) je intenzita elektrického pol'a E vytvorena
v zaCiatku bodovymi nabojmi v bodoch P (kladny) a Q (zaporny). V sustave Sy,
(obr. 3a) ju moZeme popisat’ pomocou jednotkového vektoru e, ako

E = Ezbezb = Eezb (12a)

kde E je velkost intenzity elektrického pola E. V ststave S, ktort spaja so susta-
VOU S, pasivna transformacia (11d) piSeme ta istl intenzitu elektrického pola (tiez
v zaciatku) ako

¥ Keby sme cheeli pouzit’ povrchnt analégiu, potom pasivnou transforméciou je, ked’ v danom meste
premenuju ulice, kym aktivnou transformaciou je, ak zbtrajii domy, aby rozsirili niektoré ulice.
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E = E; €50 = —Eeyy, (12b)

lebo E,, = —E,, suradnice sa liSia, ale vektor E je ten isty, lebo sa jedna o t0 istd
fyzikalnu realitu (obr. 3b).

Na obr. 3b je vsak ina fyzikalna realita. Vo vztaznej ststave S, sme vymenili
polohu bodovych nabojov P a @, pricom velkosti nabojov su rovnaké, ako aj
vzdialenosti medzi nimi. Tato vymena predstavuje aktivnu transformdaciou, preto
prislusny vektor intenzity elektrického pol'a sme oznadili E'. Vo vztaznej sustave
Sy, piseme

E' = Ej e, = —E'e,, = —Eey, (12c)

kde E' = E je velkost vektoru intenzity elektrického pol'a v zaciatku.

Vidime, Ze vysledok aktivnej transformacie je rovnaky, ako vysledok pasivnej
transformacie. Obdobny vysledok by sme ziskali aj v pripade vektoru posunutia
Tpo zbodu P do bodu Q, preto intenzita elektrického pola sa transformuje ako
vektor.

Ind je ale situdcia v pripade indukcie magnetického pol'a — meraného tiez v za-
¢iatku suradnicovych systémov. Indukcia magnetického pol'a (obr. 3d) je vytvorené
tokom elektrického prudu vo vodi¢i kruznicového tvaru, ktory lezi v rovine xy. Na
vodi¢i sme pre nazornost’ oznacili body 1,2,3,4 a elektricky prad teéie tak, Ze klad-
né nosice nabojov postupne prechadzaju bodmi 1-2-3-4-1. V tomto pripade vznik-
ne v zaciatku stradnicového systému magnetické pole s indukciou B, ktoré smeru-
je (podl'a Biotovho-Savartovho zakona) v smere, ako ukazuje obr. 3d. Vo vzt'aznej
sustave S, mozeme pisat’

B = szezb = Bezb. (12d)

Obr. 3e ukazuje ti ista fyzikalnu situaciu po pasivnej transformacii (11d). Pa-
sivna transformacia samozrejme nemeni polohy fyzickych bodov vodi¢a (napr.
bodov 1,2,3,4), ani smer obiehania nosic¢ov elektrického pridu — magnetické pole
zostava to isté, len jeho vyjadrenie v baze vzt'aznej sustavy S, je iné

B = B,,e,, = —Be,,. (12e)

Po porovnani vidime, Ze pri pasivnej transformécii sa indukcia magnetického
pol'a B transformuje ako aj intenzita elektrického pol'a E a posunutie rpg, tj. ako
vektor, lebo B,, = —B,,.

Magnetické pole sa chova ale odlisne pri prislusnej aktivnej transformécii, ktora
ukazuje obr. 3f. V tomto pripade zrkadlime body vodica, ktory lezi v rovine xy, ¢im
pomocné Cislované body sa transformuju nasledovne 1 - 3,2 - 4,3 - 1,4 - 1.
Kladné nosi¢e nabojov aj po aktivnej transformacii prebiehaji cez Cislované body
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v poradi 1-2-3-4-1. Zmysel obichania sa teda nezmenil ani po aktivnej transformaécii,
preto prad indukuje rovnaké magnetické pole B’ aké pole indukovalo aj pred aktivnou
transformaciou, teda B’ = B. Vo vztaznej sustave Sy, je po aktivnej transformacii

B' = Bébezb = B'ezb = Bezb. (126)

Indukcia magnetického pola B sa pri aktivnej transformacii netransformuje ako
intenzita elektrického pola E, ¢i posunutie 7pq — indukcia B magnetického pol'a sa
nechova ako vektor.

K rovnakému vysledku by sme sa dopracovali aj v pripade momentu sily M, ¢i
momentu hybnosti J.

V trojrozmernom priestore maju tieto veli¢iny tri nezavislé zlozky, ktorym mo-
zeme pripisat’ smer aj velkost. V mnohych situaciach sa chovaju ako vektory, ale
pri zrkadleniach nie. Nie su to teda vektory! Kvoli ich podobnosti vektorom ich
vsak Casto nazyvaju pseudovektormi &i axialnymi vektormi. Skutoéné vektory sa
potom nazyvaju aj poldarnym vektorom. Tuto terminologiu ale nebudeme pouzivat,
lebo ich budeme popisovat’ pomocou tenzorov.

Situacia, ako sa rozhodnut’ o fyzikalnej veliCine, ¢i je skalar, alebo vektor, sa
zda byt’, v tomto okamihu, rozuzlena pomocou transformacnych vlastnosti.

Skalarmi stt hmotnost’, elektricky naboj, ¢as a veli¢iny vytvarané z vektorovych
veli¢in pomocou skalarneho sucinu (kineticka energia, teplota, praca,...).

Vektormi st posunutie, rychlost, zrychlenie, hybnost, intenzita elektrického
pol'a a veliiny vytvarané ako stéin skalaru a vektorovej veliciny.

Tenzormi st potom napriklad moment hybnosti, moment sily, indukcia magne-
tického pola a veliCiny vytvarané z vektorovych veli¢in pomocou vektorového
sucinu (matematické detaily sme na tomto mieste neuviedli).

Poznamka: ak veli¢iny a a b s vektormi, potom veli¢ina ¢ = a X b uz nie je
vektorom kvéli vlastnostiam pri zrkadleni (pri zrkadleni menia sturadnice vektorov
znamienko, z ¢ = a X b vyplyva, ze suradnice ¢ znamienko nemenia). VeliCiny
vytvarané z vektorového sucinu dvoch vektorov su pseudovektory. Problematika
pseudovektorov sa vyriesi zavedenim tenzorov (konkrétne antisymetrickych tenzo-
rov druhého radu).

Postupnym rozsirovanim moznych pozorovatel'ov (a tym transformaécii, ktorymi
sa spajaju), sa nam veli¢iny rozdelili do uvedenych tried. Problém nastava pri d’al-
Som roz§ireni moznej triedy pozorovatel'ov na tych, ktori pouzivaju opacny chod
¢asu (zrkadlenie ¢asu). Zrkadlenie ¢asu realizuje zobrazenie Ty,

ta = —lh Xa =Xp, Ya = Vb Za = Zp. (13)

Meni znamienko ¢asu pri pasivnej transformacii, ako aj odstupu ¢asu medzi
udalostami P a Q! Atpgy = tga — tpa = —Atpgp = —(tgp — tpp). Vdaka tomu,
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prisne vzaté, Cas nie je skalar, ale pre formalnu zachranu (ako v pripade vektorov)
sa zavadza pojem pseudoskalar. Pseudoskalar sa chova v mnohych pripadoch ako
skalar, ale pri zrkadleni meni svoje znamienko (skalarny sucin vektoru
a pseudovektoru je pseudoskalar). u

3.4 Galileiho transformacia

Galileiho transformécia je pravdepodobne dovodom, preco pri definicii skalarov
a vektorov sa neopiera o transformac¢né vlastnosti, ale formalnu definiciu ,,vektor
ma smer a vel’kost™.

Galileiho transformacia (tzv. boost-y) spajaji dve vzijomne rovnomerne
a priamociaro sa pohybujtice inercialne vztazné sustavy S, a Sj,. Rychlost’ §, voci Sy,
meranej vo vztaznej sustave Sy, oznalime U = Uy, €.ty €y, + V€4, pricom
prislu$né osi vzt'aznych sustav si si vzajomne rovnobezné (x4 || X, Vo | ¥p, 22 Il Z)

ty =tp, (14a)
Xa = Xp t Uxplp, (14b)
Ya = Yb T Uyplthn, (14c)
Zy = 7y + Uzbtb- (14d)

Galileiho transformaciou prichadza viac problémov s vektormi a ich skalarnymi
e . L, . 1 1 y .

suc¢inmi. Napriklad kinetickd energia E = Emlvl2 =Smv-vsauz nechova ako

skalar. Jej hodnota zavisi od vztaznej sustavy, v ktorej ju vyjadrime. Koncepcia

kovariancie tak vyzaduje zasadnejSie rieSenie. VyZaduje relativisticky pristup,
z ktorého pohl'adu budeme vidiet pri¢iny problémov Galileiho transformacie.

(Dokoncenie v nasledujiicom cisle.)
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Texty uloh 1. kola 64. ro¢nika Fyzikalnej
olympiady (Sk. r. 2022-2023)
kategorie B, C, D, alohy 5 az 7

Kategoria B

kvapalina

l?/
[
L

piestik

QI/ 3L/2

drot

Obr. B4

to¢nej polohe.

5. Uvolnena zatka

Rurka s hladkou wvnutornou stenou
S konStantnym vnatornym priemerom
je ohnuta do pravého uhla, obr. B—4.
Zvisla ¢ast rarky ma dizku L=
20 cm, vodorovnd dizku 3L/2. Na
zaCiatku je zvisla ¢ast’ rarky naplnena
kvapalinou, ktora je vtomto stave
udrziavana piestikom s hmotnostou
podstatne mensou ako hmotnost’ kva-
paliny v trubici. O piestik sa opiera
tenky drét, ktory drzi piestik v zacia-

V ur¢itom okamihu sa drét rychlo vytiahne, ¢im sa piestik uvolni a za¢ne sa

pod tlakom kvapaliny v rarke pohybovat’.

Predpokladajte, kvapalina i piestik sa pohybuju v trubici bez trenia.

a) Odvodte vztahy pre posunutie x piestika a rychlost’ v piestika ako funkcie

casu t pocas jeho pohybu v rarke.

b) Uréte Cas ty, za ktory kvapalina vytecie zo zvislej Casti rarky, rychlost’ v,
piestika v tomto okamihu, a ¢as t,, za ktory dosiahne piestik koniec rarky.
Urcte rychlost’ v,, ktoru bude mat’ piestik na konci rarky.

c) Zostrojte graf posunutia x a rychlosti v piestika pocas jeho pohybu vo vodo-

rovnej Casti trubice ako funkciu Casu.

d) Uvedeny priklad je idealizovany. V skuto¢nosti piestik nenadobudne rychlost’
V1 a v, < vq. Vysvetlite pricinu rozdielu redlneho a idealizované pripadu.
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6. RL filter R L
Na obr. B-5 je schéma frekvencné- — Y Y\, . o

ho LR filtra, ktory sluzi na potlace-
nie urcitej Casti frekvenéného spek-
tra signalu. Na vstup je privedeny
signal, napr. zvukovej nahravky,
ktory obsahuje frekvenéné zlozky
striedavého napétia vratane rusivych
signalov (Sum, rusivé napétia s frek—
venciu siete, apod.).

U, R L

L
[
[

Obr. B-5

a) Urcte amplitadova Ay (w) = U,/ U; afazova ¢y (w) = @, — @, prenoso-
vu funkeciu filtra ako funkciu uhlovej frekvencie @ a pomerup = L/R.

b) Urcte hodnotu p; pomeru p, aby potlacenie sietovej frekvencie f; = 50 Hz
bolo 30 dB (decibelov), tzn. Ayqg = 20log Ay (@,) = —30 dB.

C) Zostrojte graf prenosovych funkcii Ay a ¢y ako funkcii frekvencie f pre
hodnotu p; uréent v ¢asti b) Na zvislej osi vyneste v prvom pripade prenos
Ayqgp V decibeloch, v druhom ¢y v radianoch, ana vodorovnii os v oboch
pripadoch frekvenciu f v logaritmickej mierke.

Z grafu urcte frekvenciu f,,, pri ktorej je prenos A, maximalny, hodnotu prenosu
v dB a fazovy prenos ¢y, pri frekvencii f;,,. Overte prenos pri frekvencii f;.

Pre riesenie odporucame komplexnu symbolickiu metodu, s ktorou sa mozZete oboz-
namit' napr. na internete. Pri zostrojeni grafu odporucame pouzit' semi-
logaritmicky papier (jedna os logaritmicka a jedna linedrna). Pri zostrojeni grafu
vyuzite vhodny softver, napr. MS EXCEL.

7. Fotometria

Vnimanie svetla I'udskym okom je jednym z najdodlezitejSim informa¢nym kana-
lom, ktorym komunikujeme s okolitym i vzdialenym svetom. Na posudzovanie
zdrojov aucéinkov svetla z pohl'adu citlivosti T'udského oka sluzi stbor veli¢in
a zakonov — fotometria.

a) Prestudujte si zaklady fotometrie, zistite ¢o vyjadruja veliCiny Ziarivy
tok, svetelny tok, svetelnd ucinnost, svietivost a osvetlenost a uved'te ich jed-
notky.

Pre zdravie zraku je vhodné dbat’ na spravne osvetlenie priestorov, v ktorych vyko-
navame rézne ¢innosti. Pri praci, na ktoru sa treba sustredit’, alebo na Citanie je
odporucana osvetlenost’ (intenzita osvetlenia) 300 — 500 IXx.

Pri vol'be osvetl'ovacieho telesa hl'adime aj na Gspornost’.
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Osvetlenost’ zavisi od polohy osvetl'ovacieho telesa a Gispornost’ od volby druhu
telesa (obycajna vakuova Ziarovka, halogénova zZiarovka, LED Ziarovka a pod.).

Ulohy merania:

1. Zmerajte osvetlenost’ od roznych zdrojov svetla v rovnakej vzdialenosti od
detektora.

2. Zmerajte zavislost osvetlenia od vzdialenosti od zdroja svetla.

3. Zmerajte uhlova charakteristiku jasu ré6znych zdrojov svetla.

4. Zmerajte zavislost’ osvetlenosti plochy od uhla dopadu svetla na tato plo-
chu.

5. Zmerajte efektivnost’ roznych zdrojov svetla.

Pomécky:

Najmenej dva rozne zdroje svetla — odpora¢ame vlaknovu Ziarovku a LED Ziarov-
ku na napétie 24 V (mozno zakupit’ v predajni s autodielmi), zdroj napajania 24 V,
multimeter, vhodny stojan na upevnenie zdroja svetla, detektor osvetlenosti (lux-
meter) — odportiéa sa aplikacia luxmeter pre smartfon, meradlo dizky.

Metoda:

Upevnite zdroj svetla do vhodného drziaku (napr. stojan), aby rovnobezné luce
dopadali kolmo na stenu vo vzdialenosti 1 az 2 m. Do miesta maximalnej osvetle-
nosti umiestnite luxmeter. Pri prvom merani do drziaka postupne umiestnite rozne
zdroje a pre kazdy odmerajte osvetlenost. V druhom merani vyberte jeden zdroj
a postupne ho posuvajte smerom k detektoru. Pre jednotlivé vzdialenosti zmerajte
osvetlenost’ luxmetra. V trefom merani otacajte zdroj okolo zvislej osi tak, aby
zdroj zostaval na rovnakom mieste. Pre jednotlivé uhly nato¢enia zmerajte osvetle-
nost’ luxmetrom, ktory zostava na rovnakom mieste. Pri Stvrtom merani mieri zdroj
svetla na luxmeter. Ten postupne natacajte vo¢i smeru dopadu svetla a merajte tidaj
luxmetra. V piatom merani pouZite postupne rézne ziarovky v rovnakej vzdialenos-
ti od luxmetra. Zmerajte prud ziarovky a napétie na ziarovke, uréte elektricky pri-
kon. Potom zmerajte osvetlenost’ luxmetrom a urcte pomer osvetlenosti a prikonu
ziarovky.

Vsetky zmerané zavislosti vyneste do grafov a priebehy porovnajte s teoretic-
kou zavislostou osvetlenosti v druhom pripade E ~ 1/r? av $tvrtom pripade
E ~ cosa.

Pre jednotlivé zdroje svetla urcte uhlovu Sirku vyzarovania svetla jednotlivych
zdrojov na turovni poklesu osvetlenosti na 50 % hodnoty pri nulovom uhle.
V poslednom pripade posud’te uspornost’ jednotlivych zdrojov svetla.
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Kategoria C

5. Balon s héliom
Vyskumny balén je vyrobeny z pruzného materidlu neprepustajiiceho plyn. Hmot-
nost’ obalu baléna m; = 400 kg. Balon naplnili héliom a vybavili meracimi pri-
strojmi. Hmotnost zataze m, = 225 kg.

Pri vypustani bol atmosféricky tlak pri zemi py = 103 kPa a teplota prostredia
i balona t, = 17 °C. Po uvolneni zacal balon stipat’ a vysielal informaciu o vyske.
Zastavil sa vo vyske h; = 3 500 m.

a) Urcte tlak vzduchu p; vo vyslednej vyske, ak predpokladame, Ze teplota at-
mosféry je konstantna a rovna teplote t.

b) Urcte priemer d; baléna a hmotnost’ my, hélia v baléne.

c) Uréte pomer = V;/V, objemu V; baléna vo vyske h, a objemu V,, v mieste
Startu.

Predpokladajte, ze balon ma pocas stupania tvar gule a vplyv napétia v materiali
balona ma na tlak vo vnutri baléna zanedbatel'ny vplyv. Objem zat’aZe je podstatne
mensi ako objem baldna.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre hodnoty: molarna hmotnost’ vzduchu
M,, = 29,0 g-mol™ ahélia My, =4,0g-mol™?, molirna plynova konstanta
R =8,31]-K-mol?, tiazové zrychlenie g = 9,81 m - s 2.

Pomécka.: Pozrite si na internete stranku
https://sk.wikipedia.org/wiki/Atmosf%C3%A9rick%C3%BD _tlaknttps://sk.wi
kipedia.org/wiki/Atmosféricky tlak.

6. Prietokovy ohrievac Q
Na obr. C—4 je znazorneny jednoduchy prie-
tokovy ohrieva¢ vody. Voda prudi medzi
dvomi  vodivymi  koaxidlnymi  rurami
spolomermi r; =20mm ar, =22 mm,
a s dizkou L = 50 cm.

Rary st pripojené na =zdroj napétia
U, =120V. L

—
()

a) Urcte prud I, ktory prechadza zdrojom.
b) Do ohrievata sa privadza voda
s teplotou t; = 20 °C. Urcte objemovy

prietok g, vody ohrievacom, aby z neho ; ;



https://sk.wikipedia.org/wiki/Atmosf%C3%A9rick%C3%BD_tlak
https://sk.wikipedia.org/wiki/Atmosf%C3%A9rick%C3%BD_tlak
https://sk.wikipedia.org/wiki/Atmosférický_tlak
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vytekala voda s teplotou t, = 40 °C na umyvanie.
c) Urcte napdtie U, zdroja, aby pri prietoku g, sa voda zohriala na teplotu

t; = 90 °C, potrebnu na pripravu ¢aju alebo kavy.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre dané hodnoty. Uvazujte konduktivitu vody
50 mS - m™1, zvy$né hodnoty veli¢in vyhladajte vo fyzikalnych tabulkach.
Straty tepla vedenim do okolia neuvaZzujte.

7. Valivy odpor
Pri valivom pohybe zvycajne predpokladame, ze nedochadza k strate mechanickej
energie telesa, tzn. valivy pohyb telesa po vodorovnej podlozke je rovnomerny.
V skuto¢nosti ale aspont k malej strate mechanickej energie dochadza, vaésinou
premenou na vnutornu energiu telesa a podlozky. Valivy odpor kolesa na vodorov-
nej podlozke vyjadruje vztah
§
F, ==F
v R N
kde ¢ sa nazyva rameno valivého odporu, R je vonkajsi polomer kolesa a Fy tlako-
va sila podlozky kolmé na podlozku. Pomer /R sa nazyva koeficient valivého
odporu.

Uloha:
Ulohou je uréit’ rameno valivého odporu valca na roznych podlozkach.

Metoda:

Na meranie pouzite ako zdroj konsStantnej sily naklonenti rovinu. Pouzite dosku
suhlom sklonu a = 30° adizkou aspoii L ~ 1 m. Na meranie pouzite valec
s priemerom okolo 10 cm (dreveny, skleneny, kovovy).

1. Zmerajte hmotnost’ m a polomer R valca, dizku L a uhol « sklonu naklo-
nenej roviny.

2. Vypotitajte teoretickt hodnotu &asu t, pohybu valca po celej dizke naklo-
nenej roviny a rychlost’ v, na dolnom konci naklonenej roviny za predpo-
kladu nulového valivého odporu.

3. Zmerajte as t; pohybu valca po naklonenej rovine a vypocitajte rychlost’
v, valca na dolnom konci naklonenej roviny. Z rozdielu rychlosti v, a v,
uréte silu F,, valivého odporu. Rameno valivého odporu &; valca na danej
podlozke vyjadrite pomocou ¢asov t, a t;.

4. Na naklonenu rovinu pripevnite tenky textilny pas (tak aby sa pri pohybe
valca neposuval) a meranie z bodu 2. opakujte. Urcte rameno valivého od-
poru &, v tomto pripade.
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5. Meranie opakujte s inym druhom materialu na povrchu naklonenej roviny,
napr. pas z gumy, papieru, plastu a pod.

Porovnajte ziskané hodnoty ramena valivého odporu pre rozne typy kontaktu mate-
ridlov kolesa a podlozky.
Merania s kazdou podlozkou niekol’kokrat opakujte a vysledky Statisticky vyhod-
not'te.
Predpokladajte, pohyb valca po naklonenej rovine je rovnomerne zrychleny. Dbajte
na to, aby valec neprekizaval.

Pozn.: Moment zotrvacnosti plného homogeénneho valca | = % mR?2, pre tenkosten-
ny duty valec ] = mR? , pre hrubostenny duty valec (s vmitornym polomerom 1)

1 DT L
J= 5 m(R? + r?). Moment zotrvacnosti sii vyjadrené vzhladom na os valcov.
Kategoria D

5. Eskalator
Dvaja kamarati i$li z hlbokého metra po pohyblivych schodoch (eskalatore) sme-
rom nahor. Ked’ boli v polovici schodov, prehodili svoje tasky na opacny pas, ktory
i8iel smerom dole. Obaja sa rozbehli po schodisti, jeden nahor, druhy nadol. Ked’
dobehli na koniec schodov, prebehli na druhé schody a pokracovali v behu
K taskam.

Eskalator sa pohyboval rychlostou u. Na stojacom eskalatore by chlapci bezali
smerom nahor rychlostou v; a smerom nadol rychlostou v,.

a) Najdite vzt'ah medzi rychlostami v,, v, a u, aby chlapci dobehli k taskam su-
Casne, jeden zdola, druhy zhora, skor ako taska dorazi k dolnému koncu eska-
latora.

b) Uréte vzdialenost’ d od dolného konca eskalatora, v ktorej mozu chlapci do-
stihnut’ tasky, ak su splnené podmienky podla Casti a). Rieste vSeobecne.

C) Rieste Cast’ b) pre hodnoty L = 30 m,

i. v,=v,=25m-sLu=10m-s7},
i. vy=v,=25m-sHu=13m-s7?},
ii. v=13m-sLv,=25m-sL,u=06m-s7?,

iv. 1v=18m-sthv,=12m-su=03m-s
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6. Hranol na stole

Na vodorovnom povrchu stola je polo-
zeny hranol B S hmotnost’ou
M = 250 g. Cez pevnu kladku je hranol
spojeny pevnym vlaknom so zavazim A.
Cast’ vlikna medzi kladkou a zavazim
ma dizku L = 50 cm. Zavazie vychylime
zo zvislej polohy do vysky h =20 cm
a uvolnime, obr. D-1.

a) Prekreslite obr. D—1 so zavazim v najvyssej a Vv najniz$ej polohe svojej tra-
jektorie a na obrazku zakreslite sily, ktoré pdsobia na telesa A a B v oboch
polohach zavazia, ak predpokladame, Ze teleso B sa nepohybuje. Jednotlivé
sily opiste.

b) Uréte maximalnu hodnotu m,,,, zavazia, aby sa pri jeho pohybe na vlakne
teleso B na stole nepreSmyklo.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre dané hodnoty. Faktor trenia medzi telesom B
astolom f = 0,20. Kladka je vel'mi mala a jej t€inok neuvazujte.

7. Meranie hustoty
Jednou z charakteristicky hodnét latky je jej hustota. Existuje viacero metod mera-
nia hustoty.

V pripade sypkych materidlov mozno hovorit’ o dvoch hodnotach, jednak o hus-
tote vlastnych zrniek materialu, jednak o hustote nasypaného materialu, ktora sa
nazyva objemova hmotnost’.

V pripade tuhého telesa jednoduchého tvaru mozno uréit hmotnost
a z rozmerov vypocitat objem. Z hmotnosti a objemu potom uréime hustotu.

V pripade tuhého telesa nepravidelného alebo zlozitého tvaru, pripadne malych
rozmerov, objem telesa mozno zmerat’ ponorenim do kvapaliny v odmernom valci.
Ak sa vsak teleso do odmerného valca nezmesti, mozno vyuzit' meranie vztlakovej
sily po ponoreni telesa do kvapaliny.

Ulohy:

Overte rdzne metddy merania hustoty roznych materialov.

1. Zmerajte objemovi hmotnost’ piesku a hustotu jednotlivych zrniek.

2. Niekol'kymi spoésobmi ur¢te hustotu telesa pravidelného tvaru (gulky, valca,

kocky).
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Metoda merania:

1.

V prvom pripade pouzite suchy piesok. Pre urenie objemovej hmotnosti urcte
hmotnost’ viZenim a objem nasypanim do odmerného valca.

Pre uréenie hustoty zrniek piesku prilejte k piesku v odmernom valci tolko
vody, aby bol vSetok piesok pod hladinou vody, a ta bola tesne nad povrchém
piesku. Tym sa vyplnia vzduchové medzery medzi zrnkami vodou. Po
opiatovnom zvazeni urCite objem pridanej vody a ten odpocitate od objemu
suchého piesku.

V druhom pripade zvol'te tuhé teleso jednoduchého tvaru a s hustotou viac¢Sou
ako hustota vody, z materialu, ktory sa vo vode nerozusta.

Pri prvej metdde zistite jeho hmotnost’ vazenim, potom zmerajte jeho rozmery
a vypocitajte objem.

Pri druhej metdde uréte objem telesa ponorenim do vody v odmernom valci.
Pri tretej metode pouzite silomer. Teleso zaveste na tenké vldkno. Urcte silu
F;, ktorou pdsobi teleso na silomer, potom teleso zavesené na silomeri ponorte
do vody. Urcte silu F,, ktorou posobi ponorené teleso na silomer v tomto
pripade. Sila F, je zmensena voci F; 0 vztlakovu silu kvapaliny, odkial’ urcite
objem telesa.

Pozn.: Okrem silomera mozno pouzit laboratorne vahy so zasenim telesa na
rameno namiesto misky.

Meranie urobte s viacerymi telesami. Na zaklade vysledkov urcte s pomocou
fyzikalnych tabuliek, o aky material ide. Vysledky ziskané pre dané teleso réznymi
metédami porovnajte a rozdiely zdovodnite. Postd’te presnost’ jednotlivych metod
merania a uved'te, ktoré meranie je najva¢im zdrojom chyby.

Autori navrhov tloh: Lubomir Konrad (B2,3,5,C2,3,5,6,D1,2.,4,5,6),

Ivo Cép (B4,6,7,C7,D7), Kamil Bystricky (A4,C4,D3),
Aba Teleki (B1,C1)

Recenzia a Giprava Gloh a rieSeni: Cubomir Mucha, Aba Teleki
Redakcia: Ivo Cap
Vydal: Slovenska komisia fyzikalnej olympiady
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INFORMACIE

SVOC 2023

Spolecnost uciteld matematiky Jednoty ceskych matematikl a fyziki (SUMA
JCMF), Slovenskd matematicka spolo¢nost’ a Jednota slovenskych matematikov
afyzikov (SMS a JSMF) vyhlaSuji dvacaty ro¢nik SoutéZe vysokoskolaki
ve védecké odborné c¢innosti v didaktice matematiky.

1)

2)

3)

Propozice:
Soutéze se mlize zucastnit kazdy student (nebo kolektiv studentti) bakalarské-
ho nebo magisterského studia a CZV kterékoli fakulty, resp. vysoké $koly
vCRa SR.
Soutéz se uskutedni ve formé ¢esko-slovenské Studentské konference SVOC
2023, kterou ve dnech 9. - 10. 6. 2023 v Nitfe usporada Katedra matematiky
Fakulty prirodnych vied a informatiky Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre
ve spolupraci se SMS a JSMF a SUMA JCME. Odborné poroty vyberou nej-
lepsi prace, které budou ocenény.
V roce 2023 je SVOC vyhlasena v téchto soutéznich kategoriich:
K1 Seminarni prace;
K2 Bakalaiské prace z didaktiky matematiky (K2a — MS a 1. stupeii ZS,
K2b —2. a 3. stupen);
K3 Diplomové prace z didaktiky matematiky (K3a — MS a 1. stupeii ZS,
K3b — 2. a 3. stupen);

K4 Zavéredné prace vzniklé v ramci CZV.
Studenti se do soutéze ptihlasuji prostfednictvim svych fakult. Do soutéze je
mozné piihlasit pouze prace s datem obhajoby spadajicim do obdobi od srpna
2022 do ervence 2023. Kazda fakulta mize vyslat do kazdé kategorie nejvyse
3 prace. Fakulty mohou vybér praci zajistit prosttednictvim fakultnich soutézi
SVOC. Terminy a organizace fakultnich sout&zi nebo jiny zptisob vybéru praci
zavisi na jednotlivych fakultach. Ridici vybor SVOC miize omezit celkovy po-
Cet prijatych praci. Néktera (nebo ob¢) z dvojic kategorii 2a, 2b; 3a, 3b mohou
byt v ptipadé malého poctu prihlasenych praci spojeny do jedné kategorie. To-
to rozhodnuti je v pravomoci Ridiciho vyboru SVOC.

Prace, které soutézi ve SVOC z didaktiky matematiky, musi mit nejen ma-
tematicky, ale 1 didakticky rozmér. Pro prace bez didaktického rozméru je ur-
¢ena SVOC z matematiky.
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V ptipadé nedostatku finanénich prosttedki si SMS, JSMF a SUMA JCMF
vyhrazuje pravo na usporadani soutéze v omezené forme. Minimalni variantou
je internetova piehlidka s jednou praci z kazdé fakulty, ktera se do soutéze pii-
hlasi.

Organizatofi veéti, Ze budou moci vSechny Ucastniky pfivitat v Nitfe. Jsou
vak v ptipadg, Ze to nebude mozné, ptipraveni zorganizovat SVOC 2023 hyb-
ridni nebo plné distan¢ni formou. O definitivni formé konference budou ucast-
nici informovani, jak to bude nejdiive mozné.

Piihlageni praci bude probihat online. Otevieni piihlasovaci stranky SVOC
2023 bude oznameno vsem fakultam e-mailovou zpravou.

Fakulty zaslou nejpozdéji do 30. 4. 2023 na e-mailovou adresu, ktera bude

uvedena na webové strance https://www.semt.cz/svoc/ v elektronické

Verzi:

a) Jeden exemplaf kazdé soutézni prace;

b) Posudek vedouciho prace nebo jiného védecko-pedagogického pracovnika
fakulty, ktera praci ptihlasuje.

Prace miize byt napsana v cestin€ nebo slovensting, piipadné anglicting, ném-

¢ing, francouzsting nebo rusting.

K praci musi byt pfilozen abstrakt (v rozsahu maximalné 15 adki) ve dvou
jazycich, z nichz jednim je jazyk prace a druhym cestina/slovenstina u praci
predkladanych v cizim jazyce, jeden svétovy jazyk u praci predkladanych
Vv Cesting/slovensting. V abstraktu musi byt mimo jiné piesné vymezen didak-
ticky pfinos autora.

Soutézni prace budou hodnoceny podle nasledujicich kritérii:

a) puvodnost vysledkl a piinos prace pro didaktiku matematiky a pedagogic-
kou praxi;

b) zatazeni prace do domaciho, pfipadné svétového kontextu;

c) celkové zpracovani prace;

d) prednes referatu o praci na celostatni studentské konferenci.
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SMS, JSMF a SUMA JCMF ustanovily pro SVOC 2023 Ridici vybor SVOC (dale
RV) v tomto sloZeni:

Doc. PaedDr. Sotia Ceretkova, PhD., KM FPVal UKF v Nitre

RNDr. Lucia Csachova, PhD., KM PdF KU v Ruzomberku

Doc. RNDr. Eduard Fuchs, CSc., zastupce J CMF; UMS P{F MU Brno

Prof. RNDr. Vladimir Janis, CSc., KM FPV UMB Banska Bystrica

Doc. RNDr. Antonin Jancarik, PhD., KMDM PedF UK Praha

RNDr. Petra Konecna, PhD., PfF Ostravské univerzity

Prof. RNDr. Jarmila Novotn4, CSc., KMDM PedF UK Praha (piedsedkyné RV)
PhDr. Jit Pfibyl, Ph.D., KM PiF UJEP Usti nad Labem

Doc. RNDr. Libue Samkova, Ph.D., KMA PF JU Ceské Budgjovice

Doc. RNDr. Iveta Scholtzova, PhD., KME PdF PU Presov

Doc. PaedDr. Maria Slavickova, PhD., FMFI UK Bratislava

RNDr. Petra Surynkova, Ph.D., KDM MFF UK Praha

Doc. RNDr. Dusan Sveda, CSc., zastupce SMS JSMF, UMV PF UPJS Kosice
Prof. PaedDr. Katarina Zilkova, PhD., zastupce JSMF, PdF UK Bratislava

RV zajistuje posouzeni praci, jmenuje poroty pro jednotlivé kategorie a vyhlasuje
vysledky na zaklad¢é doporuceni porot.

Proti rozhodnuti RV je mozné se odvolat k SUMA J CMF nebo SMS, JSMF. Jejich
spole¢né rozhodnuti v této véci je konecné.

Adresa predsedkyné ftidiciho vyboru
svocC

Kontakty na organiza¢ny vybor KM
FPVal UKF v Nitre

Prof. RNDr. Jarmila Novotna, CSc. UK
— PedF, KMDM

Magdalény Rettigové 4

116 39 Praha 1

Tel.: +420 221900251

Mobil: +420 603578360

e-mail: jarmila.novotna@pedf.cuni.cz

doc. PaedDr. Gabriela Pavlovicova,
PhD. doc. PaedDr. Janka Medova, PhD.
Tr. A. Hlinku 1 949 04 Nitra

Tel.: +421 37 6408 698

+421 37 6408 703

€-Mail: gpavlovicova@ukf.sk

jmedova@ukf.sk

Lo 4
Sona Ceretkova

4 Doc. PaedDr. Sona Ceretkova, PhD. , KM FPVal UKF v Nitre, e-mail: sceretkova@ukf.sk
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