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O paradoxu dvojcat

Michal K¥izek

Abstract [On the twin paradox]: First we present several illustrative examples
of the classical twin paradox, since there are still many doubts and conjectures
about it. Further, we show that time in a gravitational field on the surface of
a spherically symmetric mass body flows as quickly as the proper time of a clock
moving by the corresponding second cosmic speed.

Key words: Lorentz transformation, inertial systems, time dilatation, relativis-
tic Doppler effect.

Souhrn: Nejprve predstavime nékolik ilustrativnich ptiklada klasického para-
doxu dvojcat, protoze o ném koluje stale mnoho pochybnosti a nejasnosti. Dale
ukdzeme, ze Cas v gravitatnim poli na povrchu hmotného sféricky symetric-
kého télesa plyne stejné rychle jako vlastni ¢as hodin pohybujicich se pislusnou
2. kosmickou rychlosti rychlosti.

Klicova slova: Lorentzova transformace, inercialni soustava, dilatace ¢asu, re-
lativisticky Dopplerir jev.

MESC: M50

1 Uvod

Toto pojednani je volnym pokratovanim ¢lanku [4], kde jsme se snazili upozornit
na nékteré paradoxni jevy zplsobené Dopplerovym jevem, které souvisi s kontrakei
délek a dilataci Casu ve specidlni teorii relativity. Nyni se jesté zamefime na znamy
paradox dvojcat. Nejprve si ale ve strucnosti piipomenime, ze pohyby téles v iner-
cialni soustaveé S musi spliiovat prvni Newtonlv zékon setrvacnosti. V S zavedeme
pravouhlé soutadnice z, y, 2z a definujeme rovnomérné plynouci ¢asovou soutradnici
t € (—o0,00). Tj. ve v8ech bodech prostoru mame hypotetické hodiny ukazujici
v daném okamziku stejny cas.

Necht' S’ je dalsi inercialni soustava s pravouhlymi soufadnicemi z’, 1/, 2/, které
jsou pro jednoduchost rovnob&zné s osami x, y, z (viz obr. 1) a v klidu maji vSechny
osy stejné méfitko [[14]. Cas t' € (—o00,00) v S’ se opét zavadi pomoci soustavy
synchronizovanych hodin, jeZ jsou vii¢i S” v klidu. Pro jednoduchost ptedpokladejme,
7e pocatek S’ se pohybuje podél osy z konstantni rychlosti v € (—c, ¢), pfitom pro



v > 0 se bude pohybovat v kladném sméru osy x a pro v < 0v zaporném sméru osy x.
Zde cjerychlost svétla ve vakuu, ktera je stejna ve vSech inercialnich soustavach. Dale
definuyme Lorentzitv faktor znamym vztahem

1
T=—F—~=2>1 (M
122
C2
Vsimnéme si, ze (v/c)? + (1/v)? = 1 spliuje rovnici jednotkové kruznice.

Body prostoro¢asu R* nazveme uddlosti. Pro jednoduchost se omezime na piipad,
kdy udélost odpovidajici stfetu pocatkt S a S’ definuje pocatek odpoctu Gasu v obou
soustavach, tj. t = 0v Sat’ = 0v .S". V tomto specidlnim ptipadé ma Lorentzova
transformace tvar

2’ = y(z —vt), (2)
y' =y,
7 =z,
;L v
t_yﬁ—gﬂ), 3)
kde z,y, z,t € (—00,00).
z 2!

AW
Yy Y

Obrdazek 1. Inercidlni soustava S’ se pohybuje rychlosti v € (—c,c) vzhledem k nehybné
soustave S.

Uvazujme pevny Casovy interval
At =ty -t >0,

kde ¢/ jsou prostorové nezavislé ¢asové soutadnice v S’. Pro libovolny pevny bod =
na ose = v S definujme odpovidajici &asy 5 a t; pomoci vztahu (f)),

v v
ty =y(t2 — gx)a ty=(t1 — 0723;)



a polozime At = to — t1. Odtud pak plyne znamy vztah pro dilataci casu [2],
v v
At = y(ty — 2¢ -t 6—256) = yAt. 4)

Z ([Il) je patrno, ze plati At’ > At pro kazdé v # 0 nezavisle na znaménku v. Vztah
(@) vlastné vyjadiuje, Ze vlastni ¢as hodin v pohybujici se soustavé S’ plyne pomaleji
nez ¢as na hodinach, které jsou v klidu vzhledem k S. Hodiny v klidu tedy tikaji
nejrychleji.

2 Paradox dvojcat

V tad¢ publikaci [3], [5, p. 167], [6], [[13]... se paradox dvojcat (angl. téz the clock
paradox) formuluje pomoci dilatace ¢asu takto:

Jedno dvojée Adam zlistane na Zemi, zatimco druhé dvojée Bob poleti konstantni
relativistickou rychlosti v ke hvézde€ Siriu vzdalené 8 ly (svételnych let, angl. light
year). Podle Adama bude Bobtiv Cas plynout pomaleji v disledku dilatace ¢asu a také
Bobova vzdalenost k Siriu bude krat$i nez 8 ly diky kontrakci délek. Po otocce u Siria
Bob zméni inercialni soustavu a vrati se rychlosti (—v). Po navratu na Zemi dvojcata
zjisti, Ze Adam je star$i nez jeho bratr Bob. Podivejme se nyni na paradox dvojcat
podrobnéji.

Paradox dvojcat je vlastné paradoxem relativnosti soucasnosti. Nejprve stru¢né
rozebereme nékolik nespravnych feseni paradoxu dvojcat, ktera koluji v laické vetej-
nosti nebo je lze najit na internetu.l Casto se napfiklad tvrdi, Ze Bob se vrati stejné
stary jako Adam. Bobovi se totiz jevi, Ze on sam je v klidu a Ze se naopak Adam po-
hybuje, a tak Adamovi plyne ¢as pomaleji v diisledku dilatace ¢asu (H). Tato symetrie
plati pro vSechny inercialni soustavy. Musime si ale uvédomit, ze Bob u Siria zménil
inercialni soustavu, a tak tloha neni symetricka vzhledem k obéma dvojcatim. Proto
predchozi tvrzeni neni spravné.

Jiné nespravné feseni poukazuje na to, ze Adam pozoruje nejprve cerveny posuv
vzdalujiciho se Boba v diisledku Dopplerova jevu [[1]], tj. Adamovi se jevi, Zze Bobovy
hodiny jdou pomaleji. Po Bobové otocce u Siria bude Adam pozorovat modry posuv.
Oba jevy se tak vykompenzuji a oba bratfi se opét setkaji stejné¢ stafi. V nasledujici
kapitole uvidime, Ze ani toto zdGvodnéni neni spravné, protoze je tfeba vzit v ivahu
dilataci ¢asu (H). Podrobny rozbor Dopplerova jevu ve specidlni teorii relativity uva-
dime v [4] (viz téz [[7]).

"https://fikacek.blog.idnes.cz/blog.aspx?c=454179, www.wikina.cz/a/Paradox_
dvojcat


https://fikacek.blog.idnes.cz/blog.aspx?c=454179
www.wikina.cz/a/Paradox_dvojčat
www.wikina.cz/a/Paradox_dvojčat

Uved’'me si jesté tieti nespravné feSeni. Abychom byli konkrétni, pfedpokladejme,

v=20,8c

je rychlost inercialni soustavy Boba S’ ve sméru osy x vzhledem k nehybné soustavé
Adama S. Pro jednoduchost budeme méfit Cas v rocich a vzdalenosti ve svételnych
rocich. Pak bude rychlost svétla rovna ¢ = 1 ly/yr a podle Adamovych hodin Bob
doleti k Siriu béhem 10 let a stejnou dobu poleti zpét, tj. dohromady 20 let. Prvni
&ast Bobovy trajektorie v prostorogasu je dana rovnici ' = 0 v S, ktera podle (B))
prejde na tvar ct = %x v S — viz dolni tlusta ¢ara na obr. 2 nazyvana svétocara. Jeji
druhé horni polovina, kterd odpovida inercidlnimu systému S” o rychlosti (—v), je
déna rovnici 2’ = 0, tj. ¢t = 20 ly — 2.

t/yr A
201
164
10} Mo
A8
o6l
0 8 x/ly

Obrazek 2. Na svislé ose t je cas v rocich, zatimco na vodorovné ose x je vzdalenost ve sve-
telnych rocich. Leva svisla primka je svétocara Adama, ktery ziistava na Zemi. Prava svisla
primka odpovida svétocare Siria. Svétocara leticitho Boba je znazornéna tlustou po castech
linedrni éarou. Cerchované je budouct svételny kuzel ct = |x|. Carkované tisecky oznacuji
soucasné uddlosti, kde t' v S" at” v S” jsou konstantni, napf. ct = 2z + 3,61y .



Nyni se faleSné argumentuje tim, Ze Bob pfi zmén¢ inercialni soustavy pociti
nekonecné ZrychleniB béhem otocky u Siria a ze to je hlavni dtivod paradoxu dvojcat.
To ovSem neni pravda, protoze kdyz Bob dosahne Siria, miize vyslat informaci (napf.
fotografii) o svém skute&ném staii v soustavé S’ jinému cestovateli, ktery pravé miji
Sirius smérem k Zemi v soustavé S” o rychlosti (—v). TotéZ lze uskute¢nit i pfi Bo-
bové startu ze Zem¢ a jeho navratu zpét. Navic se tvrdi, Ze Bob pti zmén¢ inercialni
soustavy bude pozorovat skok v Case na Zemi (viz obr. 2). To také neni pravda, jak
ukazeme v nasledujici kapitole (viz téz [[10]). Skok ale bude v pozorovanych frekven-
cich. Pod pozorovanim zde rozumime skutecné pozorovani, nikoli rekonstrukei déju,
tedy rekonstrukci déja ,,co bylo s ¢im soucasné* z pohledu cestujiciho Boba pied
otockou a po otocce. Takova rekonstrukce pravé poukazuje na zminénou podstatu re-
lativnosti soucasnosti. Zajemce o tuto problematiku odkazujeme na Clanek [|10] ¢i na
stranky www.cpp.edu/$\sim$ajm/materials/twinparadox.html.

3 Jednoduché FeSeni paradoxu dvojcat
Nez si predstavime spravné feseni paradoxu dvojcat, dokazeme nasledujici vétu.

Véta 3.1
Rozdil (ct)? — 22 je invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci.

Diikaz. Z @)~(B) a ([l]) pro rozdil étverct dostavame
(ct/)2 — 2 = (ct' — ") (ct' + ')
vx vE
:7<ct———:r—i—vt)v(ct———i—x—vt)
c c
:72<1+B>(ct—x)<1— B)(ct—f—x) = (ct)? — 22, Q)
c c
coz se mélo dokazat. O

Polozme opét
v =0, 8ec.

(Pro obecné v € (—c, c) lze postupovat zcela analogicky.) Protoze Bob je v klidu
v soustavé ', plati 2/ = 0. Pro At = 10 yra Az = 8 ly z () dostaneme

cAt' = \/(cAt)? — (Az)2 = /100 — 64 1y = 6 ly.

Roger Penrose [8, p. 421] zakulacuje Bobovu svétogaru v blizkosti startu, otocky a piistani, aby se
vyhnul nekone¢nym zrychlenim.


www.cpp.edu/$\sim $ajm/materials/twinparadox.html

Bob tedy poleti k Siriu jen 6 rokt1 vzhledem k jeho vlastnimu Casu (viz ¢erné puntiky
na svétocare Boba na obr. 3). Jeho hodiny budou u Siria ukazovat 6 let. Bob po otocce
bude cestovat zpét na Zemi rychlosti (—v) opét 6 let viéi jeho vlastnimu Casu. Pti
ptiletu tedy bude 0 20 — 2 x 6 = 8 mladsi nez jeho dvoj¢e Adam.

t/yr t/yr
20+ 20112

184"

147[:,// . N N
10 10 0 Ne

\0 8 x/ly \0 8 xly
Obrazek 3. Znaceni je stejné jako v obr. 2 kromé carkovanych usecek, které zde oznacuji
trajektorie fotonii vysilanych pravidelné Adamem a Bobem. Vlevo: Adam posila pravidelné
signal Bobovi. Vpravo: Bob posila pravidelné signdal Adamovi. Je patrno, Ze ani Adam, ani
Bob nebudou pozorovat skok v case ale skok v prijimanych frekvencich.

Podivejme se jesté, jak se méni frekvence pfijimanych signalii. Dopplertuv jev,
ktery neni zahrnut ve vztazich (2)—(f), nelze pii pozorovani odstranit. Oznaéme f;
klidovou frekvenci stejnych hodin Adama a Boba. Jestlize se Bob vzdaluje od Adama
rychlosti v, pak podle relativistického Dopplerova jevu bude Adam v S detekovat
frekvenci (viz [2, 4]),

c—v
c+ov

Dosazenim za v = 0, 8¢ zjistime, Ze Adam bude pozorovat 3krat nizsi frekvenci
Bobovych hodin, jelikoz

fv:

fo- (6)

Jo _ Jemv L
fo_ C+’U_3'

Podobné zjistime, ze po otocce Boba bude Adam pfijimat frekvenci

fv = 3f07



viz obr. 3. Pfitom Bob bude pfijimat stejné frekvence od Adama diky principu relati-
vity. B€hem své cesty bude Bob pozorovat v§echny ¢asové déje na Zemi, i kdyz s jinou
frekvenci. Zadny ¢asovy interval tedy nebude preskocen (srov. obr. 2 a 3).

Piiklad 3.2

Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze Niel Armstrong letél k Mésici a zpét konstantni
rychlosti v = 10 km/s a Ze Ax = 384 000 km je vzdalenost k Mésici. O kolik sekund
se vratil mladsi, kdyz se vratil z Mésice?

ReSeni. Armstrongiv jednosmérny let trval

At = 2% 384008 7

[

vzhledem k hodinam na Zemi. Pak podle () dostaneme

Az)2
At =/ (At)2 - % = /384002 — 1,282 = /1474559998, 3616
C

= 38399, 999978 666 s.
Odtud a ze vztahu ({7) obdrzime
At — At' = 0,000021 344 s.

Pro zpate¢ni cestu dostaneme stejnou hodnotu. Podle specialni teorie relativity se tedy
Armstrong vratil z Mésice o 43 s mladsi, nez kdyby zlstal na Zemi.

4 Vliv gravita¢niho pole na chod ¢asu

Podle obecné teorie relativity jdou hodiny na zemském povrchu pomaleji nez u M¢-
sice. Polozme si podobnou otazku jako v ptikladu 1. Nyni ale zahrneme rozdilnou
rychlost plynuti ¢asu na Zemi a mimo ni. Dale pro jednoduchost budeme ptedpokla-
dat nulovou gravitaci mimo Zemi, tj. zanedbame i gravitacni pole M¢sice.

Priklad 4.1
Vratil se Niel Armstrong z Mésice mladsi, nez kdyby ztistal na Zemi?

Reseni. Pro vysilanou (emitovanou) frekvenci fen v gravitaénim poli a detekovanou
frekvenci f v nulové gravitaci plati relativisticky vztah (viz napf. [[L1], s.261])

r
f:fem\llfﬁa (8)



kam dosadime za R = 6373 km sttedni polomér Zem&azar = 2GM /c*> = 8,87 mm
Schwarzschildiiv polomér Zemé, kde G = 6,674 x 10! m3kg~'s~2 je gravitaéni
konstanta a M = 5,972 x 10%* kg hmotnost Zemé. Odtud dostaneme, Ze

S 65 x10710
Jem
Podle (f7) se hodiny na Zemi za &as 2At = 76 800 s opozdi o
2At(1 - i) — 50 ps.
Jem

Porovnanim s ptikladem 1 zjistime, Ze se Niel Armstrong vratil dokonce starsi, nez
kdyby ztstal na Zemi. V tomto pfipad¢ se tedy efekty specidlni a obecné teorie rela-
tivity vzajemné odecitaji podobn¢ jako pfi piesném nastaveni GPS, viz [9].

Priklad 4.2

Albert Einstein si kdysi kladl otazku: Jdou hodiny na rovniku rychleji nez hodiny na
polu? Tuto ulohu Ize fesit analogicky jako ptiklad 2, proto se omezime jen na hlavni
body. Rovnikovy polomér Zemé je R; = 6378135 m a polarni Ry = 6356 750 m.
Predpokladejme, ze hodiny na polu maji frekvenci f = 1 s~'. Hodiny na rovniku
se ziejmé& pohybuji rychlosti v = 27 R;/T = 465,1 m/s, kde ' = 86164, 1 s je
délka siderického dne. Pfitom na kratkém Casovém intervalu jde téméf o inercialni
soustavu. Pro frekvenci f’ odpovidajici f podle () je f* = v~ £, a tedy pro rozdil
téchto frekvenci podle ({l]) plati

V2

f—f = <1_ 1—62>f:1,2><1012s1.

Pomoci vztahu (§) je frekvence f hodin na rovniku o poloméru R;, které se ale s nim
nepohybuji, o
f—f=23x10"12s"1

vyssi, nez je frekvence f hodin na polu vzdalenych Ry od stfedu Zemé. V tomto
pripad€ obecna teorie relativity opét zptsobuje vétsi efekt nez dilatace ¢asu.

Na zavér si jesté polozme otazku: Pro jakou rychlost v se dilatace casu (daleko
od vsech gravitacnich vlivii) vyrovnava se zpomalenym chodem hodin v gravitacnim
poli néjakého télesa, napr. Zeme, Marsu ¢i Jupitera? Odpoveéd’ na ni dava nésledujici
véta.



Véta 4.3

Cas na povrchu sféricky symetrického télesa T o hmotnosti M a poloméru R plyne
stejné rychle jako vlastni cas pozorovatele (daleko od vsech gravitacnich vlivii) po-
hybujiciho se vici télesu T druhou kosmickou rychlosti v = \/2GM | R.

Diikaz. Podle dilatace ¢asu () pomér odpovidajicich frekvenci splituje rovnost '/ f =
= ~v~1. Pomoci vztaht ([I]) a (§) tedy pozadujeme, aby

V2 r
Ji-Z = 1- L
c? R

9 re2  2GM
V= — = —.
R R
K vyrovnani chodu vlastnich ¢asti tedy dochézi pro rychlost

_ aM
v = 7R .

Tento vztah je ovSem znama 2. kosmicka rychlost nutna k opusténi gravitacniho pole
daného télesa. 0

Tudiz plati, ze

V knize [[12, Sect.3.5] se podrobné rozebira, co znamena 2. kosmicka rychlost
v obecné teorii relativity.
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Generating melodies
with respect to a chord progression

Roman Kluvanec

Abstract: The aim of this article is to introduce an experimental method of
generating simple lead melodies with the respect to chord progression of songs
using curve fitting and interpolation.

Key words: music, melody, composition, interpolation

Stihrn: Cielom clanku je predstavit’ experimentalny sposob generovania jed-
noduchych melodii ,,reSpektujucich® akordové sekvencie piesni prostred-
nictvom aproximacie kriviek a interpolécie.

Klacové slova: hudba, melddia, komponovanie, interpolacia

MESC: M50

Introduction

When it comes to creativity, there are two distinct types: the flash out of the blue
(inspiration? genius?), and the process of incremental revisions (hard work). Not
only are we years away from modelling the former, but we also do not even begin
to understand it. The latter is algorithmic in nature and has been modelled in many
systems both musical and non-musical [[1].

Generally, when provided with an accompaniment, only people with musical tal-
ent and education can compose melodies that fit the background. There are some
algorithms that try to achieve a similar output; however, these often face a lot of prob-
lems, e.g. they require a dataset of existing melodies and songs of an enormous size,
or they are lacking the extended options for configuration such as a musical genre or
a length of a song [2].

There is, however, a lot of knowledge about what musical features create conso-
nance, i.e. songs that have a pleasant sound. It can help us to reduce the problem
of algorithmic composition into a simpler task— instead of trying to generate every
possible melody that “sounds good”, one could try to generate a subset of melodies
that use the known features with pleasant sound and are prone to “sound good”.
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1 State of the art

A research has been conducted to discover the most common features of melodies. If
we were able to replicate these common features in the process of musical synthesis,
the new melodies would likely be consonant and resemble popular music of present
times.

Melody can be defined as a rhythmically organized sequence of single tones so
related to one another as to make up a particular phrase or idea [3]. Chords in the
harmonies are chosen for their colour and sense of direction relative to each other and
are spaced so that a desired succession of tones (the melody) lays on top. A melodic
line has several key characteristics, mainly contour, range, and scale [4].

When generating a vocal melody, the vocalist range needs to be considered. It
is defined as the upper and lower limit of the tones used. To simplify the music
generation, the new approach only uses Soprano range for the female voices (C4—
C6) and Tenor for the male voices (C3 —C5).

Presumably, a melody’s fittingness with an internal scale schema — the ease with
which it is assimilated to this schema — affects how “good” it sounds. Specifically,
diatonic scales include a reasonably large number of pitch classes (seven) while min-
imizing the occurrence of semitone intervals — the major diatonic scale (do-re-mi-
fa-so-la-ti-do) follows an interval 2-2-1-2-2-2-1 containing only two one-semitone
intervals [§]. Using a major diatonic scale therefore seems like a reasonable choice.

P>

Figure 1. Diatonic Scale

The term contour is used to refer to the shape of a melody over time - whether
the notes rise to higher pitches, fall to lower ones, remain at the same pitch, or some
combination of these. Additionally, contours are used to discuss whether a melody
moves by adjacent notes or by larger intervals [6].

In the book Making Music: 74 Creative Strategies for Electronic Music Producers
([6]), the author discusses a set of three general rules for melodic contours that cause
the melodies to sound pleasant and interesting:

- Good melodies have a strong sense of balance between both aspects of contour:
rise vs. fall and conjunct motion vs. disjunct motion, for example, if a melody
rises for a while, it might make sense for it to then fall by roughly the same amount.

- If amelody has moved by step for a while, a good choice might be to then proceed
by leap in the opposite direction. Commonly, a melody that has moved by leap
will then move by step in the opposite direction.
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- Good melodies often have a single peak note. That is, the highest pitch in the
melody occurs only once.

To simulate the melody-harmony relationship, a concept of Melodic anchoring has
been used [[7]. Stable tones are the notes of the tonic triad - a group of three notes: the
key note plus the 3rd and 5th degrees above it. They are said to be stable because when
they are played in a key environment, their sound reposes in the harmony. Unstable
tones are the tones of the scale that are not stable.

Unstable tones in a tonal context demand resolution to stable pitch neighbours.
The stable tones serve to anchor unstable tones in their pitch neighbourhood. An
enduring characteristic of tonal music is that unstable tones behave in highly pre-
dictable ways. They seek resolution to stable tones that are proximal in pitch. In
Western music, this is typified by the voice leading from one chord to the next, as in
the movement of the leading tone to the tonic or the subdominant to the mediant in
a chord progression.

This way, the melody contour can be imagined as a curve fitted to a series of
anchor (stable) tones. The rest of the tones are then defined by the melody contour.
The implementation of the generation algorithm in this article generates the anchor
tones randomly and later tries to interpolate the melody curve based on these points
and various approaches to interpolation.

Figure 2. Let it be by The Beatles — The concept of melodic anchoring

2 Implementation

To implement the suggested approach to generating melody contours, they are repre-
sented in a digital form as a 2D curve with two axes — time and tone. The melody is
based on a set of randomly generated anchor (stable) tones and the rest of the melody
curve is then interpolated. With interpolation we seek a function that allows us to
approximate such that functional values (notes) between the original data set values
may be determined [9].
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In this approach, a different methods of curve fitting are used to interpolate the
missing tones. These methods are later evaluated against each other to determine
which interpolation has a best resemblance of human melody composition.

The simplest type of interpolation is /inear (point-to-point) interpolation, which
simply connects each data point with a straight line. This way, linear melody contours
are generated between the anchor tones.

P — =l et

Figure 3. Example of a linear interpolation on a melody with 4 anchor tones

In real songs, the melody is usually not moving linearly, but the dynamics of
the motion are smoother. A good idea might be to use cubic-spline interpolation.
An improved interpolation procedure is to replace the straight line connecting the
data points with a third-degree polynomial. This smooth behaviour is accomplished
by computing the polynomial coefficients for each interval using more than just the
adjacent data points (as opposed to linear interpolation which uses just the interval
end points to determine the two bounding anchor tones).

S T e S v B | e L

Figure 4. Example of a cubic-spline interpolation on a melody with 6 anchor tones

Given the set of anchor tones, we seek a function that has a “best fit” to their set,
i.e. the distance of the interpolated contour and the anchor tones is the least possible.
When using linear interpolation, the melody only consists of upward (or downward)
stepping tones. The project, therefore, implements two versions of the polynomial
interpolation — 5™ degree interpolation and 10" degree interpolation.

Lower degrees would result in a monotone or a very basic melody of upward or
downward stepping tones and a higher degree could have an impact of the perfor-
mance of the algorithm.

S VLI R Py

Figure 5. Example of a polynomial regression on a melody with 3 anchor tones
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3 Evaluation & Conclusion

In the case of automated systems for algorithmic composition intended to reproduce
human creativity in some way, there is the problem of evaluating their performance:
the concept of artistic creativity eludes a formal, unambiguous and effective defi-
nition, which makes it difficult to evaluate these systems in a completely rigorous
way [[10].

Therefore, a different type of evaluation has been made. Instead of focusing on the
overall quality of the generated melodies, two different questions have been asked:

- Are melodies generated by this algorithm distinguishable from melodies com-
posed by people?
- Which interpolation method generates the most pleasant melodies?

The results of the following evaluation should, however, be considered only as the
author’s perspective on the topic supported by a simple experiment. The goal of the
article itself is not to provide factual claims based on statistically significant results,
but rather to introduce a new method to be considered.

To evaluate the distinguishability of generated songs and composed songs, 3 com-
posers (graduates of music) from the author’s peer group have been asked to partici-
pate. The goal was to provide test subjects with songs with the same accompaniment
and both types of melodies (generated and composed) and have them guess the origin
of the melody. All the composers (and the melody generator) have been working with
the same three accompaniment tracks — two Pop songs and a Blues song. Each test
subject was then given all 7 random variations of each of the 3 songs in a random
order and was asked to guess which songs are generated and which are composed.

The results of the survey show that 29, 8 % of generated songs have been identified
as human-composed melodies. Moreover, the total precision in their identification
was 75,6 %, but the recall was only 58,3 %. The high precision suggests that the
test subjects are not very likely to identify a composed song as a generated one, thus
the composers did a good job. The low recall suggests that there is a wide variety of
generated melodies when it comes to the composition quality. Some of the melodies
have been very successful in persuading the test subjects, but some have not.

When looking at the accuracy of each of the models, the Linear interpolation has
been identified correctly in 49, 1% cases, Cubic Interpolation in 52, 6 % cases, 5"
degree Polynomial regression in 66, 7 % cases and 10" degree Polynomial regression
in 64,9 % cases. It seems that linear and cubic interpolations are better at compos-
ing melodies than polynomial regression of any degree. Altogether, the generator
can generate melodies of high qualities, however, not every melody generated by the
generator sounds good and natural.
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To evaluate the generators ability to compose melodies using different types of
interpolation, test subjects have been asked to compare similar songs generated using
the same randomisation seeds and a different interpolation type. This way, each type
of interpolator has been given the same sets of anchor tones and the resulting melodies
are righteously comparable. The subjects have then been asked to rank the melodies
based on the pleasantness of their sound. In total, 12 people have participated in the
survey. The total average scores for interpolators were:

- Linear: 2, 23.

- Cubic spline: 1, 63.

. 5™ degree polynomial: 3, 44.
- 10" degree polynomial: 2, 71.

The most important thing to notice is that Linear and Cubic spline interpolators
did a better job than both polynomial regressions. This is likely caused by a fact
that polynomial regression is not an interpolation of a true essence, but rather a curve
fitting method. This means that the melodic contour is revolving around the anchor
tones, rather than always hitting them. This might cause a slight dissonance within
the melody. Example demonstrating this on a set of different curves generated from
the same anchor tones can be seen below.

Figure 6. Example of a linear interpolation

Figure 7. Example of a cubic spline interpolation
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Figure 8. Example of a polynomial regression of a 5" degree

Secondly, a melodic curve generated by a polynomial regression has a limit on
number of its monotone segments, i.e. can only raise a fall a limited number of times
(based on the degree of the regression). This might cause the melody to sound boring
and repetitive (as can be often heard in the case of 5™ Polynomial regression, this can
also be seen on the examples above).

When comparing the two real interpolators, the cubic spline seems to be the clear
winner based on the total average. This is also suggested by the median and modus
of these two interpolators, which are both 1 and 2, respectively for the interpolators.
The cubic spline interpolator has always achieved a better or equal score as the linear
interpolator.

This might have been caused by the fact, that the cubic spline interpolator is cre-
ating melodic curves, which are more “creative”, or just more interesting, because
of their curvature. Moreover, the cubic spline curve often circles around the anchor
tone, going slightly below (or above) it before crossing it. This creates nice melodic
decorations.

Figure 9. Detail of a cubic spline circling around the anchor point

w.

===2=

Figure 10. An example of a melodic decoration when using cubic spline interpolation
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Altogether, true interpolators have shown a tendency to be a better fit for the
melodic generation, since the output melodies are crossing directly through the anchor
tones. When choosing an interpolator, it seems that a better choice is an interpola-
tor that creates melodic curves with more waves and decorations, such as the Cubic
spline interpolation.
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 2/2021 (50)

Zadania uloh
71. ro¢nika Matematickej olympiady

Kategoéria A

Uloha A-I-1. (Tomds Bdrta) Je mozné vyplnit tabulku n xn jednotkami a dvojkami
tak, aby bol sucet &isel v kazdom riadku delitelny piatimi a suet ¢isel v kazdom stipci
delitelny siedmimi? RieSte pre pripady

a)n=29,

b) n=12.

Uloha A-1-2. (Patrik Bak) Je dany lichobeznik ABC'D so zakladiami AB a C'D.
Oznaéme k a [ kruznice s priemermi BC' a AD. Dalej oznaéme P priese¢nik priamok
BC a AD. Dokazte, ze doty¢nice z bodu P ku kruznici k zvieraju rovnaky uhol ako
doty¢nice z bodu P ku kruznici [.

Uloha A-1-3. (Patrik Bak) Najdite vietky celé &isla n také, ze n > 2 a &islo n—2
je n-td mocnina celého cisla.

Uloha A-1-4. (Tomds Jurik) V obore realnych &isel rieste sustavu rovnic

:Uy+1:z2,
yz+2:x2,
2+ 3 = y>

Uloha A-I-5. (Patrik Bak) Oznaéme I stred kruznice vpisanej do roznostranného
trojuholnika A BC a k kruznicu jemu opisanu. Polpriamky BI a CI pretnt kruznicu k
postupne v bodoch Sj a S, pricom S, # B a S, # C. Dokazte, Ze doty¢nica ku
kruznici k v bode A, priamka vedena bodom I rovnobezne so stranou BC' a priamka
SpS. sa pretinaju v jednom bode.

Uloha A-1-6. (Martin Melicher, Josef Tkadlec) Uvazujme nekoneénii postupnost
(ag,a1,az,...) celych ¢&isel taku, ze ag > 2 a ap41 € {2a, — 1,2a, + 1} pre
vSetky nezaporné indexy n. Dokazte, ze tato postupnost’ obsahuje nekonecne vela
zlozenych Cisel.
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Kategoria B

Uloha B-1-1. (Patrik Bak) Pravouhly trojuholnik ma celo¢iselné dizky strén a ob-
vod 11990. Navyse vieme, Ze jedna jeho odvesna ma prvoéiselnt dizku. Uréte ju.

Uloha B-1-2. (Patrik Bak, Josef Tkadlec) Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s naj-
dlh$ou stranou BC. Vnutri stran AB a AC' lezia postupne body D a E tak, ze
|CD| = |CA| a|BE| = |BA|. Oznatme F taky bod, ze ABFC je rovnobeznik.
Dokazte, ze |F'D| = |FE]|.

Uloha B-I-3. (Jaroslav Zhouf) Uréte poéet devitmiestnych &isel, v ktorych sa kaz-
da z ¢islic 0 az 9 vyskytuje najviac raz a v ktorych sa sucty Cislic na 1. az 3. mieste,
na 3. az 5. mieste, na 5. az 7. mieste a na 7. az 9. mieste vzdy rovnaji 10. Najdite aj
najmensie a najvacsie z tychto Cisel.

Uloha B-1-4. (Vojtech Balint) Uréte pocet realnych korefiov rovnice
x|z + 6p| =36

v zavislosti na redlnom parametri p.

Uloha B-1-5. (Jaroslav Zhouf) Nech A1 A, ... A, je pravidelny n-uholnik. Bod A3
zobrazime v osovej simernosti podl'a osi A2 A4, ziskame tak bod Aj. Potom bod Af
zobrazime v osovej sumernosti podla osi A A3, ¢im ziskame bod A%. Pre ktoré n
také, Ze n > 4, je bod A totozny s prieseénikom priamok Ay Ay a AzA4?

Uloha B-1-6. (David Hruska) Je dana $achovnica m x n, ktorej poli¢ka st ofarbené
¢iernou a bielou farbou klasickym spdsobom tak, ze 'avé horné polic¢ko je Cierne.
Tahom rozumieme vzajomni vymenu dvoch riadkov alebo vzajomnii vimenu dvoch
stipcov $achovnice. Skvrnou rozumieme taku neprazdnu mnozinu &ernych poli¢ok,
ktora je tvorena vSetkymi polickami, do ktorych mozno z jedného jej policka prejst’
po ceste pozostavajucej z Ciernych policok susediacich stranou. Napriklad na obrazku
je Sachovnica 4 x 4 s prave Styrmi Skvrnami. V zavislosti na kladnych celych ¢islach
m a n urcte, kol’ko najmenej Skvin moze byt na Sachovnici m X n po vykonani
konecného poctu tahov.
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Kategoria C

Uloha C-I-1. (Josef Tkadlec) V $kolskej zahrade hra skupina Ziakov hru zvant mo-
lekuly. Ucitel’ im najprv prikazal, aby sa rozdelili do trojic. Jeden Ziak zvysil, a tak
z d’alSej hry vypadol. Zvy$ni Ziaci sa potom mali rozdelit’ do Stvoric. Opit’ jeden ziak
zvysil a vypadol. Potom sa zvysni Ziaci mali rozdelit’ do pitic, zase jeden Ziak zvysil
a vypadol. Ucitel’ teraz kaze, aby sa zvy$ni Ziaci rozdelili do Sestic. Dokézte, ze opét’
jeden ziak zvysi.
Uloha C-1-2. (Jaroslav Zhouf) Uréte vietky Stvorice roznych dvojmiestnych pri-
rodzenych ¢isel, pre ktoré zaroven plati:

(1) Sucet tych cisel z danej Stvorice, ktoré obsahuju ¢islicu 2, je 80.

(i1) Sucet tych ¢isel z danej Stvorice, ktoré obsahuju Cislicu 3, je 90.
(iii) Sucet tych cisel z danej Stvorice, ktoré obsahuju ¢islicu 5, je 60.

Uloha C-I-3. (Jaroslav Zhouf) Vnutri strany BC trojuholnika ABC st dané body
D, E tak, ze |BD| = |DE| = |EC], vnutri strany AC body F', G tak, ze |AG| =
= |GF| = |FC|. Uvazujme trojuholnik ohrani¢eny tiseckami AE, GD, BF. Do-
kazte, ze pomer obsahu tohto trojuholnika a obsahu trojuholnika ABC' ma jedint
moznt hodnotu, a uréte ju.

Uloha C-1-4. (Patrik Bak) Tabul’ka 10 x 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet
&isel v kazdom riadku aZ na jeden je rovny nule a zaroven stdet &isel v kazdom stipci
az na jeden je rovny nule. Urcte najvacsi mozny sucet vsetkych cisel v tabulke.

Uloha C-I-5. (Jaroslav Svréek) Je dany rovnostranny trojuholnik ABC' a vnutri
jeho strany AB bod D. Na polpriamke opacnej k BC' zostrojme bod FE taky, Ze
|CD| = |DE|. Dokazte, ze plati |AD| = |BE|.

Uloha C-1-6. (Mdria Domdnyovd, Patrik Bak) Uréte vietky mozné hodnoty suétu
a—+b+c+d, kdea, b, c, d st kladné celé ¢isla spiflajﬁce rovnost’

(a® = b?) (¢ = d*) + (b* — d®) (* — a®) = 202L.

Za Slovensku komisiu Matematickej olympiady spracoval Stanislav Krajci
e-mail: stanislav.krajci@upis.sk
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Chaos Physics in Secondary School
A Material Applicable in Online Teaching

Motto ”But if you stir backward, the jam will not come together again.”
Tom Stoppard: Arcadia
Ildiko Bajko

Abstract: Chaotic systems are not only subject for researchers, but we all encounter
them in our everyday life, when, e.g., mixing cream in coffee. This paper addresses
the issues of teaching chaos physics in high school within both extracurricular frame-
work, and by incorporating it into high school physics curriculum. The teaching mate-
rial is based on mechanical processes and has been tested in different student groups.
The module was specially elaborated to conceptualize some basic aspects of chaos
theory, like predictability, chaos, complex and chaotic motions, irreversibility, deter-
minism and mixing. The post-tests, administered to students after completing the
module, have shown significantly higher scores on conceptual questions, as compared
to the results of the pre-tests, indicating a deeper understanding of the enumerated
concepts. The curriculum is suitable for online teaching, too.

Keywords: chaos physics, experiments, high school, curriculum

Suhrn: Chaotické systémy nie st pozorované vyhradne vedcami, stretavame sa s nimi
vsetci v kazdodennom zivote, napriklad pri miesani smotany s kavou. Tento prispevok
sa venuje problematike vyucby fyziky chaosu na strednej Skole v mimoskolskom
ramci a jej integraciou do ucebnych osnov fyziky pre stredné Skoly. Uc¢ebny material
je zaloZeny na mechanickych procesoch, a bol testovany v réznych skupinach ziakov.
Modul bol $pecialne rozpracovany pre pochopenie niektorych zakladnych aspektov
teorie chaosu, ako su predvidatelnost’, chaos, zloZité a chaotické pohyby, nezvratnost’,
determinizmus a mieSanie. Post testy, ktoré Ziaci absolvovali po ukonCeni modulu,
preukazali vyznamny nérast skore v koncepcnych otdzkach v porovnani s vysledkami
pred testom, ¢o naznacuje hlbsie pochopenie uvedenych koncepcii. Pripravené ucebné
osnovy st vhodné aj pre online vyucbu.

Kruadové slova: fyzika chaosu, experimenty, stredna $kola, uéebné osnovy
MESC: M50

1 Introduction

Chaotic processes can be experienced in almost every branch of science. They are
present not only in physical sciences, but also in many other disciplines, ranging
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from populations dynamics, via chemical reactions, to cardiac fluctuations. Many
books available in the chaos literature give an overview of several chaotic systems
[1-4], some others concentrate only on specific fields like, e.g. astronomy [5] or
oceanic plankton patterns [6]. Books devoted to artistic aspects of chaos have also
been published [7,8], and basic chaos-related ideas appear even in theatre pieces,
such as in Tom Stoppard’s Arcadia [9]. The choice is thus broad, for conceptual
clarity, we concentrate on mechanical phenomena, mostly based on materials treat-
ed on undergraduate level in the introductory textbook [3]. Because of the nature of
chaos however, one can easily connect our examples to other scientific disciplines
such as meteorology, astronomy, environmental issues, and even to arts: literature,
handicrafts, and visual arts, via the phenomenon of mixing and irreversibility. Our
experience shows that the essence of chaos physics can successfully be taught to
students of different age, in teaching modules of different lengths.

2 The method

I am reporting about a teaching module I run in the last couple of years for a total
of 72 students in their penultimate or last year of high school, in groups of 10-15
on average. These students came from classes specialized in science or math. Most
teaching activity took place within extracurricular framework in study groups, but
the program has also been incorporated into the standard curriculum by devoting a
few hours to it in the Mechanics or Modern Physics chapters. In this latter case, the
teaching material was reduced to a 4-5 hours frame. The teaching material | pre-
pared can also be offered as a project work for students, then it is possible to delve
deeper into various topics. It worked perfectly at our school’s yearly week-long
project-based teaching. Moreover, the teaching unit has successfully been applied
for the purpose of distance learning in the spring semester 2020 during the online
teaching period in Hungary.

Before students heard anything from us about chaotic phenomena, they wrote a
pre-test. In the very first lesson of the module, the students become acquainted with
simple physical systems that exhibit chaotic behavior: magnetic pendulum, driven
pendulum, elastic pendulum, ball bouncing on double slopes. We present here very
briefly the devices used by us, most of which can be easily assembled with the
tools available in a physics lab. Their detailed description can be found in [3]. Stu-
dents had time to make the experiments themselves.

Magnetic pendulum
Consider a pendulum, the endpoint of which is a small magnetic body, moving
above three identical magnets placed for example at the vertices of a horizontal
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equilateral triangle.! When the forces between the pendulum bob and the magnets
are attracting, the pendulum can come to a halt, pointing towards any of the three
magnets. Thus, there are three simple attractors in the system.

The driven pendulum
We examine the case when the suspension point of a pendulum is moved sinusoi-
dally in time along a horizontal line. The pendulum bob is fixed to a very light, thin
rod, or we can use a ruler as a physical pendulum. With a sufficiently strong driv-
ing, the motion may become chaotic.

Elastic pendulum
Consider a pendulum having its string replaced by a spring of rest length [, and
natural frequency w,. This can also serve as a model of a ball attached to an elastic
cord, called shimmy ball. In contrast to a real shimmy ball, we assume that the cord
never loosens.

Ball bouncing between double slopes
A ball is bouncing on two slopes of identical inclination facing each other in a
gravitational field. Chaotic behavior arises because after bouncing back from the
opposite slope the ball does not necessarily hit its original position. Non-linearity
and inherent instability are caused by the breakpoint between the slopes. During
this experiment, students’ video-record the position of the ball as a function of time
and digitalize it with the Tracker program. By comparing two time series of nearly
identical initial conditions, they are able to witness butterfly effect in their own
experiment.

Fig. 1: Simple chaotic tools (from left to right): magnetic pendulum, driven pendulum, elastic pendu-
lum, and ball bouncing on double slope used in the introductory, experimental part of the teaching
module (photos taken by the author).

1 One version of the magnetic pendulum can also be ordered online: ROMP (Random Oscillating
Magnetic Pendulum), for example at
http://www2.oberlin.edu/physics/catalog/demonstrations/waves/romp.html


http://www2.oberlin.edu/physics/catalog/demonstrations/waves/romp.html
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The very important take-home message from this part of the course was that
even simple systems can behave unexpectedly in a complex way, a property that
can also be used as a definition of chaos [3].

In the subsequent classes/lessons we complemented the study of these simple
systems with numerical simulations, using an in-house program written by my
colleagues. We also showed that Excel can easily be used to monitor motions in
time. For advanced students with special interest in informatics the use of Dynamic
Solver was suggested [10].

In parallel with the numerical simulations, we also introduced the concept of the
phase space. Phase space refers to the plotting of both the particle’s velocity v and
its position x on a two-dimensional graph (Figure 2.). One given state of the parti-
cle (i.e., pendulum bob or ball in our case) is represented by a single point in the
phase space, while the movement of the particle by a series of subsequent points. In
other words, any real-life movement traces out a path in the phase space that is
called trajectory. It is important to emphasize that real-life trajectories (i.e., those
that we see in the physical space) are different from the phase space trajectories, so
they might have very different shapes. Time does not appear explicitly in the phase
space: it is represented solely by arrows pointing along the phase space trajectories
to indicate in which direction the given trajectory evolves in time.
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Fig. 2: Example of a (hon-chaotic) phase space Fig 3: An example of a chaotic phase space
trajectory showing the possible values of the trajectory, which is complicated, and resem-
variable pair: position and velocity, along the bles an irregular coil (result of a numerical
motion. (schematic drawing of the author) This simulation of the author).

phase space trajectory corresponds to a damped
oscillation that finally stops at x = 0.

Time series belonging to chaotic systems do not exhibit any regularity over ar-
bitrarily long stretches of time. To visualize them, a phase space representation is
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particularly useful since it has a finite
extension, independent of time. Fig. 3
presents such a chaotic trajectory. The
lack of any repetition is clear from the
short piece shown here (the trajectory of
full length would shade an area of the
plane).
It is surprising to see that applying a
properly chosen sampling procedure to a
. long chaotic phase space trajectory, an
Fig. 4: Pattern of a properly sampled long unusual but well-structured pattern ap-
chaotic trajectory, piec_e ofa.chaot.ic attractor pears. The scientific term for such an
(result from a numerical simulation of the . . . .
author). object is ch_aotlc attractor. An example is
shown in Fig. 4.

The pattern illustrates clearly that chaos is by no mean a complete disorder; it
exhibits a strict geometric structure when it is appropriately observed. This is a
consequence of the deterministic nature of the dynamics, of Newton’s law in me-
chanical examples. Such complex patterns are examples of fractals [11]. Students
may discover that in the case of chaotic systems, a fractal structure always appears
in the phase space.

Via the experiments and computer simulations, students can formulate the three
most important characteristics of chaos [3]: (i) irregularity of the motion; (ii) un-
predictability, i.e., sensitivity to initial conditions; (iii) order, specific geometric
pattern, i.e. the appearance of a fractal structure in the phase space. This step-by-
step discovery process aroused a great enthusiasm among the students.

We have also discussed the known forms of motions and discovered that the
regular periodic motion of a pendulum becomes irregular immediately when placed
between the poles of a few magnets. The Earth's orbit around the Sun is periodic,
but Pluto’s orbit is already chaotic [5].

The world of fractals enchanted the students, thanks also to the beautiful sea-
horses, whirls, islands and gulfs that appear in Mandelbrot and Julia sets [11]. It is
a gratifying feeling that forms that occurs so frequently in nature as e.g., trees or
leaves can be described by the language of science [12]. Students were surprised by
the fact that mountains and clouds can be generated by computers as fractals. We
discussed, however, that the vast majority of fractals is not related to chaos.

3 Basic concepts

In connection with chaos, it is natural to discuss the question of predictability in
high schools [3]. Egyptians knew the exact minute of the solar eclipse, but to fore-
cast the weather precisely is a challenge even today. Not only complex phenomena
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such as weather forecasting can be problematic, predicting the motion of a magnet-
ic pendulum, or of any chaotic system, is difficult, too.

When experimenting with a magnetic pendulum during the teaching module, we
always follow the trajectory of the pendulum two times in succession, starting from
a rest state at the same position, as much as possible. Already after a short time, a
small difference in the two trajectories can be seen, and after a while the two trajec-
tories become completely different. Examining the trajectories of a driven pendu-
lum, we observe similar features. Some of the students were able to explain this by
pointing out that the two starting points were not exactly the same. They also added
that in their views, this does not justify such a large difference after a few seconds.
Therefore, we verified our experimental observation by computer simulations. We
examined the path of a driven pendulum on a computer. The program was run
twice with two different starting conditions differing in the fifth decimal digit. We
printed out the paths and compared them. The simulation provided quickly diver-
gent orbits, although here we knew exactly how small the difference between the
two initial conditions was. It has been proved that, despite knowing the determinis-
tic equations, the motion of the driven pendulum is unpredictable.

The term butterfly effect was mentioned as a synonym of sensitivity to initial
conditions, which has gained world fame due to Gleick’s book written to popular-
ize chaos [1]. The students agreed that a huge risk of misunderstanding lies in the
use of this term, which might suggest a kind of nihilism, when not stating that there
are well predictable statements even within chaos (e.g., that the attractor will be
reached for sure, and the statistical features of the motion on it can fully be predict-
ed).

The purpose of the last lesson was to synthesize and summarize. In this last
hour of the teaching program often a heated discussion arose: if we know the equa-
tions of motion, why is it not possible to predict the system’s behavior. | was faced
in all cases with a very stable deterministic worldview from the part of the stu-
dents. To weaken it, we have discussed that the nonlinear term (like a quadratic
term or sine term) in the system-describing equations of motion is the one that ap-
pears to magnify the initially small errors and uncertainties. While for linear equa-
tions the error increases at most linearly in time, here it grows exponentially. This
is what gives rise to the sensitivity to initial conditions. Then the next question
came: why do we talk about chaos — which in its everyday use means disorder - if
we know the deterministic equations? There was only one possible answer to this:
we must call this phenomenon deterministic chaos. It is exactly the deterministic
attributive which tells us, that this is different from disorder. They accepted this
explanation. One group even formulated that it was not to promote understanding
that this phenomenon was named chaos.
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4 The teaching module and its two versions

Tab. 1 shows how our teaching module is structured. Before and after the teaching
program, students completed a test so that we could follow the changes in their
understanding. In the last session we had a free discussion about the experiences
and findings.

Lesson num- Theme Content, concepts
ber
1. Filling pre-test
2 Introduction. Simple mechan- [Magnetic pendulum. Driven pendulum. Elastic pendu-
ical systems with chaotic lum. Double slope
behavior
3-4. Examples of chaotic motions -(Computer simulations:
Computer simulations - motion in real space - parameter settings

- sensitivity to initial conditions
- phase space
- chaotic attractor

5. Fractals Fractals in Nature. Mathematical fractals (Cantor set,
Cantor filaments, etc.)
6-7. 'The Concept of Chaos Periodic - Chaotic Motions

through experiments: Pendula,|Linearity - Nonlinearity

bouncing between double Predictability - Sensitivity to initial conditions
slopes Deterministic Chaos

8. Is chaos useful? \When is chaos useful? — Mixing
Irreversibility

Stability-Instability

9. Repetition. Summary
10. Filling a Post-test
11. Synthesizing discussion

Tab. 1: Curriculum for the Chaos Physics teaching module, for study groups

As mentioned before, | also incorporated the program into the standard curricu-
lum, by devoting a few hours to it. To this end, the teaching material was reduced
to a 4-5 hours unit. | taught five times in the class, in different school years, for
groups of 20-26 students coming from the same age-groups. This was done in the
framework of Mechanics, following the chapter Vibrations, Waves. | have told the
students that they are essentially learning a new chapter of Modern Physics. We
have not entered deeply into simulations here; we have only looked at the charac-
teristics of chaos in connection with simulations taken from the internet. In this
version, one has the opportunity to use results obtained by students of earlier study
groups, like e.g., their Tracker digitized time series, or video-recorded experiments.
I also taught — successfully — this version of the chaos physics curriculum in online
teaching with few modifications, in the form of e-learning material.
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5 Development of chaos concepts in view of

the responses to tests
One recurrent query in the tests is related to the

experiments carried out with magnetic pendu-

lum.2 Q

What kind of motion will the magnetic pendulum

exhibit in the figure on the left, if it is started with
a very small deviation from the middle? (In our

set-up the magnets on the table repel the pendu-

lum.) Describe the motion or mark it in the figure!  "Fig 5: Image in the test to draw the
(Fig. 5) trajectory of the magnetic pendulum.
Answers to this question are summarized in

the following table (this is the average of the tests filled in so far):

regular motion irregular (chaotic) Comment
motion
pre-test 67% 33%
post-test 10% 90% 47% - chaotic motion

33% - irregular motion
10% - sensitive to initial
conditions

After completing the teaching module including the experiments, it was accept-
ed by the students of all the different groups that even the motion of systems with a
few components can be complicated.

One question from the questionnaire was to find out the interpretation of the
concept of chaos

What do you mean by chaos? Explain briefly! ..........ccccooiiiiinin

All the students defined chaos in the pre-test according to the everyday vocabu-
lary, as disorder, messy phenomenon, etc. Very few of the students referred to un-
predictability too. In the post-test, only about 17% of the respondents identified the
concept of chaos exclusively as disorder and confusion. The others have changed
their interpretation: 80 % of the responses included unpredictability: from these
there were 23% exact definitions, and there were 13 % in which disorder and un-
predictability was mentioned together.

The concept of chaos was in focus of another question, too:

2 1t is worth also discussing with the students this video available on the internet: Magnetic pendulum
— Dynamic Geomag https://www.youtube.com/watch?v=0e5Enm96MFQ


https://www.youtube.com/watch?v=Qe5Enm96MFQ
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Which of the following systems’ motion would you call chaotic (multiple answers
are allowed):

a. avery messy room

b. a poorly organized running race

c. mixing of paints

d. weather
The answers to this question are summarized in the following table.
a b c d
pre-test 50% 53% 33% 33%
post-test 20% 27% 90% 60%

From these answers, there is a clear shift from the everyday concept of chaos to
the scientific one. It also reveals that, in very few cases, the two concepts coexist.
Thus, almost every student has become acquainted with the concept of determinis-
tic chaos.

6 Focus on mixing and irreversibility

Our teaching material pays special attention to the mixing of liquids because it is in
this phenomenon where the appearance of order, a fine geometric structure, can
best be captured. Fractal patterns typically occur in chaotic processes in an abstract
mathematical space, the phase space, and are thus hidden from direct observation.
Mixing is the exception, students were told that in this case the phase space coin-
cides with the real space, so chaos-related fractality can be observed in everyday
life: milk or cream mixed into coffee, raspberry syrup poured into milk custard, dirt
or stains on the surface of lakes or rivers. In all these cases filamentary structures
appear.

Fig. 6: Filamentary pattern on a
plasticine stick of two colors
(photo taken by the author).

As an introductory remark, we show students that folding and stretching two or
three different colored plasticine rods produce a similarly spectacular pattern
(Fig. 6).

It also became clear that in relation to dough kneading our grandmothers have
long known what science recently formulates: best mixing is provided by the
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stretching and folding algorithm. Mixing is most effective when the process is cha-
otic: so by this example we can discuss one of the useful applications of chaos.

High school students were delighted to create fractal structures on their own.
We showed them the "marbling" technique on paper and candle [13]. The beautiful
patterns of filamentary fractal structure enchanted them (Fig. 7).

Fig. 7: Patterns of filamentary

fractals obtained by marbling

technique (photo taken by the
author).

The girls were especially enthusiastic when it became clear to them that in addi-
tion to a sheet of paper and candles, even aesthetic scarfs can be obtained with this
technique. Here again, we had the opportunity to turn back to the patterns occur-
ring in nature: the filamentary patterns resulting from this technique evokes the
sight of marble.

Structures like those resulting in marbling activities appear in our environment,
for example in the case of the spread of contaminants. Students have the possibility
to compare the pattern of their handicraft obtained by marbling and of oil contami-
nation on the surface of water or of foam pollutants before a dam. They thus learn
about an important aspect of environmental science: the spreading of pollutants is a
chaotic process. The related pattern is not a simple compact patch; rather it always
exhibits fractal-like filaments.

I always noticed a smile on the face of the students when they turned to the
question “mixing jam in rice pudding”. This question touched the notion of irre-
versibility. Before this question was asked in the post test, during the teaching ma-
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terial we always discuss a dialogue from Tom Stoppard’s play Arcadia (Stoppard,
1993):

“Thomasina: When you stir your rice pudding, Septimus, the spoonful
of jam spreads itself round making red trails like the picture of a me-
teor in my astronomical atlas. But if you stir backward, the jam will
not come together again. Indeed, the pudding does not notice and con-
tinues to turn pink just as before. Do you think this is odd?

Septimus: No.
Thomasina: Well, I do. You cannot stir things apart.”
The full question on this topic was:

Slowly, with a few moves, we mix raspberry jam in rice pudding.

1. If you slowly stir with the same movements backwards, will the raspberry jam
return to its original position: a. yes b. no.

2. Is this motion predictable?

The answers are summarized in the following table:

yes no comment
Return to original location? 0 100%
Is this motion predictable? 57% 43% One student, who responded no,

explained: it would be predictable
if the circumstances were perfectly
accurate

In summary, the answers show that it is clear for all students that the process is
irreversible, even if some of them were not familiar with the scientific meaning of
the concept. A related question was also asked on this topic:

Slowly, in a few steps, we mix the raspberry jam into the rice pudding. If you mix it
slowly with the same movements backwards, we know that the raspberry jam will
not return to its original position. Do you think that chaos has anything to do with
the fact that in reality, processes always go in a particular direction (irreversibil-
ity)?

The answers to this open question were very scattered, with a total of 77 %
thinking that chaos had to do with irreversibility. | would highlight an answer that
demonstrates understanding: “Theoretically, if you make the same movement
backwards on the same path, the process can be reversed. But this is not possible in
practice.”

We intended to capture the students’ understanding of the concept of determin-
ism with the following question:
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Which of the following do you think is more characteristic to our world of physical
phenomena?

a. a world where laws determine exactly what will happen later, or

b. a world where the existing uncertainties grow, and so probabilistic concepts
play an important role.

Again, the answers are summarized in a table:

deterministic acceptance of sensitivity | both options accepted
worldview to small uncertainties
pre-test 83% 17% 0
post-test 50% 40% 10%

On the one hand, we can see an increase of the acceptance of sensitivity to
small deviations, in fact the increase in the acceptance of the role of chance. On the
other hand, the coexistence of the two worldviews characterizes 10 % of respond-
ents.

7 Summary

Our experience shows that chaos is exciting even for high school students. The
visual and formal possibilities of chaos attract students' attention, help deepen sci-
entific thinking, and awake their creativity. Although we are aware of the challeng-
es the teaching of these phenomena at secondary school level implies, because e.g.
the appropriate mathematical apparatus can’t be used, we argue that it is very im-
portant for students to encounter this subject during their school years, because
otherwise the oversimplification of nature’s description can deprive students’ belief
and trust in the power of science. Further advantages of the material are direct con-
nection with multimedia methods (Tracker, Excel, Dynamics Solver), interdiscipli-
narity (meteorology, astronomy, environmental aspects), and relation to arts (thea-
ter piece, handicrafts, painting). These features characterize the material even if
applied in online teaching. Therefore, we find worth looking ahead and to cooper-
ate with the teacher community in this matter.
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Experimenty s casom — podobné systémy

Boris Lacsny, Aba Teleki

Abstract: Our paper deals with the similarity of physical systems by changing the scal-
ing of basic units. We present two problems in integrating new technologies of the third
millennium into education of the third millennium.

Key words: time, experiments, dimensional analysis

Sithrn: Clanok sa venuje podobnosti fyzikalnych systémov zaloZenej na fyzikalnych
rozmeroch a preskalovani zakladnych fyzikalnych jednotiek. Ukazujeme na dvoch za-
ujimavych problémoch priklad, ako vyuzit’ technolégie treticho milénia vo vzdelavani.

KPicové slova: cas, experimenty, rozmerova analyza
MESC: M50

1. Uvod

Vyzvou pre ulitelov je integrovanie technickych prostriedkov tretieho milénia do
vyucovacieho procesu treticho milénia. Jednym z dominantnych technickych vy-
mozenosti st mobilné komunika¢né zariadenia (smartfony, tablety,...). Tieto zaria-
denia su prakticky vykazané z vyucovacieho procesu. Aspon z vyucovacieho pro-
cesu v skole. Su prili§ vyspelé, a ich pomocou sa daju obist” kontrolné kritéria vy-
myslené a zabudované do vzdelavacieho procesu za poslednych par storo¢i. Posla-
nim tychto klasickych kontrolnych kritérii je definovat’ podmienky, za ktorych sa
jedinec hodnoti. Snazi sa hodnotit’ len to, ¢o jedinec je schopny samostatne. Bude
musiet’ byt’ cenou tejto paradigmy, zZe najnovsie technologie vo vzdeldvani nebuda?

Bez revizie spominanych kontrolnych kritérii nebude existovat’ plnohodnotné
vzdelavanie tretiecho milénia. Pri hodnoteni sa musia dostat’ do popredia také kritéria,
ako: schopnost ucit sa z dostupnych zdrojov a podnetov — ¢i uz jedinca alebo kolek-
tivu. Zmena toho, Ze co sa hodnoti* ma priniest zmenu kontrolnych kritérii (¢o sa
smie pouzivat, ako sa smie pouzivat).

Mobilné zariadenia, ¢i iné technologie (vratane webovych aplikacii) maju svoje
miesto v skole, umozituju mnoZstvo zmysluplnych a motivujucich pouziti, ako uka-
zuju aj nasledujuce priklady.

! schopnost’ ugit’ sa, schopnost’ udrzat’ si svoju motivaciu ucit’ sa, schopnost’ vytrvat pri uéeni sa cely
zivot;
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2. Galileiho experiment na Mesiaci

MoézZeme sa stretnat’ s tvrdeniami, Ze
¢lovek v skutoCnosti nikdy nebol na
Mesiaci. Vsetky misie Apollo boli nato-
¢ené na Zemi, a nizSia gravitdcia Me-
siaca bola napodobnena spomalenim za-
berov videokamier. Gravitaéné zrychle-
nie naZemi gz = 9,81 m - s™2, kymna
Mesiaci ma hodnotu len priblizne jed-
nej Sestiny gravitacného zrychlenia na
Zemi, teda

gu=1625m-s?~ %gz.

«" _

i . ., Obr. 1: Sldvny experiment s kladivom a sokolim
Dnes, mame k dispozicii na webe perom vykonany na Mesiaci velitelom Apollo 15

mnoho zaberov, vratane oficidlnych za-  Davidom Scottom (vlavo hore). V priamom pre-
berov NASA. Tiez mame k dispozicii nose ukazal, ze Galilei mal pravdu — pokial ne-

. . , ‘o mame odpor prostredia, telesd padaju rovnaky
mnoh¢ softvéry, pomocou ktorych vie- L, 0" dicle od ich hmotnosti. Ak ich pus-

. r 9 Id )
me video zabery analyzovat', zrychlit, e - rovnakej vysky sucasne, dopadnii na zem (tu
¢1 spomalit’. Mozeme sa teda presved- na Mesiac) tiez sicasne.

git, &i zaznamy z Mesiaca mohli vznik- Zaber z video zdznamu [1] s ldskavym sihlasom
nat’ na Zemi. NASA.
Jednym kandidatom na skumanie je
slavny Galileiho experiment (pozri [1]) vykonany Davidom Scottom 2-ho augusta
19712, velitelom Apollo 15. Experiment vykonali v posledny defi, pred nivratom na
Zem. Experiment vykonal s hlinikovym geologickym kladivom S hmotnostou
1,32 kg, a so sokolim pierkom hmotnosti cca. 3 g.* Obidva predmety boli pustené
z vysky priblizne h = 1,6 m (udaje z [2]).
Ulohou pre ziakov je, ur¢it,, v akej miere (nasobny faktor k,) musime zabery zho-
tovené na Mesiaci zrychlit, aby zodpovedali experimentu na Zemi (v gravitacnom
poli Zeme ale tiez vo vakuu). Musi platit’

1 1
h = ingf/[ = Egzt%: (1)

2 Vykonanie experimentu na Mesiaci bude slavit' v lete 2021 uz 50-te vyrocie. David Scott tieZ umies-
tnil pamétnu tabul'u ,,padlych astronautov*, s menom 6smych americkych astronautov a Siestich soviet-
skych kozmonautov, ktori zomreli pocas alebo v priprave vesmirnych programov. Zoznam ale nebol
Gplny (chybali mena sovietskych kozmonautov Valentina Bondarenka a Grigoriho Neljubova, o kto-
rych v ti dobu na zapade nevedeli, a tieZ prvy ierny astronaut Robert Henry Lawrence Jr.)

3V sprave NASA uvadzana hmotnost pierka 0,03 kg je pravdepodobne preklep.
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kde ty je doba, za ktory predmety dopadli na ,,zem* na Mesiaci, kym t7 je doba, za
ktory by dopadli na zem na Zemi. Zrejme bude ty; > ty vd’aka vysSej gravitacii na
Zemi. Pre potrebny faktor zrychlenia ¢asu kt mame podl'a definicie

tm

k=
T t;

)
a z (1) potom dostaneme

kr = 392/ gm ~ 2457 (3)

Pokial’ na video zaznamoch budeme mat’ len pohyby pod vplyvom gravitacie, nie
je mozné uréit’, ¢i zabery boli zosnimané na Mesiaci, alebo na Zemi (a nasledne spo-
malené faktorom kt). Z pohl'adu rozlustenia pravosti zaberov z Mesiaca je dolezité
slovo ,,pokial*. Ziaci najdu mnoZstvo zaberov astronautov vykonavajucich rozne
¢innosti na Mesiaci, kde sa prejavi ich svalova sila (potkynaju sa [3], hadZzu r6zne
predmety, atd’.). Ak tieto zabery zrychlime faktorom kt = 2,457, bude vidiet, Ze
pohyby zo svalovej sily st vyrazne rychlejsie, nez by boli prirodzené na Zemi (po
zrychleni zabery prebiehaju tak, akoby boli natacané na Zemi).

Vsetky fyzikalne veli¢iny, ktoré vo svojom fyzikdlnom rozmere maju Cas, ,,zme-
nia“ svoju hodnotu, ked’ zmenime rychlost’ prehravania. Ak sa zrychlenim zvysi gra-
vitacné zrychlenie 6-krat, aj gravitacna sila (F = mg) sa zvysi 6-krat, a tiez kazda
sila sa zvigsi 6-krat (vSetky sily maj rovnaky fyzikalny rozmer N = kg - m - s72).

Vrcholovym $portovcom sa obcas stane, ze vyvinu tak velku silu, pri ktorej im
prasknu §Tachy. Na zaberoch astronautov — zahadzujtcich na Mesiaci kladivo, ¢i loptu
z celej sily — po zrychleni by sme dostali realitu, pri ktorej astronaut vyvija 6-krat vac-
Siu silu. Pri tak velkej sile by sa trhali sPachy a lamali kosti, na ktoré st upnuté.

Dnesnym vybavenim a dostupnymi dokumentmi (video zabermi) mézu ziaci hl’a-
dat’ a priamo merat’ gravitacné zrychlenie, ktoré pdsobilo na astronautov pocas na-
tacania (napr. z vysky trajektorie a doby letu) — tlohy s priamo ako Stvorené pre
pracu s novymi technologiami, a pracu v skupine.

Uvedeny priklad bol jednym a asi najjednoduchsim prikladom ako mézeme in-
terpretovat preskalovanie jednej zakladnej fyzikalnej veli¢iny (tu ¢asu). Preskalova-
nim d’al$ej zakladnej fyzikalnej veliCiny sa otvara cesta k modelovaniu zavaznych
javov, akym st dopad asteroidov, ¢i mini planét.

3. Stdny den pre dinosaury

Zmenou Skalovania fyzikéalnej jednotky mézeme ziskat’ pribuznu fyzikalnu situaciu,
v predchadzajucom pripade redlny pohyb v gravitatnom poli iného telesa.
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Zmenou skalovania viacerych jednotiek sa moznosti roz§iria, a umoznia vykonat’ za-
ujimavé experimenty pripominajuce filmové triky velkych $tadii. V tom pomo6zu
dnesné mobilné zariadenia. So svojim vybavenim umoznia zhotovit’ video zabery
s velkym rozlisenim a az 120 zaberov za sekundu. Dalim spracovanim vieme za-
bery d’alej spomalit’, a nato¢it’ napr. modelovy dopad asteroidu na Zem.

([

Obr. 2: Experiment ,, Asteroid “ demonstrovany na Vanovicovych diioch (2020). Pévodny experiment

pA v

s fotoapardtom 100 zdberov za sekundu (v 0Strom sinecnom svetle). Dopadajiica gulocka (asteroid)
priemer 10 mm, volnym padom z vysky cca. 1 m. Modelovand rychlost dopadu cca. 10 km/s, mode-
lovany priemer asteroidu 34 km. Do video zdberu boli dokreslené dodatocne modelové kruznice znd-
zornujiice mierku, & pomocné rysky pre sledovanie pohybu modelovej ,,pody “, z ktorého sa urcilo
vodorovné zrychlenie pody po dopade, ako aj rychlost pohybu pédy. Doba letu vilomkov v modelova-
nom c¢ase 18 min, maximalna vzdialenost dopadu vilomkov 2800 km.
Kora Zeme modelovand hladkou mikou, pre nazornost posypana praskovym kakaom. Plné video do-
padu druhého planetoidu na [4].

Zmena Skalovania fyzikalnych jednotiek je jednoducha a dobre pochopitel'na pre
kazdého. Fyzikalne rovnice, vztahy medzi veli¢inami su stale rovnaké: rovnaké v re-
alite a rovnaké v modeli, napr. v miniature, liSia sa len tym, ze popisujt prirodu na
inej $kale. Jednotkou &asu v ststave SI je sekunda (s), kym jednotkou dizky je me-
ter (m). Pre realny svet toto oznacenie ponechame, ale pre modelovy svet zavedieme
inG $kalu pre ¢as (s') aj pre vzdialenosti (m’). Skutoénost’, ze modelovy svet ma int
Skalu vyjadrime tym, Ze prislusné jednotky Casu spaja Skalovaci faktor kr, a jed-
notky vzdialenosti spaja Skalovaci faktor k;, obdobne, ako v pripade skiimania, ¢i
pohyby na Mesiaci mohli byt natocené na Zemi

s=kps" a m=Kkm" (4)

Ak v nasom modeli chceme modelovat’ korektne gravitaciu na povrchu modelo-
vej Zeme, budeme mat' g = 9,81 m’ - s'~2 v §kale modelového sveta. Samozrejme,
pri natdCani budeme filmovat guldcku, ktorda bude padat so zrychlenim
g = 9,81 m - s™2 a dostaneme prvua doleziti podmienku pre $kalovanie
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g=981m'-s"2=981m-s7? teda k. k5?=1. (5)

Druhtit podmienku dostaneme z predpokladu, Ze asteroid by dopadal rychlostou
okolo 8 km - s™1, v modelovom svete rychlostou v = 8 km’ - s'~1. V skuto¢nosti
bude padat’ gul'6¢ka (modelovy asteroid) z uréitej vopred vybranej vysky — dajme
tomu z vysky 1,0 m, a tesne pred dopadom bude preto mat’ rychlost’ v = W =
4,43 m - s~ L. Odtial

v=8km'-s"'=443m-s! teda k ky! =~ 1840. (6)
Porovnanim (5) a (6) obdrzime obidve skaly
kr ~1840 a k;, = k? = 3,4 x 10°, (7

Pomocou skalovacich faktorov kt a kj, vieme doriesit’ otazky spomalenia Casu
(zAbery musime spomalit’ 1840-krét). Zelezna gul'd¢ka s priemerom 10 mm predsta-
vuje asteroid s priemerom 34 km. Ostatné poznatky Ziaci vy¢itaju z videozaznamu.
Otdzky moézu byt rozmanité: do akej vysky vyleteli vyvrhnuté tlomky, ako d’aleko
doleteli, ako sa pohybovala péda v okoli dopadu (zrychlenie, rychlost’,...). A nie
Vv poslednom rade si mézu (po vhodnom spomaleni zaberov) pozriet, ako by to vy-
zeralo z vesmiru (pozri napr. [4]).

4, Zaver

Zazivame pravdepodobne zlaty vek novych technoldgii, vratane dostupnosti infor-
macii, ktoré s z réznych dovodov dostupné aj bezplatne, a preto dobre vyuzitelné
vo vzdeldvani. Mal by to byt aj zlatym vekom vzdelavania, o sa vSak nestane, po-
kial’ sa nezmeni definicia, za akych podmienok, a aky vykon jedinca bude vzdelava-
nie sledovat’.
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 2/2021 (50)

Texty uloh 1. kola 63. ro¢nika Fyzikalnej
olympiady (Sk. r. 2021-2022) kategorie E, F, G

Kategoria E

1. Odporovy drot
Drét s dizkou L = 2,50 km ma elektricky odpor R = 100 Q.

a) Z tohto drotu potrebujeme odstrihntt’ ¢ast’ s odporom R; = 2,5 Q. Uréi dizku
L4 Casti drétu, ktort potrebujeme odstrihnit’.

b) Pévodny drot dizky L rozstrihneme na N; rovnakych &asti a vietky spojime
paralelne. Ur¢i pocet N; casti, aby odpor ich paralelného spojenia bol
R>=1,00 Q.

¢) Povodny drét s dizkou L rozrezeme na N, = 25 rovnakych kusov. Pomocou
sériového a paralelného zapojenia skombinujeme vSetkych 25 kusov do jedného
celku. Aky je najvacsi mozny elektricky odpor Ry, ax, @ aky je najmensi mozny
elektricky odpor Rpipn, ktory takto mézeme vytvorit’ pouzitim vSetkych nareza-
nych kusov? Vysledky zddvodnite a nakresli, alebo popis prislusné zapojenie.

2. Vanicka
Na kraj stola bola polozena va-
r ? r < ’ :
D nicka so Stvorcovym dnom, }(to—
rého vnutorna hrana mala dlzku
L = 25,0 cm. Polozili ju tak, Ze
jej dve strany boli rovnobezné
s hranou stola, ajej stred bol
Obr. E-1 nad doskou stola tesne pri jej
okraji, tak, aby vanicka zo stola
nespadla. Aby vani¢ku zaistili aj inak, zat'azili ju kockou hmotnosti m =500 g
(obr. E-1 vlavo). Dizka hrany kocky a = 10 cm.
Nasledne zacali z kohutika do vanicky pomaly napustat’ vodu s objemovym prie-
tokom Q = 150 ml za mintu.

a) Ur¢i objem Vi vody napustenej do vanicky, pri ktorom kocka zacala plavat
(vyjadri v dm3).

b) Po akom case t od zacatia naptstania vanicky zacala kocka plavat’?



41

Potom, ¢o kocka zacala plavat, slaby prad vody ju zacal prestivat’ do druhej polo-
vice vanicky.

¢) Popis, kde sa bude kocka nachadzat’, ked’ sa vanicka prevrati, a ¢i sa vobec pre-
vrati — svoju odpoved’ fyzikalne zdovodni.

Hustota vody p = 1,00 g/cm3. Predpokladaj, ze ked’ kocka plava, jej horna strana
je stale vodorovna.

3. Zaves elektrického vedenia
Pri elektrickej zelezni¢nej trati, aj na
zelezni¢nych staniciach mézeme vidiet
zavesenie elektrického vedenia nad tra-
tou. Kym elektrické vedenie sa nachadza
nad tratou, z boku (kolmo na trat) je
udrziavané lanami so zavesmi, aké uka-
zuje obrazok E-2. Sila F napinajtca lano
sa realizuje zavaziami zavesenymi po-
mocou trojice kladiek, dvoch mensich
pevnych ajednej vicSej volnej. Kazdé
Z trojice zavazi znazornenych na obrazku ma hmotnost' m = 80,0 kg.

Obr. E-2

a) Ur¢i velkosti sil, ktorymi je napinacie lano napinané V usekoch, oznacenych na
obrazku a, b, c, d.

b) Akou velkou silou F je tahany drziak elektrického vedenia nad tratou? Zakres-
lite sily, ktorymi lana pdsobia na najvacsiu kladku.

¢) Co je dovodom takého zdanlivo zloZitého zavesenia vodicov — fyzikalne zdo-
vodni?

Tiazové zrychlenie g = 9,81 N/kg. Trenie na kladkach aj v ich osiach je zanedba-
tel'ne malé. Hmotnosti kladiek povazuj za zanedbateI'ne malé.

4. Popularna televizna relacia

Emka s nadsenim sleduje popularnu relaciu, kde stitazia medzi sebou rozni kovaci
pri vyrobe Zeleznych historickych zbrani. Podstatny proces pocas sutaze je kalenie
ocele. Ocel je zliatina Zeleza a uhlika (a tiez inych kovov). Uhlik sa v Zeleze roz-
pusta. Jeho mnozstvo méze dosiahnut’ az pp,.x = 2,14 % hmotnosti ocele. Kalenie
je proces, pri ktorom rozzeravenu ocel’ prudko schladime v nejakom prostredi (vo-
da, olej, roztavena sol’). VSeobecne plati, Ze ¢im obsahuje ocel’ menej uhlika, tym
rychlejsie musi byt schladena pocas kalenia. Rychlejsie chladenie vedie k tomu, ze
ocel je tvrdsia, ale je menej hiizevnata, a naopak.
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V sut’azi sa kali vel'’ky me¢ hmotnosti m = 2,80 kg.

a) Ur¢i hmotnost m¢ uhlika, ktory obsahuje ocel’ me¢a s obsahom p = 60 %
Z maximalneho p,,x mozného mnozstva rozpustené¢ho uhlika? Vysledok vyjad-
ri v gramoch.

Kova¢ ma pripraveny olejovy kupel s objemom 1, = 8,00 L oleja s teplotou
to = 20,0 °C, a ocel’ meca je rozzeravena na t,, = 660 °C. Kovac chce, aby ocel
meca bola tvrda, ale aj hlizevnata, preto po vnoreni meca do kapela me¢ rychlo
vytiahne z kupela. Tento postup vykona celkom patkrat, rychlo za sebou. Pri kaz-
dom schladeni sa zmensi teplotny rozdiel medzi mecom a kiipel'om o polovicu.

b) Korlko tepla Q; odovzda meé olejovému kupel'u pocas prvého ponorenia?

¢) Aka bude vysledna teplota t,,s me€a a aka bude vysledna teplota tz oleja po
piatich ponoreniach?

Merna tepelnd kapacita mineralneho oleja ¢, = 1,67 K]/ (kg - °C), Merna tepelna
kapacita ocele ¢, = 470 J/(kg - °C), hustota oleja p, = 0,865 g/cm?3.

5. Svetlo v tme
Pavol sa rano zobudil na to, Ze cez maly kruhovy otvor tazkého zavesu na okne
vnika, do inak tmavej miestnosti, ostré svetlo vychadzajuceho slnka, a vytvara na
stene izby maly svetelny kruh. Vzdialenost’ steny od zavesu L = 3,5 m. Svetelné
lace sa $iria vo vodorovnom smere kolmo na stenu.

Spomenul si na supravu Optik Kabinet, ktora dostal od babicky, kde boli So-
Sovky. Vybral jednu, ktord mala +2,00 dioptrii a jednu ktord mala —1,5 dioptrii.

a) Ktora SoSovku a ako d’aleko od steny ma dat’, aby sa na stene vytvorila svetelna
stopa s ¢o najmensim polomerom? Svoju odpoved’ zdovodni pomocou obrazku
so zakreslenymi [i¢mi vytvarajicimi stopu na stene.

Ked’ to urobil, a lepsSie preskiimal vytvorenu svetelnu stopu, zistil, Ze sa nejedna
o bod, ale o obraz Sinka.

b) Aky bol priemer d tohto obrazu Slnka na stene?

Pavol sa zamyslel, ¢i by vedel zvac¢sit' obraz Slnka na stene pomocou druhej $So-
Sovky.

¢) Navrhni sposob, ako by si zvac¢s§il obraz Slnka na Pavlovom mieste vyuzitim
dvojice Sosoviek, ktoré mal k dispozicii, prilozenych tesne ku sebe. Urci prie-
mer d3 takto vytvoreného obrazu Slnka.
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Pavol si pamital, ze priemer Slnka je priblizne D = 1,4 mil. km a Zem je od
neho vzdialena priblizne r = 150 mil. km. Velkost’ otvoru v zavese je mensi, ale
inak porovnatelny s rozmermi SoSoviek.

6. Na cudzej planéte
Vo vedecko-fantastickom romane Tana vel'a cestuje. Jedného dia sa ocitla na pla-
néte, ktora mala tri slnka. Atmosféra bola vel'mi riedka a v ¢istom vzduchu obloha
skoro Cierna, na ktorej Ziarili tri slnka. Jedno slnko svietilo ¢ervene, druhé modro

1,00 m

(® obr. E-3

a tretie zeleno. Tana stala na vodorovnej zasnezenej planine a presne nad jej hlavou
sa vznasal dron, ktory snimal obraz jej tienov na bielom snehu, obr. E-3. Tana je
vysoka — ma vysku 175 cm — ale zaborila sa 25 cm do snehu. Jej najkratsi tien
(oznageny A) ma na snehu dizku 1,00 m a je vrhnuty presne na sever. Tiefi A je
ZIty, tieii B je purpurovy a tieni C je tyrkysovy

a) Preco je na zaberoch dronu sneh biely?
b) Ktora hviezda vrha ktory tien?

¢) Ako ,,vysoko“ nad obzorom su jednotlivé hviezdy? ,,Vysku“ vyjadri pomocou
uhla pod ktorym mozno hviezdy pozorovat’ nad vodorovnou rovinou, v ktorej sa
Tana nachadza.

Pribliznd farba tiefiov sa da pozriet pomocou zmieSavaca farieb. Farba tienov
v RGB kodovani sti: A(222,255,0), B(255,0,222), C(0,255,222)
(https://www.csfieldguide.org.nz/en/interactives/rgh-mixer/)
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7. Zostrojenie metra (experimentalna uloha)
Dnes sa definuje meter v sustave SI, ako jedna zo zakladnych fyzikalnych jedno-
tiek, pomocou ¢asu. V roku 1671, francuzsky mnich a astronom, Jean Picard defi-
noval zakladnu jednotku dizky tiez pomocou &asu. Definoval meter ako dizku tzv.
sekundového kyvadla. Sekundovému kyvadlu trva kmit z jednej krajnej polohy do
druhej presne jednu sekundu (pol kmit; cely kmit, tam a spat, trva 2 sekundy).
Kyvadlo pozostava z tenkej nite pevne uchytenej na jednom konci, a malého zava-
zia upevneného na druhom konci nite.
Uloha
Zostav sekundové kyvadlo a presved¢ sa, &i jeho dizka je skutoéne 1,00 m. Popis
podrobne postup, ako si spresiioval dizku kyvadla.
Pomécky
Tenka a ohybna ale pevna nit’ dizky aspoti 1,5 metra, malé teliesko (kovova gul'6¢-
ka s dierkou, matica od skrutky, alebo
iny relativne tazky, ale maly pred-
met), stopky alebo aplikacia stopiek
na mobilnom telefone. Meradlo dizky
. (len na zavere¢ni kontrolu, pocas
\ samotného experimentu nesmie$ pou-
' zivat'.)
\ Postup
' Na jeden koniec upevni teliesko, daj-
N me tomu skrutku, kym druhy koniec
* pevne uchyti§ (ale neodstrihnil!). Pev-
\ ny Gchyt musi byt taky, aby si mohol
\ menit’ dizku nite medzi bodom zavesu
. a telieskom.
Teliesko visiace na konci nite vy-
chylis do krajnej polohy a vol'ne pus-
Obr. E_4 tl'_é - nechas, aby sa volne kyvalo na
niti.

Bude§ merat’ dobu, za ktoru ky-
vadlo urobi jeden pol kmit. Aby meranie bolo presné, nechaj aby kyvadlo urobilo
aspon 10 pol kmitov (5 celych kmitov), a na stopkach bude§ merat’ tito dobu. Na-
merané udaje zaznamenaj do prehl'adnej tabul’ky.

Dizku kyvadla (nite) mef tak, aby si sa dopracoval k takej dizke kyvadla, pri
ktorej je doba pol kmitu presne 1 sekunda.

Vysledna dizku kyvadla skontroluj meradlom dizky a udaj tiez zaznamenaj do
tabul’ky ako kontrolnii hodnotu. Vyjadri o kol’ko percent sa lisi dizka sekundového
kyvadla od dizky 1,00 m (podl'a meradla) a rozdiel zdévodni.

Q3
S
A"D‘
;?
g
S

1. krajna poloha
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Poznamka: kmity kyvadla trvaju vzdy rovnako dlho, za predpokladu, Ze kmity su
malé, t.j. vychylky sa odchyluju od zvislej (rovnovdznej) polohy len mdlo (najviac
05°).

Kategoria F

1. Cyklistické preteky
Pretekari so zltym, zelenym a bielym trickom vytvorili maly peloton, a odtrhli sa
od ostatnych. Ked’ im zostavalo do ciela
s = 20,0 km, pustil sa za nimi stihaci
peloton piatich pretekarov, ktori za nimi
zaostavali o D = 1500 m. Odstup pre-

tekarov v oboch pelotonoch bol pravi-
delny, d = 3,0 m (vzdialenost medzi .
prednymi kolesami — pozri obr. F-1). Na Obr. F-1
Cele oboch pelotonov sa pretekari strie-
dali pravidelne — ¢elny pretekar sa odsu-
nul bokom, odpocival, kym zvy$ni pretekari pokracovali nezmenenou rychlostou.
Pretekar z cela sa potom zaradil na koniec pelotonu a zvysil svoju rychlost’ na
rychlost’ zvy$nych pretekarov.

Pretekari v troj¢lennom pelotone mali rychlost’ v; = 50,4 km/h, kym pretekari
V druhom peloténe rychlost’ v, = 55,8 km/h. Pretekari v prvom pelotoéne sa strie-
dali kazdych t; = 10s.

a) Aka bola priemernd rychlost’ vy, prvého pelotonu (rychlost’ vyjadri v jednot-
kach m/s aj km/h)?

b) Aku priemernt rychlost’ vy, musi mat’ druhy pelotén, aby dostihol prvy peloton
vo vzdialenosti s; = 500 m pred cielom?

¢) Ako Casto (t;) sa musia striedat’ pretekari v druhom pelotone, aby dostihli prvy
peloton vo vzdialenosti s; = 500 m pred cielom?

2. Mlieko a smotana

St kvapaliny, ktoré su rovnorodou zmesou réznych zloziek, ako napriklad mlieko.
Ak mlieko nechame stat’, smotana (s vysokym obsahom tuku) sa oddeli od zvysku
mlieka. Vytvori dobre rozpoznatelni hornti vrstvu v nadobe, pricom sa celkovy
objem kvapaliny nezmeni. Hustota ¢erstvo nadojeného mlieka (pri teplote 10 °C)
Pm = 1,033 g/cm3. Ak sa znej oddeli smotana, zvySok mlieka m4 hustotu
Pmo = 1,035 g/cm3, kym smotana (s 36 %-nym obsahom tuku)
ps = 1,005 g/cm3.
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Na obrazku F-2 st znadzornené pohare roznych tvarov, do ktorych sme naliali
rovnaké mlieko tak, Ze ich hladina je v rovnakej vyske h = 20 cm (obrazky (a),
(b), (¢)). Do nadoby s rovnymi stenami sme naliali V = 2,00 litra mlieka.

(@ (b) (c) (A) (B) ©
Obr. F-2

a) Na dno ktorej nadoby (obrazky (a), (b), (¢) vlavo) pdsobi mlieko najvacsim,
a na ktory najmensim tlakom? Svoju odpoved’ zdovodni.

Po urcitom ¢ase sa smotana oddeli od zvysku mlieka, pricom celkovy objem mlie-
ka sa nezmeni.

b) Aka je hribka d vrstvy smotany v nadobe na obr. (A)?

c) Prekresli obrazky (A), (B), (C) do svojho rieSenia a nazna¢ hribku smotany
V poharoch na obr. F-2 (B) a (C) — svoje rieSenie zdévodni.

d) Na dne ktorej nadoby (obrazky (A), (B), (C) vpravo) posobi obsah nadoby naj-
vacSim, a na ktory najmensim tlakom? Svoju odpoved’ zdévodni.

Poznamka: teleso s rovnymi zvislymi stenami vysky h a so zakladfiou, ktorej plo-

cha je S ma objem V = Sh.

O tlaku kvapalin pozri vhodny zdroj informécii, napr. tu:
https://teachers-paradise.webnode.sk/a2-7-tlak-kvapalin/

3. Schéma zapojenia
- Na obrazku F-3 je znazorneny

’

I . elektricky obvod s prvkami A,
| 4 r o~ r

T A B, C a D (su zakrazkované
N prerusovanou ¢iarou — samot-

né kruzky s prerusovanou
¢iarou nie su sucast’'ou nakresu
elektrického obvodu).

a) Medzi zakruzkovanymi
prvkami ndjdi zdroj elektric-
kého prudu, spinac a Ziarovku.
Pomenuj prvky A, B, C aD

Selo-T ~e Obr. F-3


https://teachers-paradise.webnode.sk/a2-7-tlak-kvapalin/

47

a zadaj aspon jednu fyzikalnu charakteristiku kazdého z nich.
b) Popis, ako pracuje zapojenie podl'a obrazku.

c) Aky prakticky problém riesi zapojenie na obrazku, a kde sa takéto zapojenie
pouziva?

4. Kalenie ocele
Ocel je jednym zo zakladnych materidlov technologickej spolo¢nosti. Ocel je zlia-
tina Zeleza s uhlikom a d’alSimi prvkami (chrom, mangan a podobne). Uhlik sa
Vv Zeleze rozpusta a jeho mnozstvo moze dosiahnut’ maximalne az 2,14% hmotnosti
ocele. Kalenie je proces, pri ktorom rozzeravenu ocel’ prudko schladime v nejakom
prostredi (voda, olej, roztavena sol).

a) Kovac pripravuje repliku historického meca. Me¢ vazi m = 1,50 kg a obsahuje
polovicu maximalneho mnozstva rozpustené¢ho uhlika. Ur¢i hmotnost’ m¢ uhli-
ka obsiahnutého v oceli meca.

Kova¢ ma pripraveny olejovy kupel’ s objemom V1, = 8,00 L oleja s teplotou
to = 20,0 °C, a ocel meca je rozzeravend na teplotu t,, = 650 °C.

b) Na akej hodnote ti sa ustali teplota olejového kiipel'a a meca pri ponoreni meca
do oleja az do vyrovnania teplot pocas kalenia?

¢) Kolkokrat viac tepla by odovzdala ocel’ rozzeraveného meca po ponoreni do
vodného kupela s objemom 1, = 10,0 L a teplotou t, = 20,0 °C (do vyrovnania
teplot), nez odovzdala olejovému kupelu?

Merna tepelna kapacita vody c, = 4,18 kJ/(kg - °C), merna tepelna kapacita
mineralneho oleja ¢, = 1,67 KkJ/(kg-°C), merna tepelna kapacita ocele
cm = 470]/(kg - °C), hustota vody p, = 1,00 g/cm3, oleja p, = 0,865 g/cm3.

5. Caj, lyZi¢ka, voda

Peter sedel v zdhrade a mal pred sebou ¢aj s objemom V; = 2,00 dl a teplotou
t; = 80,0 °C, a v lom lyZi¢ku. Vedl'a mal velky pohar studenej vody s objemom
V, = 5,00 dl a s teplotou t, = 10,0 °C. Caj bol hortici, tak ho miesal kovovou ly-
zickou, ale ta ho palila na prstoch, lebo sa okamzite zohriala. Ponoril preto prazdnu
lyzicku do pohara so studenou vodou a lyZi¢ka sa skoro okamzite schladila — teplo-
ta lyzicky ateplota studenej vody sa vyrovnali. Kovova lyzicka mala hmotnost’
my, = 50,0 g.

a) Korlko tepla Qy, preniesol lyzi¢kou z ¢aju do studenej vody?

Lyzicku vratil naspét’ do pohara s ¢ajom, samozrejme, okamzite ho zacala palit’ na
prstoch. Peter sa zamyslel: ,,Caj sa mal trochu schladit’ od studenej lyzicky.*
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b) O kolko stupnov Celzia (At;) sa schladil ¢aj po vlozeni ochladenej lyzicky a
vyrovnani teploty?

Peter sa znova zamyslel. Ak bude takto pokracovat, mbze Caj uplne schladit’.

v

Peter chvilku pocital, a potom povedal svojej sestre, ktora Citala vedl'a neho, ze
staci, aby zopakoval vymenu tepla medzi ¢ajom a vodou 29-krat a teploty sa vy-
rovnaju. Sestra len pokyvala hlavou, na znak, ze si mysli, Ze Peter sa myli.

d) Kto z nich mal pravdu a pre¢o?

Hustota vody p = 1,000 g/cm3, merné tepelnd kapacita vody ¢ = 4,182 k]/(kg -
°C), merna tepelna kapacita kovu lyzi¢ky c;, = 423,6J/(kg - °C). Vymenu tepla
s okolim, poharmi a Petrovim prstom zanedbajte.

6. Kolesa v rure

Na obrazku F-4 je rtra V s vnlitornym
obvodom oy =98 cm. Vrure su Styri
kolesd A, B, C, D s obvodmi:
0p =60cm, og =30cm, oc =15cm
aop = 10 cm. Stredy kolies A,D,C st
uchytené do pevného trojuholnikového
ramu. Kolesa sa mézu volne otacat’ oko-
lo svojej osi. Povrchy kolies sa navzajom
nepre$Smykuju, a nepreSmykuju sa ani
povrchy kolies na vnitornom povrchu
valca.

Najprv je ram ADC nehybny a otaca
sa rura.

Obr. F-4 a) Kolkokrat sa oto¢i najmensie koleso
D, ak najvicsie koleso A sa otoci 4-krat?

b) O kol’ko stupniov sa oto¢i koleso B, ak sa rura pootoé¢i o 30°?

Potom sa rura prestane otacat’ a zostane nehybna, ale za¢ne sa otacat’ rdm s kole-
sami.

¢) O kolko stupiiov sa oto¢ia jednotlivé kolesa A, B, C, D okolo svojich osi, ak
trojuholnikovy ram sa oto¢i o 360°?
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d) O kolko stupiiov sa pootoc¢i najvicsie koleso okolo svojej osi za jednu sekundu,
ak dotykovy bod najmensieho kolesa sa pohybuje po povrchu nehybnej rary
rychlostou v = 49 cm/min?

7. Goetheho barometer — Experimentalna uloha
JOHANN WOLFGANG VON GOETHE bol nielen basnik, ale tiez prirodovedec, kto-
ry zostavil jeden z prvych barometrov. Barometer je zariadenie na meranie atmos-
férického tlaku.

V stredoveku hojne vyuzivali princip spojenych nadob k precerpavaniu vody
Z jedného miesta na druhé. Jeden Galileiho znamy si mu stazoval, Ze potrubie,
ktoré postavil cez kopec vysoky 21 metrov nechce pracovat’. Galilei mu vtedy po-
dal nespravne vysvetlenie, v ktorom povedal, ze vakuum nema dostato¢nu ,,pev-
nost™, aby dokazal vytiahnut’ vodu v potrubi tak vysoko (21 m). Prirovnal to pev-
nosti lana, ktoré sa tiez trha, pokial ho prili§ zat'azia.

Sprévne vysvetlenie javu podal Toricelli v roku 1644. (Nastuduj si ¢o je atmos-
féricky tlak, a ako sa meria — pozri napr. https://teachers-paradise.webnode.sk/a10-
4-tlak-plynov/ .)

Na zaklade spravneho vysvetlenia vel'mi rychlo boli zostrojené prvé barometre,
pomocou ktorych bolo mozné predpovedat’ pocasie (napr. bliziacu sa burku). Jeden
taky barometer navrhol a zostavil Johann Wolfgang von Goethe, ktory je znamy
skor ako basnik.

Uloha
Vysvetlite princip ¢innosti barometra.
Zostavte Goetheho barometer a zazna-
menajte v priebehu tyzdia zmeny tlaku o \
(rano, na obed a vecer). Vysledky zapi- vrehnak
sujte do vhodnej tabulky. Diskutujte
vplyv teploty na meranie. Ako je moz-
né predpovedat’ pocasie pomocou ba-
rometra?

Pomécky
Pevnostenna nadoba (napr. sklenena Zafarbenéj
flasa od mlieka), tenkd a priehl'adna voda
hadicka, voda a farbivo do vody, kvap-
ka oleja, papierovy pas so stupnicou. L L/

Postup
1) Zostav zariadenie, aké je na obraz- nadoba

ku F-5.

Pre spravnu ¢innost’ je podstatné, Ze nadoba je naplnend vodou len do polovice,

a do vody v nadobe je ponorena hadicka, tiez naplnena vodou. Hadicka je vedena

hadica stupnica

Obr. F-5


https://teachers-paradise.webnode.sk/a10-4-tlak-plynov/
https://teachers-paradise.webnode.sk/a10-4-tlak-plynov/
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von z nadoby cez vrchnék, ktory vzduchotesne uzatvara nadobu (aj v mieste, kde

prechadza hadic¢ka) — odporuca sa utesnit’ uzaver zakvapkanim parafinom zo sviec-

ky. Druhy koniec hadi¢ky a stupnica je na vol'nom vzduchu pripevnena k nadobe

(1) pre spol'ahlivé od¢itanie hladiny vody v hadicke.

Kvapka (malé mnozstvo) oleja sa pouzije na hladinu vody v otvorenom konci
hadicky, aby sa zamedzilo odparovaniu vody z hadicky.

Poznamka: Tvoj domaci barometer umiestni ¢o najd’alej od okna, najlepSie do
pivnice (ak mas taku moznost’), kde je ustdlend teplota pocas celého dia. Aby sa
zamedzilo vplyvu teploty, hodnoty meraj vzdy v ta isti dennt dobu. V principe je
mozné pouzit’ aj PET flasku, teda nie pevnostennu nadobu, pokial’ sa nddoby ne-
budes dotykat’ pocas prevadzky.

2) Vykonavaj meranie — od¢itanie vysky stipca v otvorenom konci hadi¢ky po-
mocou stupnice. Vysledky zapisuj do prehladnej tabul’ky. Pri kazdom merani
zaznamenaj datum a ¢as merania. Zaznamenaj tiez oficialny udaj tlaku pre ten-
to Cas najblizsie k tvojmu miestu (napr. https://pocasie.sme.sk)

Kategoria G — Archimedidda

1. CyKlistické preteky

Pretekar so zItym triCkom sa odtrhol od
zvysku pretekarov a vybudoval si na-
skok D = 990 m. Pohyboval sa stalou
rychlostou v, = 49,5 km/h. Ked mu

zostavalo do ciela s = 13,0 km, pustil

d . d . sa za nim stihaci peloton piatich prete-

obr. G-1 karov. Vzdialenost medzi prednymi

kolesami po sebe nasledujucich prete-

karov v pelotone bola d = 3,0 m. Pretekdr na cele pelotonu mal rychlost’

v =54,0km/h. Na cele pelotobnu sa pretekari striedali pravidelne kazdych

t; = 10 s. Celny jazdec sa odsunul bokom, mierne spomalil a odpo¢ival, kym zvy-

Sok pelotonu ho predbehol rychlostou v, potom sa zaradil na koniec pelotonu opat’
rychlostou v.

a) Aka bola priemernd rychlost vy, stihacieho peloténu (vyjadrite v jednotke
km/h)?

b) Dobehne peloton pretekara v zltom tricku, pokial’ ten udrzuje svoju rychlost
v, = 49,5 km/h az do ciel'a?

c) Ako d’aleko od ciel'a by dobehol peloton pretekara v zltom tricku, ak by sa vo
vedeni pelotonu striedali kazdych t, = 30 s?


https://pocasie.sme.sk/
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2. Pohare roznych tvarov
St kvapaliny, ktoré st rovnorodou zmesou réznych zloziek, ako napriklad mlieko.
Ak mlieko nechame stat’, smotana (s vysokym obsahom tuku) sa oddeli od zvysku
mlieka. Vytvori dobre rozpoznate'na hornt vrstvu v nadobe, pricom sa celkovy
objem kvapaliny nezmeni.
Na obrazku G—2 su znazornené pohare réznych tvarov, do ktorych sme naliali
rovnaké mlieko tak, Ze ich hladina bola v rovnakej vyske h (obrazky (a), (b), (c)).

@ (b) © (A) (B) ©
Obr. G-2

a) Na dno ktorej nadoby (obrazky (a), (b), (c) vlavo) posobi mlieko najvacsim,
a na ktory najmensim tlakom? Svoju odpoved’ zdovodni.

Po urcitom Case sa smotana oddeli od zvysku mlieka.

b) Preco je hribka vrstvy smotany v nadobe B na obrazku viésia a preco v nadobe
C na obrazku mensia, nez vV nadobe A na obrazku?

c) Na dne ktorej z nadob A, B, C na obr. G-2 vpravo pdsobi obsah nadoby najvac-
§im, a na dne ktorej najmensim tlakom? Svoju odpoved’ zdovodni.

O tlaku kvapalin pozri vhodny zdroj informacii, napr. tu: https://teachers-
paradise.webnode.sk/a2-7-tlak-kvapalin/

3. Mizniice Padovce

Od roku 1994 rychlo ubudaju 'adovce na pevninach aj na moriach. Na pevninach
sa ladovce nachadzaju v pohoriach (Himal4je, Alpy, Andy, Skalnaté vrchy, Aljas-
ka, Africka priekopova oblast’,...), tiez na Gronsku a Antarktide, kym na moriach
hlavne v Severnom l'adovom oceane.

V pohoriach sa zmen$uju ladovce ro¢ne o 400 miliard ton, v Gronsku roc¢ne
0 294 miliard ton a na Antarktide ro¢ne o 127 miliard ton.

Hustota I'adu p;, = 0,917 g/cm3.


https://teachers-paradise.webnode.sk/a2-7-tlak-kvapalin/
https://teachers-paradise.webnode.sk/a2-7-tlak-kvapalin/
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a) O kolko kilometrov kubickych sa zmensi objem uvedenych 'adovcov za jeden
rok?

b) O kolko milimetrov sa zvysi roéne hladina mori a oceanov v priemere, ak plo-
cha ocednov S, = 361,9 milidénov kilometrov §tvorcovych?

Keby sa roztopili vSetky 'adovce na pevninach, hladina mori a oceanov by sa zvy-
Sila priblizne o H = 70 m.

c) Kolko kilometrov kubickych 'adovcov je teraz na pevninach?

V Severnom arktickom oceane je uz len 22 500 km3 l'adu a jeho mnoZstvo prudko
ubuda (13 % za desat’ rokov).

d) O kolko milimetrov sa zvy$i hladina mori a oceanov, ak sa roztopia vsetky
Padovce v Severnom l'adovom oceane?

Pozndmka: Hustota vody z ladovcov p, = 1 000 kg/m3. Ak na ploche velkosti S
(nezavisle na tvare plochy) je vrstva vody hrubky h, objem tejto vody je V = Sh.

4. Mravenec na kolieskach

Na obrazku G-3 st tri kolieska. Ich osi (okolo ktorych sa vol'ne otacaju) su spojené
pomocou pevného trojuholnikového
ramu (obr. G-3). Obvody koliesok su
30 cm, 15 cm a 10 cm. Ak sa Kkolieska
pohybuju, tak v mieste dotykov nepre-
Smykuju — ani medzi sebou, ani na
podlahe.

a) Kolkokrat sa oto¢i pri pohybe po
podlahe najmens$ie koliesko, ak ko-
liesko vpravo sa otoci 4-krat?

Obr. G-3

b) O kolko sa posunie ststava koliesok, ak najvécsie koliesko sa oto¢i 3 aj
polkrat?

C) Mravec na najvac¢som koliesku sa udrzuje neustale na vrchu. V ktorom smere
a akou rychlostou sa musi pohybovat’ na povrchu najvéac¢sieho kolieska, ak ta-
hame kolieska rychlost'ou v v smere, ako ukazuje obrazok?

d) O kolko stupriov sa pootoc¢i velké koliesko, ak najmensie sa pooto¢i raz okolo
svojej osi?

e) O kolko stupniov sa pooto¢i vel'ké koliesko za sekundu, ak kolieska tahame
rychlostou v = 90 cm/min?
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5. Experimentalna tloha — Hrubka grafitovej vrstvy
Ked’ piSes alebo kresli§ ceruzkou na papier, zanechava$ na papieri vrstvu grafitu.
Surovy grafit je Cierny, preto bezné ceruzky s grafitovou tuhou zanechdvaju ¢iernu
stopu. Pouzi ceruzku s miakkou tuhou (BB, 2B, pripadne B) a kresli na papier.

Uloha
Navrhni metodu, ako zmerat’ hriibku grafitovej vrstvy, ktort zanecha ceruzka, ked’
kreslis alebo piSes. Zmeraj hrabku grafitovej vrstvy na papieri.

Pomocky
Papier, pravitko, mékk4 tuha daného priemeru (najlepSie mikka mikrotuha BB
alebo 2B s priemerom 0,5 mm).

Postup
Pouzi postup, ktory si navrhol pre meranie a vykonaj meranie. Meranie opakuj
aspon 5-krat. Potrebné udaje zapi§ do prehl'adnej tabulky, a vzajomne ich porov-
naj.

Autori navrhov uloh: Boris Lacsny E1,4,5, F1,3-5;G1,5 Aba Teleki E2,3,6,7, F2,6,7,G2-4
Recenzia a iprava loh a rieSeni: Ivo Cap

Redakcia: Ivo Cap

Vydal: Slovenska komisia fyzikalnej olympiady

IUVENTA — Slovensky institat mladeze, Bratislava 2021
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JUBILEUM

Doc. RNDr. Pavol Gresak, CSc.
sa doziva vyznamného Zivotného jubilea

Doc. RNDr. Pavol Gresak, CSc. oslavil v maji
tohoto roku 85 rokov. Je to prilezitost
pripomenat’ si jeho prinos pre matematiku,
Zilinska univerzitu a Jednotu slovenskych
matematikov a fyzikov.

Pavol Gresak sa narodil 8. maja 1936 v
Neslusi na Kysuciach. V rokoch 1942 — 1951
absolvoval zakladnu Skolu. Dva roky Studoval
na redlnom gymnaziu a potom na Jedenast-
roénej strednej kole v Ziline, kde v roku
1954 uspesne zmaturoval®. V rokoch 1954 —
1958 Studoval na Fakulte prirodnych vied
Vysokej $koly pedagogickej (VSP) v Bratisla-
ve aprobaciu matematika-deskriptivna geo-
metria. Stadium ukongil s vyznamenanim. V
rokoch 1958 — 1959 pracoval ako asistent

Doc. RNDr. Pavol Gresdk, CSc. Katedry matematiky na VSP a v rokoch 1959

— 1961 na Katedre matematiky Prirodo-
vedeckej fakulty UK (PF UK) v Bratislave. V rokoch 1961 — 1962 posobil ako
odborny asistent na Katedre geometric PF UK. V roku 1953 vznikla v Prahe
Vysoka $kola Zelezni¢na (VSZ), ktora sa transformovala na Vysoki $kolu
dopravna (VSD) a v roku 1961 sa prestahovala do Ziliny. TakZe mlady Palko
Gresadk dna 1. oktobra 1962 nastipil na Katedru matematiky Fakulty strojno-
elektrotechnickej (SET) VSD v Ziline. Od za&iatku nastupu na VSD, (ktora neskor
zmenila nazov na Vysoka $kolu dopravy a spojov — VSDS, a este neskor sa
transformovala na Zilinsk(i univerzitu) prednasal a viedol cvi¢enia z matematiky,
algebry a geometrie v dennom, externom aj ve¢ernom Studiu. Bol konzultantom

® Systém $kolstva sa totiz v tych rokoch viackrat zmenil. Realne gymnazia boli nahradené
JSS-kami, teda jedenastroénymi strednymi skolami. O niekolko rokov neskér osemro¢né
zékladné $koly boli nahradené devitroénymi ZDS-kami a JSS-ky boli nahradené SVS-
kami, teda strednymi v§eobecnovzdelavacimi skolami.
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a skasal aspirantov v predmete aplikovana matematika na fakulte SET, neskor
doktorandov na Fakulte prevadzky a ekonomiky dopravy a spojov (PEDaS) a na
Elektrotechnickej fakulte. Po vzniku Fakulty prirodnych vied Zilinskej univerzity
vypomahal tejto fakulte s vyucbou geometrickych predmetov pre ucitel'ské Studijné
programy v jednom akademickom roku. Ku $tudentom bol naro¢ny, ale priatel'sky,
ochotny poradit’.

Vo februari 1974 uspesne obhajil kandidatsku dizertacni pracu na PF UK
V Bratislave a ziskal hodnost’ kandidata fyzikalno-matematickych vied, teda CSc.
V prvom obdobi vedecky pracoval v oblasti klasickej diferencidlnej geometrie
a publikoval prace, v ktorych pouzival metddu Cartanovych vonkajsich foriem.
V decembril980 uspesne obhajil habilitacnu pracu: “Nelinedrne konexie druhého
radu na istych varietach* na PF UK v Bratislave. Minister Skolstva ho 1.6.1981
menoval docentom pre odbor matematika. V d’alSom obdobi pracoval v oblasti
Strukturdlnych problémov diskrétnej geometrie v rdmci vedeckého seminara
vedeného doc. RNDr. Vojtechom Balintom, CSc.

Isté obdobie pracoval ako redaktor Gasopisu Price a $tudie VSDS — séria
matematicko-fyzikalna, ktory sa neskor transformoval na Studies of the University
in Zilina — mathematical series. Napisal kvalitné skriptd pre predmet algebra
a geometria, je spoluautorom d’algich 12 titulov skript a jednej vysokoskolskej
ucebnice.

V akademickom roku 1980-1981 vykonaval funkciu veduceho Kkatedry
matematiky fakulty SET. Od 1. 9. 1981 rozhodnutim ministerstva Skolstva bola
vytvorend jedina katedra matematiky na VSDS, na ktorej vykonaval funkciu
zastupcu veduceho katedry do 31. 8. 1982. V obdobi od 1. 9. 1982 do 31. 9. 1985
vykonaval funkciu vediceho tejto katedry. V ¢ase od 1. 9. 1985 do 25. 1. 1990 bol
prodekanom pre vychovno-vzdelavaciu ¢innost’ na fakulte PEDaS. Od 15. 4. 1990
bol povereny vedenim katedry matematiky na fakulte PEDaS. Od 31. 1. 1991 bola
katedra preradend na stavebnu fakultu, funkciu veduceho tejto katedry vykonaval
do 31. 1. 1994. Od 1. 9. 1994 Cast tejto katedry presla znova na fakultu PEDaS,
kde funkciu veduceho katedry matematiky vykonaval do 31. 8. 1998.

Docent Gresak bol vedicou osobnost’ou Jednoty slovenskych matematikov a
fyzikov. Do Jednoty vstipil roku 1957 este ako Student. UZ v roku 1961 aktivoval
svoju pracu v bratislavskej pobocke Jednoty prednaskami pre Ziakov strednych
$kol - rieSitefov Matematickej olympiady. Po prichode do Ziliny sa zapojil do
aktivit vedenych RNDr. Ladislavom Bergerom. Z tychto aktivit treba vyzdvihnat
najma letné Skoly v Poprade, kde mal na starosti sekciu z diferencialnej geometrie.
Samostatne organizoval jednu zimni a jednu letni Skolu z diferencidlnej
geometrie. Mnoho rokov bol aktivnym ¢lenom skupiny zilinskych matematikov,
ktora organizovala konferencie slovenskych matematikov v Jasnej pod Chopkom.
V ¢lanku [1] ndm pomohol objasnit’ zaciatky tychto konferencii, za ¢o vd’acime
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najmé jeho vybornej paméti, ktord si zachoval do dnesnych dni. Bol ¢lenom
Komisie pre vyu¢bu na vysokych S$kolach technickych, ekonomickych a
polnohospodarskych (Komisia VSTEP), ktora pracovala v ramci JCSMF vela
rokov. Podiel’al sa na organizacii niekol’kych konferencii tejto komisie. Bol ¢lenom
vyboru Matematickej sekcie JSMF viac funkénych obdobi. Jedno skratené funkcéné
obdobie bol aj predsedom Slovenskej matematickej spolo¢nosti (SMS). V rokoch
2004 a 2005, ked’ bol predsedom SMS, zastaval aj Cestnu funkciu predsedu
konferencie slovenskych matematikov. Mnoho rokov pracoval v réznych funkcidch
JSMF od predsedu pobocky v Ziline az po &lenstvo v UV JSMF. Vymenovat
vSetky jeho aktivity je vel'mi tazké a je potrebné za nimi vidiet' obrovské mnozstvo
hodin réznorodej prace. Za tuto ¢innost’ bol oceneny réznymi diplomami, titulom
zasluzilého Clena a nakoniec aj Cestného ¢lena JSMF a pri prilezitosti 150. vyrocia
zalozenia Jednoty v roku 2012 bol oceneny Pamidtnym listom predsedu
celoslovenského vyboru JSMF.

Za dlhoro¢nu tspesnu pedagogickl ¢innost’ bol neddvno oceneny Pamitnou
medailou J. A. Komenského, ktor mu v roku 2016 udelila rektorka Zilinskej
univerzity pri prilezitosti Dna ucitel'ov.

K zivotnému jubileu Palkovi Gresakovi prajeme, aby sa eSte vel'a rokov tesil z
dobrého zdravia. A my sa teSime na d’alSie stretnutia s nim.

Vojtech Balint’ a Mariana Marcokova.®

Literatira—References

[1] P. Gresak: Nieco o tom, ako to Vv Jasnej pod Chopkom zacalo. 40. konferencia slovenskych
matematikov, Jasnd pod Chopkom, 27.-30. november 2008, EDIS — vydavatel'stvo Zilinskej
univerzity, 2008 (editori: E. Capkova, M. Marcokova), 40-48.

[2] O. Grosek®™: Jozef Sikora 75-rocny. Obzory matematiky, fyziky a informatiky, vol.: 25, no.: 44
(1996), 65-66.

Errata: OV ¢lanku [2], ktory vysiel v OMFI 1996/44 je chybne uvedeny autor.
Autorom je Pavol Gresak, a nie Otokar Grosek, ako je uvedené v publikovanom
¢lanku

"Néam. L. Fullu 21, 010 08 Zilina, e-mail: vojtech.balint@gmail.com
8 Tulska 24, 010 08 Zilina, e-mail: mariana.marcokova@gmail
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SPOMINAME

Zivot a dielo profesora Martina Gavalca
(1942-2021)

Dila 23. marca 2021 nas nahle opustil pro-
fesor Matin Gavalec. Stal sa obetou virusu
COVID-19, ktory bez pridruzenych ocho-
reni za kratky Cas spOsobil v jeho organiz-
me fatdlne zmeny. Odisiel ¢lovek, obdareny
mnohymi talentami, ktory cely svoj zivot
zasvitil svojej milujicej rodine a praci,
ktora ho nesmierne naplifiala - vzdelavaniu
mladych l'udi a vedeckému badaniu.

Profesor Martin Gavalec Studoval na
Prirodovedeckej fakulte Univerzity Komen-
ského v Bratislave vedecku $pecializaciu v
odbore Matematika. Jeho matematicka ka-
riéra zacala na Matematickom ustave SAV
Vv Bratislave, odkial’ neskor presiel na Priro-
dovedecka fakultu UPJS v Kogiciach. Na
vtedajSej Katedre geometrie a algebry sa
okrem vedecko-pedagogickej ¢innosti po-
dielal na tvorbe a realizacii systému aktiv- Prof. RNDr. Martin Gavalec, CSc.
neho vyhl'adavania talentovanych Studentov
zaujimajicich sa o Stadium matematiky. Vysledkom tejto Cinnosti bol zvysSeny
narast $tudentov na PF UPJS ako aj mnoho tispenych riesitelov v krajskych, celo-
Statnych a medzinarodnych kolach matematickej olympiady. Pdsobil devét rokov
ako predseda Krajského vyboru Matematickej olympiady. Stal pri zrode vychodos-
lovenského KoreSpondencného matematického seminaru.

V roku 1975 obh4jil dizertaéna pracu a ziskal vedecky titul kandidata vied v
odbore Algebra a tedria Cisel. Jeho nasledujucim pdsobiskom sa stala Univerzita
veterinarneho lekarstva a farmacie v KoSiciach. Na Katedru matematiky
a teoretickej informatiky Fakulty elektrotechniky a informatiky Technickej univer-
zity v Kosiciach presiel v roku 1992. V tomto obdobi sa zacal venovat vedeckej
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oblasti tzv. diskrétnym dynamickym systémom. Ziskané vysledky a publikované
prace ho posunuli medzi $picku v odbore. Mnohé jeho publikacie boli zasadné
a obsahuju zovseobecnenia dovtedy zndmych netplnych poznatkov. Na zaklade
dosiahnutych vysledkov ziskal na Fakulte informatiky a managementu Univerzity
v Hradci Kralové funkéné miesto docenta. Bola to vyzva, ktora sa Martin rozhodol
akceptovat’ v roku 1998 a nasledne sa s celou rodinou prestahoval do Hradca Hra-
lové. Posobenie na novom, modernom pracovisku s vel'mi prajnou pracovnou at-
mosférou sa ukazalo ako najplodnejsie obdobie Martinovej vedeckej kariéry. Pub-
likoval v najprestiznejsich vedeckych ¢asopisoch, opakovane ziskal cenu rektora
univerzity za najlepsie publika¢né vystupy a v roku 2017 mu mesto Hradec Kralo-
vé udelilo medailu ako ocenenie jeho akademického posobenia na Univerzite vV
Hradci Kralové. Medzi najznamejSie prace patria publikacie zamerané na interva-
lova analyzu diskrétnych dynamickych systémov v extremalnych (max-plus, max-
min a max-Lukasiewicz) algebrach a algoritmické rieSenie niekolkych dovtedy
otvorenych problémov z oblasti stabilnych stavov v diskrétnych dynamickych sys-
témoch s nepresnymi datami, ale aj algoritmy, ktoré efektivne riesia dvojstranné
max-min linearne systémy. Popri hlavnom zamerani na extremalne algebry a dis-
krétne dynamické systémy, mal prace aj z inych oblasti ako su fuzzy logika, ope-
racny vyskum, deterministicka teéria hromadnej obsluhy, biomedicinske aplikacie
a d’alsie. Bol riesitelom niekol’kych vedeckych projektov zédkladného vyskumu, na
ktorych posobili spoluriesitelia z Karlovej univerzity, Sliezskej univerzity, Univer-
zity Palackého, Univerzity v Birminghame a Technickej univerzity v Kosiciach.
V roku 2006 bol menovany profesorom v odbore Aplikovana matematika.

V pedagogickej oblasti bol autorom alebo spoluautorom niekol’kych u¢ebnych
textov z oblasti optimaliza¢nych metod, pravdepodobnosti a matematickej Statisti-
Ky, vysokoskolskej uc¢ebnice Algebra a teoreticka aritmetika a dvoch monografii
Periodicity in Extremal Algebras a Decision Making and Optimization.

Tesili ho vyjdené publikacie, ale ked’Ze cesta je ciel’, va¢siu radost’ mu prinasalo
samotné badanie. Bol hibavy, trpezlivy a stale optimisticky. Nim vyslovené slova a
vyslané myslienky boli hlboké, povzbudzujice a laskavé. Pokojna povaha a rozva-
ha boli jeho silné stranky, pre ktoré ho vyhladavali kolegovia a priatelia. Kazda
komunikacia podporena Sirokou rozhl'adenostou a sc¢itanost'ou bola prilezitostou
viest’ dialdg na rozne témy. Ludi si ctil. Jeho poslanim nebolo I'udi menit’, ale po-
mahat im. Bol to cielavedomy Clovek. Nevzdaval sa. Bol aktivny do poslednej
chvile svojho zivota. Mal eSte svoje plany a ciele. Aj ked’ uz nie je medzi nami,
zanechal pre nas svoje dusevné bohatstvo a midrost.

Bol chéapajicim a napomocnym aj pre doktorandov a kolegov. V case, ked’ sa
potencial spoloénych seminarov doktorandov ukazal ako malo efektivny, zvolil
¢asovo narocnu formu individualnych konzultacii. Tento pristup pozitivne zmenil
vzt'ah Skolitel' - doktorand a vztah Studentov k badaniu, vysledkom coho bolo
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mnozstvo kvalitnych vedeckych vystupov a vysoka tuspesnost’ doktorandského
Studia. Plynuld komunikécia v Styroch svetovych jazykoch bola d’alsim jeho da-
rom, ktorym premostoval odborné kontakty a vyuZzival na konferenciach a poby-
toch na univerzitach v Spojenych statoch, Mexiku, Australii, Argentine, Japonsku,
Rusku a v mnohych eur6pskych krajinach a tiez pri organizovani medzinarodnych
vedeckych podujati.

Opustil nas skvely ¢lovek, vazeny kolega a uznavany vedec. Martin, Tvoje za-
sluhy na rozvoji extremalnych algebier a diskrétnych dynamickych systémov st
nezabudnutel'né. Sme Ti vd’acni za Tvoj l'udsky pristup a odborny prinos. Budes
vel'mi chybat’ nie len ndm, Tvojim kolegom po celom svete, ale najviac zo vSet-
kych, Tvojej rodine.

Cest’ Tvojej pamiatke!
Jan Plavka®

9 Katedra matematiky a teoretickej informatiky, Fakulta elektrotechniky a informatiky
Technickej univerzity v KoSiciach, Nemcovej 32, 04001 Kosice, e-mail: jan.plavka@tuke.sk
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 2/2021 (50)

RECENZIA

Vyjadrenie k ,,uCebnici*

Recenzia na knihu Mareka Lisku a kol.: Funkcie
Matika pre spoluziakov, Bratislava, 2018

Pohl’ad matematika

Vojtech Balint

Marek Ligka, Tomas Valenta, Lukas Kréal a kolektiv sa v CR rozhodli, Ze oni st
preduréeni naucit’ matematiku kazdého. A kazdého ju naucia dokonca aj proti jeho
voli, teda naucia aj takych, ktorym sa ucit’ nechce, takze kazdy sa ta protivnu a
nepotrebnu matiku nauci bez prace.

Spominany kolektiv autorov ,,spachal serial knih matika pre spoluZiakov, alias
my t’a to naucime. Volakedy bolo zvykom, Ze seridznu ucebnicu musi najprv re-
cenzovat, a teda schvalit’ jej vydanie, profesor alebo docent. Proste niekto, koho
odborné vedomosti boli nespochybnitel'né. Pravda je, Ze dnes ani tituly prof. alebo
doc. nezaru¢uju nespochybnitel'né vedomosti, ale predsa len Cosi eSte znamenaju —
aspofi v matematike. Zijeme viak v ¢asoch, ked’ Pudia maju len prava, lebo na po-
vinnosti sa nejako zabudlo, slovo povinnost’ je nepopularne. TakZe ,,u¢ebnice* ma
pravo pisat’ kazdy a urcite si najde vydavatel'a — najméa ak ide o knihy (na sloven-
ské aj Ceské pomery) s velkym nakladom, ktory sa bude navyse pravidelne opako-
vat’. Je to proste biznis, nech uz autori tvrdia ¢okol'vek. Zaujem sa zabezpeci neha-
nebnym klamstvom, Ze takto sa matematiku nauci kazdy — to urcite vzbudi zaujem
rodi¢ov. A kazdoro¢né vydavanie sa zabezpeCi tzv. pracovnymi zoS$itmi, ktoré su
na jedno pouzitie, si mimoriadne neusporné (obrovské vol'né plochy pre dvojriad-
kovy vypocet), a teda st obzvlast’ nepriatel'ské voci prirode. Pracovny zosit je ob-
rovské plytvanie papierom. Na Slovensku dokonca vznikla kvéli tomuto biznisu
eseroCka PreSpoluziakov.sk.s.r.o.

Pozrel som ¢ast’ Funkcie a samozrejme aj prislusny pracovny zoSit. NapiSem
svoj nazor a robim tak (bezplatne) na poziadanie JSMF. Nie je to recenzia, od kto-
rej zavisi, Ci sa publikacia vyda alebo nevyda. Z toho dévodu sa nebudem venovat’
hl'adaniu kazdej chyby, ¢o sa robi obvykle ako pomoc autorom preto, aby publika-
cia bola po odbornej stranke ¢o najkvalitnejsia. Niektoré z tych chyb uvediem.
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PredovSetkym vo vSeobecnosti plati, Ze ak veta nie je spravna syntakticky
(tj. je chybna z jazykového hladiska), tak neméZe byt’ spravna matematicky.
Takych chyb je tam hodne. Snaha vyjadrit’ nieco ,,Studentskym jazykom®, aby to
vraj bolo zrozumiteI'né, neopraviiuje autora matematického textu k takym zjedno-
duseniam, aby vznikli nepresnosti, nejasnosti, viacznacnosti a uz vobec nie hrubé
chyby. Ved’ prave matematika je ta disciplina, kde by sa zaujemca — uchadzac
0 hrdy titul maturanta — mohol a mal naudit’ logicky mysliet. Nepresnosti autorov
neraz dokonca zahmlievaju podstatu.

Pocitanie vzorovych prikladov je miestami az trapne podrobné, zrejme za tice-
lom ¢o najvacsieho poctu stran. Budi to dojem, Ze autori si povedali, ze ,, Teodor, aj
ked' nic¢ nevies a si lenivy, my ta to naucime*. PoctivejSie by bolo Teodorovi pove-
dat’, Ze nieCo sa predsa len bude musiet’ naucit’ on sdm. Lebo aj ked’ tomu on, Teo-
dor neveri, ked’ sa nieCco malo naucil (obvykle definiciu, aby vedel o ¢om to je a k
tomu nejaku vetu, teda poznatok o suvislostiach), zrazu pride pochopenie a nemusi
prechadzat’ vel'mi vela rozvlacne rieSenych prikladov, ¢o mu zaberie ovela viac
Casu. Navyse, tie vyrieSené priklady nepomdézu vtedy, ked’ sa stretne s formulaciou,
ktora bude ¢o len trochu ina. Budi to dojem, Ze rieSenia su pisané pre ziaka, ktory
sa sice ucil a vzhl'adom na vek asi uz aj nieco iné (ved’ sa tam spomina maturita),
ale ni¢ nie je schopny si zapamaétat, preto mu to treba nepretrzite opakovane pri-
pominat’. Poznamenavam, ze metédou opakovania trivialit u¢ime psov a zvierata
vo vSeobecnosti... Ciel’ predviest’ rieSenie zrozumitel'ne pre kazdého (. j. aj pre
slabych ziakov, ktory nejavia zaujem nieco sa naucit) je pochopitel'ny, ale len na
jednom priklade. RieSenia d’al§ich by uz mali byt ¢oraz d’alej kratsie.

Pristipim ku konkrétnostiam.

Str. 14, 2. odsek, autori piSu: ,,Svet je piny funkcii. Dokonca aj v Zivote sa pou-
Zivaju matematické terminy. Predstav si, Ze by si spdachal protizakonny cin, tak
pravny predpis by potom urcil priebeh tvojho trestu.” Nuz, toto je hodne slabo-
duchy priklad. Nech je mi dovolené nepomahat’ autorom desiatimi d’aleko inteli-
gentnejSimi prikladmi zo zivota.

1465

Na rozdiel od autorov si nemyslim, ze funkcia je automat na zuvacky a podla
mna funkcia nie je ani o trochu neskor uvedeny demolacny stroj.

144

~Kazdej hodnote, ktord spada do definicného oboru, je priradend ina hodnota

Z oboru hodnét.” To je samozrejme hlupost’! Vedia to aj autori, lebo hned’ za tym
pisu: ,,Méze sa stat, Ze dve rézne hodnoty z definicného oboru budu mat rovnaki
hodnotu z oboru hodnot. “ Lenze slaby ziak, pre ktorého je to pisané, si len tazko
vyberie, Ze ktord veta plati: prva alebo druhd. Navyse v tej druhej vete chyba slovo
priradenu. Lebo bez toho slova dostaneme nezmysel, ktory sa vyskytuje velmi
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Casto (takmer systematicky) aj d’alej, dokonca v krystalickej forme: Jedno x mad
vzdy maximalne jedno y. StruCne teda: x ma y ... a podobne aj v opa¢nom garde,
teda y ma x. Vsade chyba podstata, slovo priradené. Ze by podla autorov Ziak
nebol schopny pochopit’ slovo priradenie?

15 stred: ,,Kazdy z nas je tak trochu funkcia. Myslim, Ze nasilie pachané na
matematike a aj na jazykovej kultare by malo mat’ svoje hranice.

154

»Ak zmenis x, zmeni sa mozno aj hodnota y.“ Slovo mozno tam, ale nenapisali.
To je podstatny rozdiel. Chépu to autori?

Autori ucia ziakov vyjadrovat’ sa nepresne. Niekedy je dovolené vyjadrovat’ sa
aj nepresne, ale treba na to upozornit’! Pri vysvetlovani zlozitych pojmov alebo
stvislosti neraz ,,zasvietime svetlo” z inej strany len preto, aby sa to zdalo jedno-
duchsie. LenZe pri kazdom takom ,,0svetleni“ zdéraznime, Ze v tomto svetle nie je
vidno vSetko, ukazuje sa len jedna vec, ostatné su v tieni. Nepresnosti v matemati-
ke st enormne Skodlivé. UCit matematiku len preto, aby ziak uspesne presiel cez
nejaké skasky, je mimoriadne hlupy ciel. Hlavnym cielom tejto ,,ucebnice™ je vSak
prave toto (okrem finan¢ného zisku autorov a vydavatel'stva).

Potom za¢nu neprijemnosti s pouzivanim symbolov. Mnoho autorov totiz ma
problémy s logikou. Co znamena pre autorov symbol —? Ako sa to ma &itat'? Lebo
autori piSu: x sa zobrazi na vyraz x — 5. LenZe o kasok d’alej (a potom mnohokrat)
toto uz nefunguje!

15,
e x2+1 22+1 N . . A
zIty blok: f:y = iz f(2)= BTy Tu sa uz ukazuje nezmyselny spdsob

pouzivania symbolu —. Co ten symbol znamena a ako sa ¢ita?

Str. 17, prvy zlty blok: ﬁ - 2—x # 0 - x # 2. Tu uz naplno vynikne ne-

zmyselnost’ pouzivania symbolu —. Lebo nefunguje to ako priradenie a nefunguje
to ani ako implikécia. A Casto sa ta Sipka vyskytuje aj trikrat za sebou.

Str. 17. Funkcie su malovanky. Naozaj? IThned’ za tymto heslom je napisané to-
to: ,,Najjednoduchsim sposobom, ako funkciu zakreslit, je ndjst niekolko bodov,
ktorymi funkcia prechddza. ... Body so suradnicami [x,y| potom zakreslis do grafu
a spojis ciarou. Je vSak treba si davat pozor, pretoze vietky funkcie nie su ,, plynula
ciara®, ale casto mavaju velmi nepredpokladany vyvoj.*“ LenZe tento d’alsi upres-
fiujuci text uz nenapravi vel'a na tom, ¢o si zapamaita slabsi ziak, pre ktorého je
,ucebnica® pisana: body treba spojit’ ¢iarou.

Ano, body treba spojit’ &iarou, ale az potom, ked’ vieme jej vlastnosti! (O spaja-
ni bodov podla navodu pisal okrem inych aj prof. Jozef Dobos, vid [1].)
A samozrejme nekresli sa funkcia, ale jej graf.

25,1 ,,Ani vypocitany obvod potom nebude nezdporny.”“ To je asi len nepozor-
nost, aj ked’ mrzuta...
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262 ,,Prostd funkcia je takd funkcia, pri ktorej ku kazdym dvom réznym x 7 defi-
nicného oboru existuju dve rozne y z oboru hodnot.* Toto je uz ovel'a horsie, ako
to, €o je na str.144: ,, x ma y...“ Trvam na tom, Ze namiesto existuju je bezpodmie-
necne nutné napisat’ su priradené. A mensie gulocky f(x;), f(x,) na obrazku su
mimoriadne mitice dokonca aj pre ¢loveka, ktory vie, o o ide.

Str.26. Bude dnes inverzia? Tu sa nachadza ¢asto pouzivany nezmysel: ,,in-
verznd funkcia sa oznacuje hornym indexom ~1, napr. f~1 “ Inteligenti pouzivaju
dolny index, teda f_;. Robia tak uz len preto, aby sa to neplietlo s prevratenou
hodnotou, ktora sa samozrejme hojne pouziva aj v tejto publikacii! Je nezmyselné
odvolavat’ sa na to, Ze predsa v hromade knih je 1, lebo vo vsetkych tych kni-
hach je to z pedagogického hPadiska zle! Aj slaby Ziak si (moZno) zapamita, Ze

41 =1

a —» amy to po fiom chceme (1), takZe samozrejme aj f~1 = f. Potom sa ziak

so svitou prostotou pyta ,,Preco sa robi taka veda okolo inverznej funkcie, ked’ je
to vlastne prevratena hodnota?. (Autori neskor na str.125 dokonca pouziji slovo
,prevratena“.)

Str.27. Priklad 2: ... fry = %x + 3. Postup v Zltom bloku vyzera nasledovne:
fiy= %x +3- fTlix= %y + 3, ale o pér riadkov d’alej je f~1:y = 2x — 6.

Okrem uz spominaného nejasného vyznamu symbolu — a nevhodnosti symbolu
£~ sa tu ndjde aj jedna z najpodstatnejSich chyb v matematike: dve rozne veci
oznacené tym istym symbolom f~1. T4 prvéa funkcia (t. j. predpis, pravidlo, prira-
denie) vydeli veli¢inu dvomi a potom pripocita tri, t4 druhd veli¢inu vynasobi
dvomi a potom odpocita 6.

str.28, Priklad 3, funkcia g je dané tabul’kou (pre 6 roznych hodndt x) takze text
»Vypocitaj D(g),H(g)...*“ je smieSny, ziak ni¢ nebude pocitat, lebo to vidi... Je
tam vSak aj jedna podstatna chyba: pre hodnotu x = 1 je v tabulke priradena zau-
jimava hodnota — . Lenze autori hodnotu x = 1 nezaradili do defini¢ného oboru.
Je to v prikrom rozpore s ich definiciou funkcie (str.14): Funkcia je zobrazenie
mnoziny A (mnozina vzorov x) do mnoziny B (mnozina obrazov y). A pod obraz-
kom je napisané: ,,Predstav si funkciu f ako automat na Zuvacky. Ak donho vhodis
50 centov, vypadne ti zuvacka za 50 centov. Ak donho vhodis 1 cent, vypadne ti
cent naspdt, pretoze Ziadna Zuvacka za 1 cent neexistuje. Ano, na riadkoch 5-6
dole na str.16 je veticka, Ze ,,Ak nie je uvedené inak, pocita sa s tym, zZe definicnym
oborom je mnozina vietkych redlnych cisel.*“ Lenze tu je tabulkou povedané, Ze je
to inak. A navyse nikde sa nenachddza, ze obor hodndt je podmnozina mnoZziny
realnych Cisel, takze je mozné nejakej hodnote x priradit’ aj napr. macku alebo —.

V priklade 6 na str. 31 v prvom sivom bloku je pozoruhodna formulacia: ,,Vies,
ze menovatel' v zlomku sa nesmie rovnat nule, a preto das cely vyraz pod zlomko-
vou ciarou do rovnice (s preciarknutym znamienkom rovnosti) s nulou.” To ziak sa
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len teraz dozvie o symbole # ? O slovnom spojeni ,,dds do rovnice a o tej pred-
lozke ,,v* radSej poml¢im.

Str.32, zhrnutie oborov ., ...vyraz pod odmocninou nie je zaporny*. Autori nao-
zaj nevedia vypogitat’ Y/—8 alebo je im zat'azko napisat’ parnou odmocninou?

324 prohodis je pripustny preklep (zrejme prekladatelia zabudli pri Gprave po-
vodného Ceského textu prepisat’ 0 na e.)

Str.35, Spojitost’ funkcie. ,,Vo vseobecnosti je potrebné si funkciu rozkuskovat
na problémové miesta, t. j. miesta, kde sa zmeni znamienko (pri absolutnej hodno-
te), alebo kde nie je funkcia definovanad a podobne.” Ukazuju sa zasadné medzery
v znalostiach autorov. Mali by si zopakovat’ nasledovné: Funkcia f(x) = |x| je
spojita a na zaklade vety o spojitosti zlozenej funkcie absolitna hodnota nemoéze
spOsobit’ nespojitost’.

Str.38, Priklad 2: ,,Ur¢ a dokdz, ¢i je funkcia f(x) = x* pdrna alebo nepdrna.*
Ur¢it’ a dokazat® to alebo ono je nacvik nepresnych formulacii. Slovo urcit’ je tu
zbyto¢né, lebo urcit’ teoreticku zalezitost’ znamena dokazat’ ju. Zda sa, ze pod slo-
vom ur¢it’ mali autori na mysli dosadenie ¢isel 2 a —2, ¢o predvadzaju na 8 riad-
koch. LenzZe to je zbytoéné: ak f(2) = f(—2), tak este nie je parnost’ urena. A
zbyto¢né dosadenie dvoch opacnych Cisel opakuju aj v d’alsich prikladoch. Autori
mali zacat’ tym, o je v tretom sivom bloku: ,, ... pred x dds minus*. Ked’ uz autori
chceli ziskat' nepotrebné riadky, mohli to urobit’ inteligentne: Pretoze f(—2) =
f(2), funkcia neméze byt neparna. Skusime teda dokazat' vztah f(—x) = f(x)
pre vSetky realne Cisla, teda skiisime dokazat’, Zze funkcia je parna. A zaver prikladu
v poslednom zltom bloku len potvrdzuje snahu napisat’ ¢o najviac riadkov: ,,Funk-
cia dand predpisom x* je parna, nie nepdrna*. K éomu je dobra ¢ast’ za &iarkou?
Vnasa to do hlav slabsich ziakov len nejasnost’, ¢i by funkcia nemohla byt aj parna
aj neparna. Iste, funkcia konstantne rovna nule ako jedina, uvedena na str.39. Nie-
komu sa méze zdat’, Ze to prehanam, ale Ze to tak nie je, potvrdzuje aj priklad 3 na
str.38, ,,Ur¢ a dokdz, ¢i... kde zaver je: ... funkcia g je len nepdrna®.

Ku strane 40. Pozoruhodn4 je snaha autorov vyhnut sa pouzitiu velkého kvan-
tifikatora, ¢o neraz vedie aj k nezmyslom. Samozrejme, da sa tomu kvantifikatoru
vyhntt: Ak A, tak B. Nie je explicitne pouzity velky kvantifikator pred tym pred-
pokladom A, lebo je tam zaml¢any: VZdy, ked plati A, potom plati aj B. Niekedy
ale naozaj nie je dovod zamlcat’, ze ide o vSetky objekty, ktoré to A spliiuju. Ba
dokonca je vhodné to zdoéraznit'! Na str. 40 je tabulka o monotonnosti funkcie.
Lenze namiesto toho, aby autori v definicii poctivo napisali ... pre vSetky x, x5
také, Ze x; < x,..., tak hore napisali ,,Charakteristika (x; < x,), a potom su jed-
notlivé typy monotonnosti: f(x;) < f(x3),, ... PredovSetkym: o je to charakte-
ristika? Tymto slovom chceli nahradit’ kratucké slovo ,,Ak", ktoré je v matematike
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jedno z najpouzivanejsich? Vedie to dokonca na neprijatelny postup pri urCovani
monotdnnosti, ako sa ukazuje d’ale;j.

Str.41, Priklad 4. ,,Dokaz, zZe funkcia f:y = —2x + 3 je klesajuca.“ Postup je
opisany v modrom bloku: ,,Pre dokaz pouzijes definiciu klesajucej funkcie, do kto-
rej dosadis predpis funkcie, pricom na jednu stranu das rovnaky predpis a na dru-
hu stranu nerovnice das za x vyraz x + 1 a vypocitas nerovnicu. Ak ti vyjde, Ze
nerovnost plati, tak je funkcia klesajuca.*

Odhliadnime od drobnosti, Ze nerovnica sa nevypocita, ale vyriesi. Absolutny
nezmysel je ale Cast’,,dds za x vyraz x + 1. Toto autori aj zrealizujii na 5 riadkoch
zltého bloku, ktory kon¢i nerovnostou 0 > —2 . Potom nasleduje sivy blok, kde
znovu potvrdia (takze to nie je ndhoda!), ze ,, ... namiesto x das x + 1, pretoze
potrebujes zaistit, aby x, bolo vicSie ako x4, ¢o urobis vdaka pripocitaniu hodnoty
1 (mozes v podstate pouzit’ akékolvek kladné cislo)...”

K tomu je uz tazké nie¢o dodat. Ze nejde o moje zveli¢ovanie chyby, potvrdia
autori za tym sivym blokom, ked’ napisu, ze ,,Vyslo, Ze 0 je vicsia ako minus dva,
¢o plati vzdy. Tymto sa uspesne dokdzalo, ze funkcia f je klesajuca, ...

425 ,, ...globdlne maximum... je asi len preklep, aj ked’ mrzuty. Ma byt global-
ne minimum.

424 ,, Funkcia g je ohranicend zdola cislom a = —1 a ich globdlnym minimom
je bod Min. Rovnako, ako je celé more ohranicené zdola samotnym dnom.* Slovo
ich je hodne métuce, nazna¢uje mnozné Cislo, a veta o mori vonkoncom nie je
vhodnd, dno nie je ¢islo. Nie je mojou ulohou ukazovat’ autorom priklady, ale pre
lepsie pochopenie dolnej ohrani¢enosti by uréite bolo vhodnej$ie namiesto mora
pouzit’ napr. kladné ¢isla a nezaporné cCisla. Kladné ¢isla nemaji globalne mini-
mum, ale su zdola ohrani¢ené nulou a nezaskodilo by dodat, Ze aj kazdym zapo-
mym ¢&islom. Cisla nezaporné majii globalne minimum 0 a samozrejme st zdola
okrem nuly tiez ohranicené kazdym zapornym cislom. (Slovu infimum sme sa vy-
hli.)

43%3 | Lokdlne extrémy (lokdlne maximum a minimum) si extrémy (maji naj-
vacsiu alebo najmensiu hodnotu) iba pre svoje okolie (urcity interval), ale nie na
celom definicnom obore.* Slovo iba naznacuje, Ze to nebude dobre a poslednych 6
slov za ¢iarkou to len potvrdzuje, lebo niektory z lokéalnych extrémov moze byt
globalny.

43, modry blok: ,, Nato, aby si zistil, ¢i je funkcia ohranicena zhora, alebo zdo-
la, musi§ najskor uréit’, aké ma funkcia extrémne hodnoty.* To, nast’astie, neplati.
Existuju funkcie, o ktorych vel'mi 'ahko vieme dokazat’, Ze s ohranicené, ale ich
extrémy by sme sotva dokazali urCit’ (prinajmensom na trovni strednej Skoly).

2
Napr. funkcia f(x) = 2sinx — COSM

' 2)) je zrejme
” x2_5x+7++sm(cos(x+ ) ] ]
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ohraniéena, lebo ihned’ vidime, Ze |f(x)| < 6. Ale extrémy tej funkcie by som
nerad hl'adal...
45%5  Pdrna funkcia je takd, ktorej graf je osovo sumerny podla osi .

Plati vztah: —f (x) = f(—x).“ Malo to byt’ napisané ako jedna veta takto:

weee OS1 Y, L. j. prave vtedy, ked plati f(—x) = —f(x) pre kazdé x z definiéného
oboru.*

Autorom zrejme nie su jasné zaklady logiky. Ked povieme dve vety V, U za se-
bou s bodkou medzi nimi, tak tie ani nemusia stvisiet. Su proste napisané za se-
bou. Nemame tak dévod mysliet’ si, ze nejako suvisia, a keby sme sa to aj dovtipili,
tak by sme stale nemali jasno v tom, ktort logickll spojku mali autori na mysli.
Priklad dvoch vyrokov za sebou: 3 + 2 = 5. 3 — 2 = 4. Urcite nie su ekvivalentné,
suvis medzi nimi nie je. NavySe, autorom sa nezdalo dolezité napisat’ ,,... pre kazdé
X z definicného oboru.“ Lenze bez tych par slov je ta definicia, ve'mi mierne po-
vedané, silne netiplna. Musim upozornit’ aj na pedagogicky nespravny postup pri
napisani tej rovnosti, lebo tato chyba je ovela CastejSia. Pozorny citatel si ju uz
mozno v§imol. Spravne malo byt f(—x) = —f(x). Obvykle je totiz dany funkény
predpis y = f(x) a zist'ovanie parity zaéneme tak, Ze napiSeme f(—x) = , a po-
tom pocitame, teda do daného predpisu dosadime —x namiesto x. To isté pre vSet-
ky d’alsie vlastnosti.

Str. 52, spodny zlty blok (treba urcit’ linedrnu funkciu prechadzajicu bodmi
A,B). A[1;5] > x;=1,y;, =5; B[-2;—-1] » x; = —2,y; = —1. Preco bolo
treba 4 stradnice oznacit’ tak neprirodzene, ked’ ihned” potom, aj tak dosadzuju tie
¢isla do vSeobecného tvaru y = ax + b a nikde sa uz tie neprirodzené indexované
pismena nevyskytn?

Str. 59, Priklad 19, ktorého vysledok je, ze dorucovatel’ prospektov si privyrobi
42 Euro denne. Prosim adresu ¢loveka, ktory mi to zaplati, aj ja si chcem privyro-
bit’ 42 Eur denne.

Str.64, prvy riadok sivého bloku: ,,K tomu, ale potrebujes poznat minimdlne dva
body, aby sa priamka dala nakreslit.* Pripomina mi to $tudenta, ktory kolegyni na
skuske z geometrie povedal, Ze priamka je ur¢ena dvomi bodmi, lepSie vSak tromi.
A my sme potom mali zabavu, Ze ktory ¢lovek by dokazal tromi nakreslenymi
bodmi viest’ priamku. Toto je uz ale pre autorov asi tazsie pochopitelné...

Str.78, posledny riadok nad prikladom 2. ,, vyriesis funkciu y = ax?, ... Ja na-
0zaj neviem, ¢o je to vyriesit’ funkciu. (Ale autori ta instrukciu opakuju dost’ Cas-
to.)

Str. 125 ,, Mozno sa k tebe dostalo slovo ,,inverznd* v spojitosti s prevrdtenos-
tou. Tu uvidis, Ze v matematike ma rovnaky vyznam.“ Neskor autori uvedu defini-
ciu inverznej funkcie. To uz ale vel'a nezmeni na prvych dvoch vetach, kde si slab-
§i ziak, ale mozno aj nejeden lepsi, zafixoval, Ze ,,pdjde o prevratenie, pricom ten
nezmysel mu bude nasepkévat’ aj oznacenie f~1 zo strany 26.
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1317 ,, Predpis inverznej funkcie sa urci tak, Ze v predpise pévodnej funkcie sa
zameni x Za 'y a vyjadri sa premennd y.“ Bolo by ale viac ako potrebné pozname-
nat’, ze po trividlnej vymene x za y modze byt enormne t'azké, ba niekedy az ne-
mozné z predpisu x = f(y) vyjadrit explicitne y = f_;(x) .

Str. 135 y = a*. Poznamenavam, ze ¢islo a nie je koeficient! (Lebo autori to
tak napisali.)

135g ,, ... odmocninu zo zaporného Cisla mat nemozes.* Otazka autorom: a ¢o
takto /=32 a vietky neparne odmocniny?

Str. 148, druhy sivy blok odhora: ,,Prvii vec, ktoru je vhodné urobit, je skratit
zlomky do zdkladného tvaru. Cislo 16 sa do 64 vojde styrikrat a cislo 4 do 32
presne osemkrat. PretoZe vnutro zatvorky md prednost, tak x v mocnine prejde na

X
samotné c¢islo 4. Tak toto ma byt vysvetlenie toho, Ze ak (i—z) = % , tak 4* = 8.

Keby som nevedel o ¢o ide, tak by som to dost’ tazko chapal.

154! Substittcia t = 5% je pedagogicky nevhodn4, treba prehodit’ strany. Na-
hradzujeme totiz 5* a nie t.

Str. 155, Priklad 8 ma zavadzajuce udaje, lebo vedie na nezmyselny zaver, ze
,»Za Sto rokov bude na Zemi dvakrat tolko ludi ako je teraz*. Poznamenavam, Ze
pocet obyvatelov Zeme v roku 1959 bol 3 miliardy, pricom 6 miliard 'udi bolo uz
v roku 1999, teda za 40 rokov sa populécia zdvojnasobila. Kvoli lepSiemu obrazu
eSte poznamenajme, Ze v roku 2017, teda za 2/3 storocia od roku 1950, dosiahla
populacia v mnohych krajinach Afriky viac ako 5-nasobok (Nigéria, Ghana,
Etiopia), a v niektorych aj vySe 7-nasobok (Uganda, Tanzénia, Kena, Kongo, Su-
dan). Nérast v mnohych l'udnatych krajinach Azie (Iran, Pakistan, Filipiny) za to
isté obdobie bol viac ako 4-nasobny a v mnohych d’alsich takmer 4-nasobny.

Mozno viacsina uloh z pracovného zoSita ma spravne rieSenie (kontrola bola na-
hodnad), ale samotny pracovny zosit je obrovské plytvanie papierom. Pracovné zosi-
ty vo vSeobecnosti su nepriatelom prirody a ekologie. Su ale vel'mi priaznivé pre
financie autora a vydavatel'a, lebo st len na jedno pouzitie... O peniaze totiz ide az
v prvom rade. Niekol'ko poznamok ale uvediem.

25° Graf potom vyries. Viem ako sa graf kresli, aj to, ako sa z neho &ita, ale ne-
viem, ako sa graf riesi.

Str. 51, Priklad 6. Na zaklade zaveru ulohy odporticam, aby kupili eSte jednu
pohodinu stolicku, lebo podavat’ 1/3 vykon by asi nikto nemal.

Str. 59, Priklad 6 je vraj pre maturitu. Maturitu koho? Ziakov ZS? Lebo to vidia
bez rozmyslania ...

Str. 82, Priklad 5. Ktora banka dava 6% ro¢ne?

Str. 181, dole: odlogaritmovat? Zvykne sa to pouzivat... Ale patrilo by sa aspon
raz napisat’ zazraény vztah f(f_1(x)) = f_1(f(x)) = x, aby si ziak nemyslel, Ze
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pri logaritmovani a odlogaritmovani sa deje zazrak. Nedeje! Ak potrebujem ne-
znamu x a dospel som k tomu, Ze x3 = 8 , tak pouzijem prosta (!) funkciu , tretia
odmocnina“ (inverzna k tretej mocnine) na obe strany a dostanem vysledok (ob-
vykle sa povie, Ze odmocnime). Podobne ak potrebujem neznamu x a dospel som k
tomu, ze 3x = 21, tak pouzijem prosta funkciu ,,delenie tromi* (inverznt k naso-
beniu tromi) na obe strany a dostanem vysledok (obvykle sa povie, ze vydelime
tromi). Nepochybujem, ze pre mnohych to posledné vyzera ako nasilie, ktoré od-
mavnu tak, ze ,,ved je to len delenie tromi“. Ale nie je to tak! Je to celkom dobra
priprava na to, ze hrdy majitel’ maturitného vysvedcenia zvladne napr. z dosiahnu-
tého vysledku sinx = 0,5 urcit’ hodnotu x pomocou kalkulacky, na ktorej dokéaze
stlacit’ funkciu arcsin.

Na tvod som uviedol hlavnych autorov, teraz uvediem aj korektorov matemati-
ky, ktori matematike zrejme nerozumeju, lebo vydanie tych navodov schvalili:
RNDr. Vladimir Slezak, Ph.D., Mgr. Maria Hladonikova, PaedDr. Andrea Klace-
kova, Mgr. Milota Kallova.

Toto urcite nie je ucebnica. Je to navod pre vel'mi slabych ziakov, ktorym podla
autorov treba niektoré triviality stdle opakovat. Lenze tito metdda zaberie viac
¢asu ako sa poctivo naucit’ povedzme 12 stran definicii a viet. Ked poviem, Ze
nieco som pochopil, mam tym na mysli, Ze v mojom mozgu doslo k spojeniu urci-
tych informaécii, ktoré som tam mal ulozené. Tvrdenie, Ze biflovanie nie je k ni-
¢omu, je nezmysel: biflfovanie pestuje lekar, pravnik, herec, operny spevak, ... A
tvorivej praci sa moze venovat’ az potom, ked’ mé nie¢o nabiflované, teda ked’ si
do pamite nieco ulozil. Kym tam ni¢ nema, tak nemo6ze dojst’ k pochopeniu suvis-
losti a vobec k niComu tvorivému.

Som presvedceny, ze takéto navody pre vel'mi slabych ziakov by nemali vzni-
kat'. Keby mali navody na uzitie liekov takuto kvalitu, tak by nejeden ¢lovek umrel
len kvoli navodu. Nenazyvajme matematikou to, €o je takto sprznené. Pripominam,
Ze uz na prelome 19. a 20. storocia zacali velké prace na zjednoteni osnov pre stre-
doskolakov, aby maturita mala tu isti hodnotu od Pariza po Lemberg (dnes Lvov).
Na tych pracach sa zic¢astnili napr. H. Poincaré, F. Klein a podobne. Dnes si mnohi
myslia, ze st od nich mudrejsi. Ale toto je uz ina téma.
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Pohl’ad matematikara

Je Matika pre spoluziakov ué¢ebnicou?
LCudmila Potoc¢akova

Obsah publikacie Funkcie tvoria kapitoly Funkcia a jej graf, Linearna funkcia,
Kvadraticka funkcia, Linearne lomena funkcia, Mocninova funkcia, Exponencial-
na a logaritmicka rovnica, nerovnica a ich funkcie. Vzhl'adom na nazov ucebnice a
obsah prvych piatich kapitol, ktory sa nezaoberal rieSenim rovnic a nerovnic jed-
notlivych typov funkcii, nebolo vhodné zaradit’ do poslednej kapitoly problematiku
tykajucu sa rieSenia exponencialnych a logaritmickych rovnic a nerovnic. Ak cie-
Pom autorov ucebnice bolo oboznamit’ ziakov s problematikou funkcii, tak cela
mala byt’ zamerana len na funkcie a vSetky typy rovnic a nerovnic bolo treba zhr-
nut’ do osobitnej publikacie alebo zmenit koncepciu a pri kazdom type funkcie
uviest’ aj sposoby rieSenia prislusnych rovnic a nerovnic.

Autori roz¢lenili publikaciu napadito, pouzili prijemné farby a grafiku. Rozdeli-
li ju do Siestich kapitol a kazdu kapitolu na niekol’ko ¢asti (celkom 15).

Kazda cast’ kapitoly zacina uvodnym slovom zameranym na motivaciu. V uvo-
de piktogramom smerovnik sa autori snaZili objasnit, ¢o je jeho obsahom (Co ma
¢aka?), piktogramom raketa, kde sa dana problematika da vyuzit’ v praxi (Vyuzi-
jeme to niekedy?, Naco mi to bude?, Funkcia funkcii v praxi, ...) a piktogramom
prepletené Sipky, pre ktort d’alSiu matematicka Cast’ je dolezité preberanu proble-
matiku dobre ovladat’ (Funk¢na matika). Napriklad v kapitole 2 v Casti 2 na strane
63 sa uvadza: ,,dbsolutna hodnota je ako lepiaca paska alebo WD-40. Da sa
vopchat’ skoro kamkolvek.*

Zamer autorov motivovat’ Ziakov k nastudovaniu prislusnej problematiky bol
vyborny, ale jeho realizacia v niektorych castiach pokrivkava. Text je malo pre-
mysleny po obsahovej stranke a amatérsky zostylizovany. Napriklad na strane 135
v kapitole 6 v Casti 1 v odseku Ako to suvisi s poslednym u¢ivom? je napisané:
~Exponencialne funkcie su neodmyslitelne spojené s logaritmickymi funkciami...”,
pritom o logaritmickej funkcii sa ziaci dozvedia az v Casti 4. Mozno autori mysleli
na nasledujuce ucivo, ale napisali slovo posledné. Na strane 50 v kapitole 2 v Casti
1 s nazvom Graf linearnej funkcie a jej vlastnosti je tvodnd motivacia pomenovana
Nie je krivka ako krivka, Vyuzitie krivky v Zivote, pritom grafom linearnej
funkcie je priamka. Uvahu o krivkach by bolo vhodnejsie zaradit’ do 1. kapitoly do
1.¢asti pod nazvom Zaklady funkcii, v ktorej mohli autori spomentit,, Ze graf funk-
cie sa da nakreslit’ v tvare krivky alebo priamky alebo izolovanych bodov. Na stra-
ne 76 v kapitole 3 v Casti 1 s nazvom Graf kvadratickej funkcie a jej vlastnosti pod
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otazkou Co ma &aka? je uvedené: ,,Délezité budu aj viastnosti, ktoré sa dobre urcu-
Jju z obrazka.* Aky obrazok autori mysleli?

Za uvodom kazdej casti kapitoly nasleduje vysvetl'ovanie problematiky. Autori
sa snazili opisat’ tedriu obrazne a jazykom blizkym Ziakom, vaésinou neuviedli
presné matematické definicie, vety, oznacenia a dopustili sa mnohych nepresnosti v
pojmoch a popisoch postupov rieseni tiloh.

Napriklad pri objastiovani parnej a neparnej funkcie na strane 37 uviedli: ,,Pdr-
na funkcia musi byt osovo sumernd podla osi y.*“ Nemal by byt graf parnej funkcie
sumerny podla osi y? Alebo tiez na strane 37 pri opise, ako dokdzat’, ze funkcia je
parna, napisali: ,,...Vo vSeobecnosti sa to dokazuje tak, Ze pred vsetky x vo funkcii
das zaporné znamienko a po uprave musi vyjst rovnaka funkcia, ... Je spravne
vyjadrenie, Ze pred vSetky x vo funkcii da§ zaporné znamienko? S ¢im by mala
vyjst’ funkcia rovnaka? Na strane 42 pod nazvom TakZze uz aj funkcia moze byt
ohranicend! autori napisali: ,,Tak ako pri ohranicenosti zhora aj tu plati, Ze ak ma
funkcia globalny extrém, tak je zdola ohranicend. Tentokrdt je nim vsak globdlne
maximum, teda a < f(x) pre vietky x z D(f).” Je to zrozumitel'né a spravne? Na
strane 76 uviedli, Ze: ,,Kvadraticka funkcia je funkcia, ktora ma v predpise nezna-
mu x? (a v Ziadnej inej mocnine).“ Nemalo by byt napisané, ze kvadraticka funkcia
je funkcia, ktorej predpis obsahuje kvadraticky ¢len x2? Na strane 20 v kapitole 1
vcastil v popise rieSenia prikladu 4b: ,Uré¢ také x, pre ktoré plati:
f(x) = 2 autori uviedli: ,,Podobne ako v predchadzajiicom priklade ndjdes hod-
notu 2 na osi y. Potom na vodorovnej kolmici ndjdes body, ktoré budu rieSenim
prikladu. Je dolezité si uvedomit, Ze vysledkom nemusi byt len vypisanie hodnot,
ale vysledkom moéze byt aj interval.“ Nie je pojem ,,vodorovna kolmica* zvlastny a
vyjadrenie o vysledku nejasné? Na strane 17 pod nazvom Funkcie st malovanky
opisali autori ako zostrojit' graf funkcie slovami: ,,Body so suradnicami [x;y] po-
tom zakreslis do grafu a spojis ciarou.* Nezakresl'uju sa body do stiradnicového
systému a z nich vytvarame graf?

Nie vsetky teoretické Casti spracovali autori vyCerpavajico podla nazvu Casti
kapitoly. Napriklad v kapitole 1 s ndzvom Zaklady funkcii v ¢asti 1 na strane 15
pod nazvom Ako sa zapisuje? by sa dalo oc¢akavat,, ze budi uvedené vsetky moz-
nosti zadania funkcie. Autori sa zamerali na zapis funkcie pomocou rovnice, tabul-
ku a vymenovanie usporiadanych dvojic len spomenuli, ale neukazali ako takyto
zapis funkcie vyzera. V spominanej kapitole sa mohli autori problematike venovat’
komplexnejsie, zaoberat’ sa pojmom funkcie, sposobmi jej zadania, definiénym
oborom a oborom hodnét. V casti 2, ktorti mohli nazvat’ Graf funkcie mohli pokra-
Covat’ vysvetlenim zostrojovania grafov a urCovanim oborov funkcie pomocou
nich. Zaradenie popisu urcovania definicného oboru do prvej Casti kapitoly a pri-
kladov na precvicenie do druhej Casti je neprehl'adné a nekoncepéné. Podobne by
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bolo vhodnejsie zaradit’ problematiku o prostej a inverznej funkcii do Casti 3 s na-
zvom Vlastnosti funkcii ako ju uvadzat’ pri ur€ovani oboru hodnét.

Naopak niektoré témy uviedli autori nad ramec stredoskolskej matematiky. Na-
priklad tedriu o inflexnych bodoch, konkavnej a konvexnej funkcii sa ziaci gymna-
zia dozvedaju len na seminaroch zameranych na pripravu na vysoké skoly, lebo nie
su v sulade so Statnym vzdelavacim programom, ani s cielovymi poziadavkami na
maturitnt skasku.

Na roznych stranach publikacie autori popisali ten isty pojem nesynonymickym
vyjadrenim. Napriklad v kapitole 1 v Casti 1 na strane 14 je funkcia vysvetlend
nasledovne: ,,Funkcia je zobrazenie mnoziny A (mnozina vzorov x) do mnoziny B
(mnoZina obrazov y). Funkcia kazdému x priradi prave jedno y.“, ale na strane 22
vo Funkénom zhrnuti je uvedené: ,,Funkcia f je zobrazenie x na y. Kazdé x mad
maximdlne jedno y.“ St obidve vysvetlenia spravne?

Kazda cast’ kapitoly je ukoncena zhrnutim (Zhrnutie, Funk¢éné zhrnu-tie, ...),
prikladmi na precvicenie (PrecviCenie) a vysledkami ich rieseni (Vysledky).

V Zhrnuti autori uviedli prehl'ad matematickych pojmov, o ktorych bola v kapi-
tole re€ a ich stru¢nu charakteristiku. Napad dobry, ale opat’ nedotiahnuty. Niektoré
pojmy su akoze zadefinované len slovne, napriklad v kapitole 1 v Casti 3 na strane
45 je uvedené: ,,Ohranicenost: Zhora — existuje také cislo, ze vSetky funkcné hod-
noty su mensie alebo rovné tomuto cislu.“, niektoré pomocou matematickych po-
jmov, napriklad: ,,Monotonnost sa deli pri predpoklade x; < x5 na: Rastuca:
f(x1) < f(xz)*“ a niektoré aj nespravne, napriklad: ,,Minimum M|[x,; f(xo)] je
najmensia funkcéna hodnota danej funkcie.” Na strane 72 je napisané: ,,Absolutna
hodnota v grafe funkcie znamend, ze prevedies vsetky hodnoty pod osou x cez 050-
vt sumernost podla osi x hore, teda nad 0s x.*“ Prevadza sa len koza cez cestu, nie
x cez osovu sumernost’. Uvedend formulécia matematického pojmu je nevhodné az
tragickd. Ak méd mat’ zhrnutie problematiky svoju vaznost’ a pomdct’ ziakovi pri
rieSeni uloh, malo by byt urobené odborne, ddsledne, jednym Stylom a bez chyb.

Priklady na precvicenie st vhodne zvolené, pestré a mozno ich vyuzit’ na pre-
cviCenie prislusnej problematiky. Vysledky st prehl'adné a zrozumitel'né, ziaci si
mozu pomocou nich overit’ spravnost’ vlastnych vypoétov. Jedinou pripomienkou
by mohlo byt, ze zvykom na strednej Skole je zadavat’ ulohy v 2.0sobe mnozného
Cisla (Zostrojte, Vypocitajte, ...).

Podstatnou vyhradou je, ze v publikacii sa nachddza z CeStiny vel'a nespravne
prelozenych alebo neprelozenych slov. Cim ¢&itatel’ postupuje v listovani d’alej, tym
sa ich vyskytuje viac. Napriklad: ,,... v predpise prohodis x a 'y, ... (str. 32), ,,...co
zaistis tak, Ze vytkne$ pri oboch x hodnotu 2.« (str. 77), ,,Preved’ vieobecny tvar
Sfunkcii na vrcholovy:* (str. 85), ,,...obor hodnét su vsetky redlne cisla okrem dvoch,
tzn.H = R - {2}.”(str.104), ...
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Cielom matematického vzdelavania by malo byt, aby ziak ziskal odborné po-
znatky, vedel ich efektivne vyuzit pri rieSeni r6znych matematickych uloh i v praxi
a ovladal spravnu terminologiu, aby porozumel textu v akejkol'vek matematickej
literattre. K jeho dosiahnutiu je potrebné vytvarat’ a pouzivat’ kvalitny uc¢ebny ma-
terial, prepracovany, doladeny.

Autori publikécie sa snazili do u¢enia matematiky vniest’ sviezi vietor. Ich sna-
ha a napad sa ceni, ale chyba im preciznost’ a prax. Podobne ako pracovny zosit je
aj ucebnica Matika pre spoluziakov vyuzitel'na len ako dopliujici material, zame-
rany na precvi¢ovanie prikladov na dant tému za predpokladu, Ze teoreticka Cast’
skoriguje uditel matematiky. Vzhl'adom na amatérsky zoStylizované texty, neod-
borné a v mnohych pripadoch nespravne matematické vyjadrenia nemozno publi-
kaciu pokladat’ za seriéznu ucebnicu a odporudit’ ju ako uc¢ebni pomdcku.
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