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RieSenie racionalnych nerovnic metédou
intervalov

Jozef DoboS§

Abstract [Solving Rational Inequalities using Method of Intervals]: In this
paper, we would like to show how it is possible to solve rational inequalities in
school Mathematics.

Key words: solving rational inequalities

Sihrn: V tomto ¢lanku chceme ukézat’, ako mozno riesit’ raciondlne nerovnice
v Skolskej matematike.

Klacové slova: riesenie racionalnych nerovnic

MESC: H30

Impulzom pre napisanie tohto ¢lanku bol konferenény prispevok [2], v ktorom za-
¢inajuca ucitel’ka putavym spdsobom popisala svoje sklisenosti s vyucovanim racio-
nalnych nerovnic. Je pou¢né uvedomit’ si, ze ak so ziakmi rieSime prili§ vela vel'mi
podobnych uloh, namiesto upevinovania spravnych navykov si ziaci mézu vytvarat’
vlastné zjednodusené postupy, ktoré vsak nemusia fungovat pri d’alsich ulohach.

Naucime sa pouzivat’ metddu intervalov pri rieSeni racionalnych nerovnic, ktoré
pre tento ucel maju byt zapisané v jednom z nasledujucich tvarov:

P P P P

() 0. (x) _ 7 (x) >0, (x) <0, )
Q(x) Q(z) Q(x) Q(z)

ostré racionalne nerovnice neostré racionalne nerovnice

kde P(z) a Q(x) su mnoho¢leny premennej x. Pokial’ dana racionalna nerovnica
nie je zapisana v pozadovanom tvare, najskor ju do takéhoto tvaru upravime. Pritom
pouzivame iba ekvivalentné tpravy.

Ulohu na riesenie neostrej raciondlnej nerovnice mozeme rozdelit na dve alterna-
tivy: na ostra racionalnu nerovnicu a na racionalnu rovnicu. Pretoze

a > bprave vtedy, ked a > b alebo a = b,
a < bprave vtedy, ked a < b alebo a = b.



Na zé&ver potom staci zjednotit’ obidva najdené obory pravdivosti.

Preto sa najskdr zameriame na ostré raciondlne nerovnice. Pripomeiime si, zZe
v menovateli zlomku neméze byt nula. Ak teda Cislo x je rieSenim danej ostrej racio-
nalnej nerovnice, potom plati Q(z) # 0. Pretoze potom Q?(z) > 0, danti ostr( ra-
ciondlnu nerovnicu mozeme vynasobit’ mnoho¢lenom Q?(z). Tym prevedieme dant
ostra raciondlnu nerovnicu na algebraickli nerovnicu, ktoré je s iou ekvivalentna:

P(x) P(x)

>0< Plz)Q(x) > 0; <0< P(x)Q(z) < 0. (2)

oG (2)Q() o6 (#)Q()
Pozrime si nasledujucu ukazku.
Uloha 1. Rieste nerovnicu (pozri [3])

3 2

24 —— > —. 3

* z+1 ” x 3)

Riesenie. Nerovnicu () upravime do jedného z tvarov uvedenych v ([ll). Najskor pre-
nesieme vyraz z pravej strany na l'avi a potom l'avu stranu upravime na spolocného
menovatela:

2e(x+ 1) + 3z — 2(x + 1)
x(x+1)
222 + 2z + 31 — 27 — 2
x(x+1)
222 + 3z — 2
z(x+1)

> 0,

>0,
> 0. (4)

Vzhladom na () mozeme nerovnicu () prepisat’ do tvaru
z(z +1)(222 + 3z — 2) > 0. Q)

Este je vhodné rozlozit’ kvadraticky trojélen 222 + 3z — 2 na stéin linearnych dvoj-
&lenov. Nerovnica (§) potom bude mat’ tvar

z(z+1)(z+2)(2z—-1) > 0. (6)



Nulové body mnohoélena p(x) = xz(z + 1)(z + 2)(2x — 1) zrejme su z = —2,
r=—-lLz=0azx = % Pretoze nerovnica (f) je ostra, ziadne z tychto &isel nie je
jej rieSenim. Mo6Zeme sa o tom presvedcit’ aj tak, ze urobime skisku spravnosti. Po
dosadeni kazdého z tychto &isel do nerovnice (f) dostaneme nerovnost’ 0 > 0, ktora
zrejme nie je pravdiva.

Kazdy z linearnych dvojélenov v nerovnici (f) je tvaru kxz + ¢, kde k > 0. Uz zo
zékladnej Skoly vieme, ze ak k > 0, potom funkcia y = kx + ¢ je rastica. Nech g je
nulovy bod tohto linedrneho dvoj¢lena (t. j. koreni rovnice kz + ¢ = 0). Potom tento
linearny dvojélen nadobuda kladné hodnoty napravo od bodu xg a zdporné hodnoty
nalavo od bodu zy.

5| ly=2x—-1

Teraz uz méame vsetko pripravené na vyrieSenie nasej nerovnice.

O¢dislachax = -2,z = -1,z =0ax = % uz vieme, ze ziadne z nich nie je

rieSenim nasej nerovnice. Tieto Cisla vyclenuji na realnej osi intervaly (—oo; —2),

(=2 -1), (=1;0), (0; 3) a (33 00).

|
[\
I
—_
o
=0



Najskor preskiimame interval (%, 00). VSetky ¢isla z tohto intervalu leZia napravo
od vsetkych nulovych bodov nasho mnoho¢lena p(x), preto kazdy z linearnych dvoj-
&lenov v nerovnici () nadobuda v intervale (%, o0) kladné hodnoty. Odtial’ vyplyva,
ze kazdé Cislo z intervalu (%, 00) je riesenim nerovnice ().

Teraz sa pozrieme na interval (0; %) V tomto intervale kazdy z linearnych dvoj-
&lenov v nerovnici () nadobtida kladné hodnoty, okrem linearneho dvojélena 2z — 1,
ktory tam nadobida zaporné hodnoty. Preto mnohoélen p(z) nadobuda v intervale
(0; %) zaporné hodnoty (ako sucin troch kladnych hodnét a jednej zapornej hodnoty).
Odtial’ vyplyva, ze ziadne ¢islo z intervalu (0; %) nie je rieSenim nerovnice (§).

Tak isto preskimame postupne aj intervaly (—1;0), (—2; —1) a (—oo; —2). M6-
zeme si v§imnut', Ze pri tomto postupe sprava dolava (od jedného intervalu k dru-
hému) prave jeden z linearnych dvoj¢lenov mnohoélena p(z) zmeni znamienko. Na
tom je zaloZeny tento skrateny postup: do oboru pravdivosti nerovnice (f) zaradime
najskor interval, ktory je najviac vpravo a potom kazdy druhy interval pri prechode
cez Ciselnu os sprava dol'ava.

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice (B) je mnozina
M = (—00; =2) U (—1;0) U (3; 00).

Poznamka. Pri rieSeni predchadzajucej ulohy sme tiez zistili, Ze oborom pravdivosti
nerovnice z(z + 1)(z + 2)(2z — 1) < 0 je mnozina P = (-2, —1) U (0; 3).

Postup z rieSenia ulohy ¢. 1 mdézeme pouzit’ pri rieSeni racionalnych nerovnic,
ktoré vieme upravit’ do tvaru

(x —z1)(x —22) ... (T —2p) >0, (7
kde 1 < 29 < --- < z,. Cisla x1,T2,...,Ty Vyclenuju na redlnej osi intervaly
(—o0;21), (x1;22), ..., (Z; 00). Potom do oboru pravdivosti nerovnice () zaradime

interval, ktory je najviac vpravo, t.j. interval (x,,; 00), ako aj kazdy druhy interval pri
prechode cez Ciselnu os sprava dol'ava.
Na druhej strane, obor pravdivosti racionalnej nerovnice, ktort1 vieme upravit’ do tvaru

(x —z)(x —x2)...(x —2y) <O (8)

(kde 1 < 2 < --- < zyp), tvoria prave tie intervaly, ktoré sme pri rieSeni nerov-
nice () vynechali. Za¢neme teda druhym sprava a postupne pridavame kazdy druhy
interval pri prechode cez Ciselnu os sprava dol’ava.

V d’alSom sa pozrieme na ostré racionalne nerovnice, ktoré sa nedaju tak priamo-
&iaro upravit’ do tvaru (), resp. (§). Za¢neme nasledujicou ddlezitou ukazkou.



Uloha 2. RieSte nerovnicu

2

e —Tx + 12

— < 0. 9
242z —15 ©)

Riesenie. Pretoze plati 22 + 22 — 15 = (z + 5)(z — 3), &islaz = —5ax = 3 sa
korefimi kvadratického trojélena 2 +2x — 15. Teda nemozu byt rieSeniami nerovnice
(8). Jednoducho preto, Ze v menovateli zlomku neméze byt’ nula.

Pretoze plati 22 — 7z + 12 = (z — 3)(x — 4), ¢islax = 3 a = 4 st korefimi
kvadratického trojélena 22 — 7z + 12. Ako vidime, &islo 2 = 3 je zarovei aj korefiom
kvadratického trojélena x? 4 22 — 15. Preto nesmieme zabudnut,, Ze sme uz rozhodli
o jeho vyluceni. Mozeme si to potvrdit’ aj skuSkou spravnosti. Po dosadeni ¢islaz = 3
do nerovnice (9) dostdvame na l'avej strane nedefinovany vyraz %.

Nerovnicu (f) mézeme prepisat’ do ekvivalentného tvaru

Pl ) (10)

Nasledujuci okamih je pre korektné rieenie nerovnice (ff) kI'a¢ovy. Totiz po vykrateni
linedrnym dvojclenom = — 3 dostaneme nerovnicu

T+5
r—4

<0. (11)

Tato viak nie je ekvivalentna s nerovnicou (). Ako sme videli vysSie, &islo z = 3 nie
je riesenim nerovnice (). Ale je riesenim nerovnice ([L1]), o om sa mdzeme presved-
&it' skuskou spravnosti. V skutoénosti je nerovnica (fl) ekvivalentna s nasledujiicou
sustavou nerovnic:

T # 3,

T +5

r—4
Tato sustavu riesime tak, 7e nijdeme mnozinu rieseni nerovnice ([L1}) a potom z tejto
mnoZiny odstranime &islo 2 = 3. Nerovnicu ([L1)) moZeme riesit’ rovnakym spdsobom,
ako sme riesili alohu ¢. 1. MnoZinou rie§eni nerovnice (L)) je interval (—5;4). Z tohto
intervalu teraz odstranime &islo - = 3, ¢im dostaneme mnozinu riedeni nerovnice (B).
Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice (B) je mnozina M = (—5;3) U (3;4).

< 0.

Vel'mi podobny problém budeme riesit’ aj v nasledujticej tilohe.

Uloha 3. Rieste nerovnicu (pozri [3])

(z+1)(z—3)%(x —5)(x —4)*(z — 2) <0. (12)



RieSenie. Korene mnoho¢lena p(z) = (x + 1)(z — 3)*(z — 5)(x — 4)*(z — 2) su
= -1,z =22 =3,2=4ax = 5. Pretoze nerovnica ([12) je ostra, Ziadne
z tychto Cisel nie je jej rieSenim. MoZeme sa o tom presvedCit’ aj tak, Ze urobime
skasku spravnosti. Po dosadeni kazdého z tychto &isel do nerovnice (1) dostaneme
nerovnost 0 < 0, ktora zrejme nie je pravdiva.

Aby sme previedli nerovnicu ([12)) do tvaru (§), potrebujeme ju predelit mnoho-
¢lenom (z — 3)%(z — 4)2. To je mozné za predpokladu, 7e  # 3 a = # 4. Totiz, pre
kazdé realne &islo = # 3 plati (z — 3)2? > 0 a podobne, pre kazdé realne &islo = # 4
plati (z — 4)? > 0. Dostavame tak nerovnicu

(x+1)(x —=5)(x—2) <0. (13)

Nerovnica ([13) viak nie je ekvivalentna s nerovnicou ([12)). Napriklad &islo = = 3 je
rieSenim nerovnice ([13), ale nie je rie§enim nerovnice ([12). V skutoénosti je nerovni-
ca ([12)) ekvivalentna so sistavou nerovnic

x # 3,
x # 4,
(x+1)(x —5)(x—2) <0.

Tato sustavu rie§ime tak, e ndjdeme mnozinu rieseni nerovnice ([L3)) a potom z tejto
mnoZiny odstranime &isla z = 3 a = 4. Oborom pravdivosti nerovnice ([13) je
mnozina (—oo; —1) U (2;5). Z tejto mnoziny teraz odstranime &isla z = 3 a = = 4,
¢im dostaneme mnoZinu rieseni nerovnice ([12).
Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice ([12) je mnozZina

M = (—o0,—1)U(2;3) U (3;4) U (4;5).

Pripomefime si, ze kvadraticky trojélen az? + bx + ¢ nemusi mat’ realne korene
(ak méa zaporny diskriminant). V takom pripade
pre kazdé redlne ¢islo z plati ax? + bx + ¢ > 0 (ak ¢ > 0), resp.
pre kazdé redlne &islo x plati ax? + bx 4 ¢ < 0 (ak ¢ < 0).

Tento poznatok mézeme vyuzit pri rieSeni nerovnic obsahujucich takéto kvadra-
tické troj¢leny. Ukazeme si to na nasledujucej tlohe.

Uloha 4. Rieste nerovnicu
14 a*

e (14)

RieSenie. Pretoze 1 — 2t = (1-— :c2)(1 + 332) =(1-z)(1+2)1+ 9:2), nerovhicu
(14) moézeme prepisat’ do tvaru
1+t
(1—2)(1+2)(1+22)

> 0. (15)



Pretoze pre kazdé realne &islo  plati 1 + 2 > 0, nerovnicu ([L3) mozeme prenasobit’
vyrazom 1+ z2. Podobne, pretoZe pre kazdé realne &islo z plati 1+ > 0, nerovnicu
(19) mozeme predelit’ vyrazom 1 4+ z*. Dostaneme tak nerovnicu

1

A-oi+z) "

ktora prenasobime mnoho¢lenom (1 — z)(1 + z). Tak dostavame nerovnicu
(1 —a)(1+z) >0,

ktort upravime do tvaru (§) tak, Ze ju prenasobime &islom (—1). Dostdvame nerov-
nicu
(x—1)(x+1) <0,

ktorej oborom pravdivosti je interval (—1;1).
Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice ([14) je interval I = (—1;1).

Na zaver uvedieme na ukazku rieSenie jednej neostrej racionalnej nerovnice.

Uloha 5. Rieste nerovnicu
2
¢ — T+ 12
———— 16
x24+2x—15 — (16)

Riesenie. Ako sme povedali vysSie, rieSenie neostrej racionélnej nerovnice mézeme
rozdelit’ na dve alternativy: na ostra racionalnu nerovnicu a na racionalnu rovnicu.
Ostru nerovnicu sme vyriesili v ulohe €. 2, preto nam zostéva iba vyriesit’ racio-
nalnu rovnicu
a? —Te4+12

——— = (. 17
22 4+ 2x — 15 (a7

Rovnica ([L7) ma jediny realny koreti 2 = 4. Mnozinu rieseni nerovnice ([L6) dosta-
neme tak, e k oboru pravdivosti nerovnice () pridame koreni rovnice ([17).
Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice (L) je mnozina
M = (=5;3)U(3;4) U{4} = (—5;3) U (3;4].
Intervaly oznacujeme podl'a normy STN EN ISO 80000-2.
Teda (a,b] = {xr e R:a <z < b}.

Viac o metdde intervalov si mozete precitat’ v knihe [1]], ktora je vol'ne dostupna
na mojej webstranke.
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Hrozny problémi ve Skolské matematice
(1. ¢ast)

Jan Kopka

Abstract [Clusters of Problems in School Mathematics]: We describe a tea-
ching method called “The Creation of Clusters of Problems.” The method has
two phases. First, we set up a basic problem in the given area, which we then
solve together with the students. In the next phase we create similar problems.
The solutions of these problems are usually not much different from the solution
to the basic problem from Phase One. It is advisable to have students participate
both in creating new problems and in solving them. The theoretical part is com-
pleted by creating clusters usable in school mathematics and also by methodical
notes.

Key words: Problem, cluster of problems, game, winning strategy, constructive
task, homothety, central symmetry, axial symmetry, translation symmetry, ro-
tation symmetry

Souhrn: V ¢lanku popisujeme vyukovou metodu nazyvanou ,,Tvoieni hrozni
problémi®. Metoda ma dvé faze. Nejprve zaddme vhodny zakladni problém,
ktery spolu se studenty vyfesime. V nasledujici fazi vytvatime podobné pro-
blémy, jejichz feseni se obvykle pfili§ nelisi od feSeni zakladniho problému
z prvni faze. Je vhodné, kdyz se vytvareni novych problémi a jejich feSeni
ucastni i studenti. Teoreticka ¢ast je doplnéna vytvaienim hroznti pouzitelnych
ve Skolské matematice a metodickymi poznamkami k nim.

Klic¢ova slova: Problém, hrozen problémi, hra, vitézna strategie, konstruktivni
uloha, stejnolehlost, sttedova soumérnost, osova soumernost, posunuti, otoceni.

MESC: A30, A40, B20

Dobré problémy a houby urcitého druhu maji néco spolecného, rostou ve
shlucich. Pokud najdete jeden, méli byste se rozhlédnout. Je velka Sance,
ze blizko budou dalsi.

G. Polya v knize How to solve it

V tomto ¢lanku chceme ukdézat, jak se chovat, pokud se nam podati vyfesit néjaky ma-
tematicky problém. Teoretické povidani doprovodime konkrétnimi ukazkami. Uva-
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zovana metoda by se asi méla vznosné nazyvat metoda generovanych problémii. Jde
0 metodu pii niZ postupné vytvaiime soubor navzajem piibuznych problémt. Proto
jsme se rozhodli pro uzivani ,,Cest€jSiho* nazvu metoda vytvareni hroznu problémit,
ktery je jisté pfijatelny i pro Skolskou matematiku. Na zacatku par teoretickych slov
o uvedené metodé. O této metod¢ se Ctenai mize docist napt. v knizkach [6] a [8].

Metoda spociva v tom, Ze v probirané oblasti matematiky vytipujeme vhodny vy-
chozi problém, ktery budeme se studenty fesit. Pti tom studentim poskytneme pouze
tolik pomoci, kolik je nezbytn¢ nutné. Kdyz jsme spolecné problém vyiesili a stu-
denti méli dostatek ¢asu, aby metodu feSeni problému skutecné pochopili, miizeme
zalit vytvaret nové problémy, které jsou podobné ptivodnimu problému. Pokud se
nam podaii po urcitém tréninku vtahnout do procesu vytvareni problémil i studenty,
je to jenom dobte. Nesmime vSak svou netrpélivosti tuto ¢innost studentti uspéchat.

Prvni nové problémy se obvykle ve slovnim vyjadieni ne-
budou ptilis lisit od ptivodniho problému a soucasné i metody
feSeni té€chto problémut budou obvykle stejné nebo velmi po-
dobné metodé feseni piivodniho problému. Po vyfeseni néko-
lika novych problémt se vSak studovana oblast stane pro stu-
denty mnohem znamé;jsi, dalo by se fici pfimo familiernéjsi,
a oni pak budou podnikavéjsi a za¢nou vytvaret problémy,
které se od ptivodniho problému budou vic a vic vzdalovat
(viz obrazek [I). Obrizek 1

Také metody feseni téchto problémti mohou vyZzadovat stale vétsi ipravy metody
feSeni prvniho problému. VyfeSenim zdkladniho problému se ,.energeticky* dosta-
vame na vy$§i hladinu a v ni pak vytvaiime nové problémy (viz obrazek [).

Vytvafeni novych problémi

2. faze € > a jejich fedeni
Reseni a objasnéni
1. faze metody fedeni ZP
ZP
Obrazek 2

Poznamenejme jeste, Ze nové problémy obvykle tvofime nasledovné: problém
v sob¢ obsahuje skryté parametry a dosazovanim novych hodnot za tyto parametry
obdrzime nové problémy. Ctenafe na to upozornime pii probirani konkrétnich pii-
kladt (viz napf. hrozen Hra u kulatého stolu). Mzeme je vSak tvofit i jinak. Svym
kantorskym citem musime odhadnout, jak dlouho budeme nové problémy vytvaret.
Pokud se studenti za¢nou nudit, je dobré skoncit.
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Pii pouziti této metody mizeme rozlisit dvé faze (viz obrazek ). Prvni fize spo-
¢iva v tom, ze vyfeSime uvodni problém a poskytneme zakiim dostatek Casu, aby
dobie pochopili metodu jeho feSeni. Druha faze spociva v tom, Ze zaCneme vytva-
fet pomoci prvniho problému nové problémy a Ze se snazime vyftesit je pomoci me-
tody, kterou jsme objevili pfi feSeni tohoto prvniho problému. Vychozi problém je
tak nejen nositelem urCité metody feseni, ale zaroven slouzi k vytvaieni novych pro-
blémd. Proto tento problém nazveme zdakladni problém. Zéakladni problém spolu se
vSemi problémy, které jsme pomoci n¢ho vytvorili (a obvykle i vyfesili), budeme
nazyvat hrozen (strapec) problémii.

Vratime-li se k obrazku [[, vidime, Ze bychom mohli metodu vytvateni hroznii pro-
vytvaiime a fesSime nejprve jeho ,,nejblizsi sousedy* a potom se od zakladniho pro-
blému v riznych smérech vzdalujeme a vytvarime a feSime i ,,vzdalenéjsi sousedy*.

Samoziejme se muize stat, ze vytvotime problém, ktery nebudeme schopni vyfesit.
Je znamo, Ze nékdy podobné znéjici problémy maji rozdilné metody feseni. Pii pou-
zivani metod vedoucich k rozvoji tviir¢ich schopnosti ¢loveka a k jeho samostatnosti
je to vSak zcela ptirozeny jev. Nase zkuSenosti ze Skolské praxe vSak ukazuji, ze tako-
véto situace nevznikaji pfilis asto. Jesté bychom radi upozornili na to, Ze vytvafeni
kazdého hroznu bychom méli vhodné motivovat, aby studenti méli zajem se prace
v ramci daného hroznu aktivné zacastnit. Nékdy je samotny zakladni problém natolik
obsahov¢ zajimavy, zZe sam piedstavuje i motivaci. Jindy miize motivaci pfedstavovat
problém, ktery budeme tesit pozdéji pti vytvoreni hroznu.

Té&chto nekolik vét ivodem by mélo stacit. Dalsi poznamky budeme vkladat mezi
jednotlivé hrozny a néco si ponechame az na samotny zavér. U hroznt, bude-li to
nutné, uvedeme i matematicky ramec, do né¢hoz je hrozen vlozen, nebo uvedeme ale-
sponi predpokladané matematické znalosti. Dale budeme pojednani o hroznech pro-
kladat metodickymi poznamkami, nebot’ jsme je vSechny vyzkouseli i ve skolské
praxi. Véfime, Ze na uvedenych prikladech se ¢tenar miize uvazovanou metodu naucit
a navic néco z toho mize vyuzit i ve Skolské praxi.

A nyni jiz pfistupme k ukdzkam. Za¢néme piikladem, ktery uvedl pred lety ve
svém c¢lanku [10] prof. Erich Wittmann z univerzity v Dortmundu a ktery jsme si
upravili podle naSich potfeb. V tomto znéni je hrozen uveden napft. v knizce [5].

Hrozen 1: Hra u kulatého stolul

Hrozen je motivovan piimo zakladnim problémem a nepozaduje téméi zadné pied-
bézné matematické znalosti (staci intuitivné chépat sttedovou soumérnost).

!"Tento hrozen je uveden v knizkach [5], [8].
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Hra: Dva hraci A a B maji dostatek minci stejné velikosti, aby mohli hrat hru u ku-
latého stolu. Hra ma tato pravidla:
1. Hraci pokladaji mince stfidavé na stil tak, aby se neptekryvaly.
2. Hrac, ktery jako prvni nemiiZze polozit svoji minci na stdl, prohrava.
Nez za¢neme hrat, bylo by vhodné dohodnout se (definovat), co znamena poloZit
minci na stal.
V podstaté jsou mozné dvé definice:
a) cela jedna strana mince lezi na plose stolu,
b) mince na stole ,,drzi“ (mtze trochu piesahovat i pres okraj stolu).
Ptijméme v celé dalsi ¢asti definici a). Obecnéjsi definice b) samoziejmé miize
vést na nékterych mistech k jinym zavérim. Na tuto rozdilnost ¢tenafe upozornime.
Studenti si mohou hru zahrat a pak jim sdélime, Ze existuje vitéznda strategie pro
hrace, ktery prvni poklada minci na sttil. Dohodnéme se, ze oznaceni prvni hrac a hraé
A znamena totéz. Obdobné znamen4 totéz druhy hrac a hra¢ B. Vzhledem k piijaté
definici a) bychom vSak méli dodat, zZe vitézna strategie pro prvniho hrace mize exis-
tovat pouze tehdy, kdyz stil je dostatecné velky, aby se na n¢j vesla alespon jedna
minceZ V pripad¢ definice b) by tato podminka z pochopitelnych divodt odpadla.
A nyni jiz pfistupme k zakladnimu problému naseho budouciho hroznu.

Problém
Zahrajte si hru na modelu stolu a pokuste se objevit vitéznou strategii prvniho hrace

(hrdce A).

Poznamka. Studenti si pfed zadanim problému vystiihli z tvrdsiho papiru kruhy o pri-
méru 16 cm a prinesli si bud’ mince nebo néjaka stejné velka kolecka dvou barev.
Problematiku jsme zkousSeli na zakladni a stfedni Skole, ale i na Skole vysoké. Hra
zaujala nejen zaky a studenty, ale i jejich ucitele. Byli jsme pfekvapeni, ze napt. i né-
kteti z zakt Sestého ro¢niku vitéznou strategii po urcité, ne prilis dlouhé dobé¢ objevili.
Dodejme vsak, ze zdaleka ne vSichni fesitelé z fad déti, ale i dospélych, byli pti obje-
vovani vitézné strategie uspesni. Proto zdliraznéme, ze pokud né¢kdo vitéznou strategii
neobjevi, pak bychom ho méli k objeveni této strategie dovést, tzn. méli bychom mu
dostatecné pomoci. To, Ze student neobjevil strategii sdm, mu samoziejme nikterak
nebrani, aby se aktivné zcastnil pozdéjsiho vytvareni novych problémt a jejich fe-
Seni. Nez vSak k tomu mize dojit, musi mit dostatek ¢asu, aby metodu feSeni zéklad-
niho problému skute¢né pochopil. Jako velmi t¢inna pomoc (po uréité dob¢ snazeni)
se ukazala otazka: Které misto v kruhu ma zvlastni postaveni?

2Tato podminka bude normalnim lidem piipadat pfinejmensim podivna, nebot’ stoly obvykle tuto
podminku spliuji. My ji v§ak vyslovit musime, nebot’ se chovame tak, jak se v matematice slusi.
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Reseni. Hrag A poloZi svoji prvni minci do stiedu stolu a kazdou
dalsi minci vzdy stfedové soumérné s minci svého protihrace.
Touto strategii si zajisti, ze miZze polozit minci vzdy, kdyz ji
muze polozit protihrd¢ B (viz obrazek vpravo).

Tim konci prvni faze nasi metody a mizeme proto piistoupit k fazi druhé. Zopa-
kujme, ze v této fazi bud’ sami nebo 1épe ve spolupraci se studenty vytvaiime pomoci
zékladniho problému problémy nové a snazime se je vyfesit pomoci jiz znamé vit€zné
strategie prvniho hrace. V tomto demonstracnim piikladé vSak nebudeme jednotlivé
problémy pfimo vypisovat. Spise se zaméfime na to, abychom ukazali nékolik moz-
nych skupin téchto novych problémt.

Prvni variace zdakladniho problému: zména tvaru stolu

Co se stane s vitéznou strategii prvniho hrace, pokud ke hie uzijeme sttl jiného tvaru?
Muze to byt postupné stiil ¢tvercovy, obdélnikovy, trojuhelnikovy, lichobéznikovy,
stiil ve tvaru podkovy atd. (viz nasledujici obrazek).

AVAN @

Reseni. Ulohu fesime pro kazdy stlil zvI4st a potom ziskané poznatky zobecnime.
Vitézna strategie prvniho hrace je ziejmé pouzitelna pro kazdy sttl, ktery ma desku
sttedoveé soumérnou.

Poznamenejme, Ze nyni jsme do tvarové proménné stolu v zadani hry dosazovali
rizné tvary stold.

Druha variace zakladniho problému: deska stolu s otvory

Pocet otvoril v desce stolu mlize byt rizny a rizné miize byt i jejich rozmisténi. Za-
byvejme se zde jenom nejjednodussi situaci, kdy stfedové soumérny stiil ma jeden
kruhovy otvor, a to praveé uprostied (napft. kulaty zahradni stil s otvorem pro slunec-

nik). Co se v tomto pfipad¢ stane s vitéznou strategii prvniho hrace?

Reseni. Vitézna strategie z prvniho hrade piechézi tentokrat na druhého hrage. Prvni
hra¢ musi polozit minci nékam mimo stfedovy otvor a druhy hra¢ poklada stredové
soumérné s minci protihra¢e. Poznamenejme, ze v ptipad¢ vyse uvedené definice b)
by zalezelo na velikosti uvazovaného otvoru. Pokud by byl primér otvoru mensi nez
pramér mince, existovala by v ptipad¢ pouziti definice b) vitézna strategie pro prvniho
hrace stejné jako u zakladniho problému.

Nyni jsme plnou plochu stolu nahradili plochou s otvorem. Tady bychom asi ne-
mluvili o nahrazeni parametru néjakou konkrétni hodnotou.
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Treti variace zakladniho problému: vice stolii

Hrajte nasi hru na vét§im poctu stejnych stfedové soumérnych (kruhovych) stold.
Existuje vitézna strategie pro nékterého z hraca?

Reseni. Usporadejme pro piehlednost stoly tak, Ze je piirazime k sobé a jejich stiedy
budou na ptimce. Pokud budeme uvaZzovat tfi stoly, pak existuje vitézna strategie pro
prvniho hrace. Ten prvni minci poloZzi do stfedu prostfedniho stolu a dalsi pak vzdy
sttedové soumérné podle tohoto stiedu s minci protihrac¢e. Obdobné to muize délat
i pii hi'e na péti stolech a obecné pii hie na jakémkoliv lichém poctu stolti. Shriime:
Pti lichém poctu stoll existuje vzdy vitézna strategie pro prvniho hrace.

Jestlize uvazujeme dva stoly, pak prvni hra¢ nemtze podle definice a) polozit
minci na misto, v némz se stoly dotykaji (stfed vzniklého utvaru). Musi tedy polozit
svoji minci jinam, a potom druhy hra¢ zacne pokladat mince stfedové soumérné podle
bodu dotyku stolit s mincemi prvniho hrac¢e. Existuje proto vitézna strategie pro dru-
hého hrace. Toto se d& zobecnit pro libovolny sudy pocet stolti. Shriime: Pfi sudém
poctu stoll existuje vzdy vitézna strategie pro druhého hrace.

Je ziejmé, Ze pokud bychom pii sudém poctu stolli uvazovali definici b), pak by
prvni hra¢ mohl polozit minci na prostfedek Utvaru a existovala by tak vitézna stra-
tegie pro n¢j. V tuto chvili je pekné vidét, jak moc zalezi pti feSeni tohoto problému,
a obecné v matematice, na definicich.

V tomto piipad¢€ je parametr obsazeny v problému ¢iselny, totiz pocet stoltl, a my
jsme za n¢j dosazovali jednak licha a potom suda pfirozena Cisla.

Ctvrta variace zakladniho problému: mince riizné velikosti

Co se stane s vitéznou strategii hrace A, jestlize hra¢i maji mince rizné velikosti?
Necht’ ma

a) hra¢ A vétsi mince nez hra¢ B,

b) hra¢ B vétsi mince nez hra¢ A.

Reseni. V ptipadé a) nelze pouzit vitéznou strategii hrace A, ne-
bot  hra¢ B muize snadno vytvofit situaci, kdy hra¢ A postupujici
podle této strategie nemiiZe polozit svoji minci (viz napf. situace
na obrazku vpravo)

V piipadé b) je vitézna strategie pro hrac¢e A pouzitelna. Pokud totiz mohl hra¢ A
pokladat svoje mince pfi stejné velikosti s mincemi hrace B, bude mit vzdy dostatek
mista na pokladéani, pokud jsou jeho mince mensi.

V piipad¢ vytvareni téchto problému byla parametrem velikost minci.

Jist& by bylo mozné vymyslet dali variace zédkladniho problému. Ctenaf se o to
muze pokusit sam.
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Pozndmka. Po probrani tohoto hroznu bychom chtéli ¢tendfe upozornit na to, ze po-
moci zajimavého problému z rekrea¢ni matematiky miizeme se studenty délat sku-
tecnou matematiku. Obmeénujeme zakladni problém a pii feSeni aplikujeme znamou
metodu na novou situaci. Definujeme a ukazujeme, jak rizné formulované definice
mohou vést k riznym vysledkiim. Vyslovujeme podminky, za nichz ma dané tvrzeni
smysl. Experimentujeme a vysledky experimentovani zobeciiujeme. Vyuzivame po-
jmy stfedové soumérny utvar a zobrazeni zvané stiedova soumeérnost atd. Chovame
se tedy jako matematikové, ale ramec ivah je pro studenty piijatelny, protoze se po-
hybuji v oblasti, kde si v§e dokazi dobfe predstavit.

Dalsi hrozen jiz do oblasti rekreacni matematiky patfit nebude.

Hrozen 2: Geometrick4 zobrazenid

Tento hrozen z oblasti geometrie jsme uspésné vyzkouseli na stiedni Skole, a to v dobé,
kdy byla probrana shodnad zobrazeni a stejnolehlost, a kdy jsme chtéli tato geomet-
rickd zobrazeni zopakovat. Vzhledem k opakovani uvedené¢ho tématu neni potieba
zabyvat se problematikou motivace. Po prostudovani feseni jednotlivych problém si
Ctendf jisté uvédomi, ze pouzivana zobrazeni jsou riizna, ale postup téchto feseni je
stejny.

Problém 1 (Zékladni problém)

Je dan ctverec ABCD, primka | a bod P (viz obrdzek [§). Sestrojte tisecku XY ta-

kovou, ze bod X lezi na hranici ¢tverce ABCD, bod Y lezi na primce | a bod P je
Jejim stiedem.

D C
X1 I
Hx‘&?\_ //
A B ' // 'E.!
/'/J ’
Obrazek 3

Reseni. 1kdyZ je problém pomérné jednoduchy, udélame i rozbor.

3Tento hrozen je uveden v knizkach [f], [§].



16

Rozbor. Ptredpokladejme, Ze iloha mé feseni, a ze na obrazku 3 je jedno takové feSeni
vyznaceno. Je ziejmé, ze se jedna o tlohu o dvou nezndmych bodech X, Y. Budeme
hledat podminky pro tyto body. Ze zadani vime, Ze jsou soumérné podle bodu P, tzn.
ze napt. bod X je obrazem bodu Y ve stfedové soumérnosti se stiedem P. My ale
bod Y nezname. Zato vime, ze Y lezi na pfimce [, a proto jeho obraz, tj. bod X, musi
leZet na obrazu piimky [, tj. na piimce I/, ve stfedové soumérnosti se sttedem P. Proto
jiz mizeme vyslovit podminky pro oba neznamé body.
a) Bod X lezi na hranici ¢tverce ABC'D (viz zadani).
Bod X lezi na piimce I/, ktera je obrazem piimky [ ve stiedové soumérnosti se
sttedem P, tzn. S(P) : [ — .
b) Bod Y je obrazem bodu X ve stfedové soumérnosti se sttedem P, tedy
S(P): X —Y.

Konstrukce. Sestrojime ptimku I’ stiedové soumérnou s pfimkou ! podle bodu P.
Jestlize ptimka I’ protne hranici étverce ABC'D v bodé X, pak bod X je jednim
krajnim bodem hledané usecky. Sestrojime pfimku X P a jeji prusecik s ptimkou !
ozna¢ime Y (v piipadé, Ze bod P lezi na piimce [, tzn. pfimka X P je totozna s pfim-
koul, plati navic, ze |PY| = |PX|). Bod Y je druhym krajnim bodem hledané usecky
(viz obrazek ).

Obrazek 4

Diikaz. Bezprostiedné vyplyva z konstrukce. ProtozZe je tloha nepolohova, méli by-
chom udélat i diskusi. Ziejmé bude existovat pravé tolik feseni, kolik ma piimka I’
spoleénych bodi s hranici ¢tverce A BC D. Nemusi proto existovat zadné feSeni nebo
existuje jedno, dvé ¢i nekoneéné mnoho (pokud néktera strana ¢tverce lezi na piim-
cel). O

Je dobfe vidét, Ze v centru této konstrukce je zobrazeni zvané stredova soumer-
nost.
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Pokud zaci dobte pochopili metodu feSeni zakladniho problému, mizeme piistou-
pit k vytvareni novych problémtl. MiZzeme v zakladnim problému nahradit ¢tverec
ABCD i ptimku [ néjakymi jinymi obrazci a vSe ostatni ponechat. Ideové ukazuje
néas dali problém obrazek f.

S X
/- P
Pl o
( o ) \Y H\'I
v )
Mg . /
e 1’/
T N
Obrazek 5

Problém 2

Je dan trojuhelnik ABC' (nebo jiny geometricky obrazec), obdélnik KLM N (nebo
Jiny obrazec) a bod P. Sestrojte usecku XY takovou, Ze bod X lezi na hranici troju-
helnika ABC, bod 'Y na hranici obdélnika K LM N a bod P je jejim stiedem.

Reseni. Metoda feseni je stejna jako u zakladniho problému.

V tuto chvili je zfejmé, ze metoda feSeni objevena pfi feSeni prvniho problému,
v jejimz centru stoji stfedova soumérnost, vilbec nezavisi na tom, jaké dva obrazce
zadame. Nyni zaménime v zédkladnim problému napt. podminku pro polohu bodu P
na hledané tsec¢ce XY

Problém 3
Je dan ¢tverec ABC D, primka | a bod P. Sestrojte usecku XY takovou, Ze bod X

lezi na hranici ¢tverce ABCD, bod Y na primcel a bod P deli isecku XY v poméru
2:1, zn. | XP| = 2|PY|.

Reseni. Nyni budeme postupovat rychleji. Sestrojime piimku I/, ktera je obrazem
ptimky [ ve stejnolehlosti se stiedem P a koeficientem —2 (viz obrazek ). Zbyla
¢ast feSeni je obdobna jako u zakladniho problému.

Je dobie vidét, Ze v centru feseni problému 3 bylo geometrické zobrazeni zvané
stejnolehlost. Polohu bodu P na tsec¢ce XY (a pozdéji na ptimce XY) mizeme li-
bovolné ménit. Zakladem feSeni bude stale stejnolehlost.
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|Lv
%

Obrazek 6

Problém 4

Je dan cétverec ABCD, primka I, bod P a libovolné kladné redlné cislo a. Sestrojte
usecku XY tak, ze bod X lezi na hranici ¢tverce ABCD, bod 'Y na primce | a pro
bod P usecky XY plati: | X P| = a|PY|.

Nyni nahradime bod P ptimkou k.

Problém 5
Je dan ¢tverec ABC D, primka | a primka k. Sestrojte usecku XY takovou, Ze bod X
lezi na hranici ¢tverce ABCD, bod'Y na primce | a primka k je osou usecky XY .

Reseni. Sestrojime ptimku I/, ktera je obrazem piimky [ v 0sové soumérnosti s osou k.
Jestlize pfimka I’ protne hranici étverce ABC'D v bodé X, pak bod X je jednim kraj-
nim bodem hledané usecky. Sestrojime bodem X kolmici k pfimce £ a jeji prusecik
s ptimkou [ oznacime Y (v ptipadg, ze piimka & je kolma k pfimce [, tzn. uvazovana
kolmice je totozna s ptimkou I, pro Y navic plati |[Yk| = |Xk|). Bod Y je druhy
krajni bod hledané usecky (viz obrazek [7).

Obrazek 7

V centru konstrukce byla tentokrat osova soumeérnost. Nyni nahradime bod P
useCkou M'N.
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Problém 6

Je dan ctverec ABC D, primka | a usecka M N. Sestrojte usecku XY takovou, Ze
bod X lezi na hranici ctverce ABCD, bod'Y na primce l a usecka M N je s useckou
XY shodna a rovnobézna.

Obrazek 8

Reseni. Sestrojime ptimku [/, ktera je obrazem p¥imky [ v posunuti uréeném vektorem
MN " nebo vektorem NM . Zbyla &ast konstrukce je ziejma (viz obrazek R).

V centru této konstrukce bylo zobrazeni zvané posunuti. Doposud jsme ménili
zadané prvky a podminky zakladniho problému. Ukazme, ze je mozné zménit i po-
zadovany objekt.

Problém 7
Je dain étverec ABC D, primka l a bod P. Sestrojte ¢tverec EF G H takovy, Zze bod E
lezi na hranici ctverce ABC'D, bod G lezi na primce | a bod F je totozny s bodem P.

Obrazek 9

Reseni. Sestrojime piimku I/, ktera je obrazem piimky [ v otodeni se sttedem P
o pravy uhel (proti nebo po sméru pohybu hodinovych rucicek). Zbyla ¢ast konstrukce
je ziejma (viz obrazek D).
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V centru této konstrukce bylo zobrazeni zvané ofoceni. V poslednim problému
zménime jak zadané prvky a podminky, tak i poZadovany objekt.

Problém 8
Je dan ¢tverec ABC D, primkal a dva body Q, P. Sestrojte trojuhelnik XY Z takovy,

ze bod X je na hranici ¢tverce ABCD, bod'Y je na primce | a body P,(Q jsou po
rade stredy stran X Z a'Y Z.

Reseni. Sestrojime étverec A’B'C'D’, ktery je obrazem ¢tverce ABC D ve stfedové
soumérnosti se sttedem P a piimku I/, ktera je obrazem pfimky [ ve stiedové sou-
mérnosti se sttedem (). Vrchol Z musi leZet na obou téchto obrazech. Dalsi ¢ast kon-
strukce je jiz ziejma (viz obrazku [10). Je vidét, Ze jsme dvakrat pouzili stfedovou
soumérnost, neboli dvakrat jsme pouzili postup obsazeny v zakladnim problému.

Obrazek 10

V centru tohoto feSeni bylo pouziti dvou stiredovych soumérnosti.

Jiny zpasob feseni miizeme ziskat, kdyz si uvédomime, ze P(Q) je stiedni pticka
v hledaném trojuhelniku XY Z. Strana XY je proto dvakrat del$i nez usecka PQ)
a navic je s ni rovnobézna. Bod X tak mtzeme ziskat jako prusemk hranice ctverce
ABCD a ptimky g, ktera vznikne posunutim ptimky / o vektor 2 @3 nebo 2 PQ
Dalsi cast konstrukce je jiz zfejma.

V centru tohoto druhého teSeni je posunuti a stredové soumeérnosti.

Poznamka. Tady se da hezky ukézat, ze slozenim dvou stredovych soumernostl (zde
se stfedy @), P) vznikne posunuti (zde uréené vektorem 2 QP =2 YX ). Demon-
strujme toto tvrzeni pomoci vrcholil trojuhelnika XY Z (viz obrazek [L0). Obrazem
bodu Y ve stfedové soumérnosti se sttedem () je bod Z a obrazem bodu Z ve stie-
dové soumérnosti se sttedem P je bod X. Slozenim téchto stfedovych soumérnosti
v daném potadi dostaneme posunuti, které pievadi bod Y do bodu X.
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Ctenarf si miize vytvoreny hrozen problémil rozsifit o dalsi vice ¢i méné podobné

problémy. MuZe si vSak také vybrat jen nékteré z uvedenych problémi nebo si je mize
podle potfeby jinak sefadit. Pokud napt. ucitel se studenty probral jenom shodnosti,
pak bude muset vypustit problémy 3 a 4, které se fesi pomoci stejnolehlosti.

Dva rtizné zplsoby feseni problému 8 pékné ukazuji, Ze i pfi vytvareni hroznu

problémi je mozné nékteré problémy fesit riizné. Pfi nalezeni riznych metod feseni
urcitého problému je obcas vhodné tyto metody porovnat.
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Laszlo Ratz — ucitel’ géniov

Vojtech Balint

Abstract [Laszl6 Ratz — teacher of geniuses]: When we say “he was a mat-
hematician”, we usually mean someone who has contributed to mathematics
as a scientific discipline. In this sense, Ratz was not a mathematician, so he is
less well known in the Slovak and Czech mathematical communities. However,
he was undoubtedly one of the best high school mathematics professors, who
taught at perhaps the best high school, so during his 35-year career he taught
many brilliant students as well many excellent Hungarian mathematics teachers.
They passed on this quality in Slovakia in the interwar and post-war period. Let
us remember this teacher on the occasion of the 90" anniversary of his death.
Key words: Ratz, mathematician, teacher

Suhrn: Ked povieme ,,bol to matematik*, obvykle mame na mysli nickoho, kto
prispel k matematike ako vedeckej discipline. V tomto zmysle Ratz matematik
nebol, preto je v slovenskej aj ¢eskej matematickej komunite menej znamy. Bol
vSak nepochybne jednym z najlepsich stredoskolskych profesorov matematiky,
ktory ucil na mozno najlepsej strednej skole, a teda pocas svojej 35-ro¢nej ka-
riéry aj mnoho genialnych ziakov. A tyka sa to tiezZ vynikajucich mad’arskych
ucitel'ov matematiky, ktori na Slovensku v medzivojnovom ale aj povojnovom
obdobi odovzdavali tato kvalitu d’alej. Pripomenme si teda tohto ucitel’a pri pri-
lezitosti 90 rokov od jeho smrti.

KPucové slova: Ratz, matematik, uéitel’

MESC: A30, A50

Laszl6 Ratz sa narodil 9. aprila 1863 v meste Sopron. Zakladnu aj strednt §kolu absol-
voval v statnej Skole vo svojom rodnom meste, ale posledné dva ro¢niky pred matu-
ritou absolvoval na miestnom evanjelickom Iyceu, pretoze maturita na jeho povodne;j
Skole by mu neumoznila Studovat’ na ktorejkol'vek univerzite.

V Soproni na lyceu Ratza u¢il matematiku Janos Istvan Renner obavany ucitel,
ktory Casto vyucoval v otdzkach, Sokratovskou metddou, a neraz aj Sokratovskou ir6-
niou. S latkou postupoval radsej pomaly, aby vSetci jeho ziaci ziskali dobré zaklady.
Na hodinéach udrziaval priam vojensku disciplinu, ale napriek tymto vlastnostiam bol
reSpektovany, ba az obl'ibeny, pretoze bol spravodlivy a odborne mimoriadne erudo-
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vany. A prave to si ziaci (v tej dobe) vazili najviac. Tato
charakteristika sa v nemalej miere podoba na to, ako ne-
skor spominali na Ratza — ucitela jeho slavni ziacill Je
to v podstate prirodzené, lebo Ratz odovzdaval to, ¢o ako
ziak pochytil od svojho ucitela.

Ratz po maturite (1882) studoval v rokoch 1883 —87
na Univerzite v Budapesti (dnes ELTE). Po absolvovani
4 roc¢nikov svoje stadia v Budapesti prerusil a od 8. ok-
tobra 1887 do 7. augusta 1888 studoval filozofiu na Ber-
linskej univerzite, potom od 31. oktobra 1888 prirodné
vedy v Strasburgu. Od septembra 1889 stravil jeden rok
ako adept ucitel'stva na Hlavnom pripravnom gymnaziu
Budapestianskej Univerzity. Po absolvovani pedagogickych a odbornych sktisok zis-
kal v novembri 1890 diplom ucitel'a predmetov matematika a fyzika.

Od 1. septembra 1890 Ratz pdsobil na Hlavnom evanjelickom gymnaziu augsbur-
ského vyznania v Budapesti ako zastupujici profesor, potom od 1. septembra 1892
ako riadny profesor. U¢il matematiku a deskriptivnu geometriu. Skola sa v roku 1904
prestahovala do novej budovy v mestskej Casti Varosligeti fasor a stala sa vSeobecne
znamou a slavnou pod nazvom Fasori gimnazium. V roku 1909 Ratza zvolili za riadi-
tel’a tohto gymndzia a z titulu funkcie sa automaticky stal ¢lenom tak Cirkevnej, ako
aj Skolskej rady. Aj ked’ funkéné obdobie riaditela bolo 6 rokov, Ratz po 5 rokoch
abdikoval na tato funkciu. Spdsobil tym vSeobecné prekvapenie, lebo tak ucitel'sky
zbor ako aj nadriadené organy boli maximalne spokojné s jeho riadiacou pracou. Ratz
sa vSak chcel naplno venovat len u¢eniu a podrl'a jeho vlastnych slov funkcia riaditel'a
mu odoberala prili§ vela energie. Jeho spolupracovnici charakterizovali situaciu tak,
ze Ratz sice prestal byt riaditel'om, ale stale zostal ich vodcom, pretoze vo veciach
vyucovania sa jeho nazor uz davno stal urcujucim. Prejavilo sa to okrem iného aj tak,
ze po jeho abdikacii ho menovali dozivotnym Cestnym riaditel'om gymnazia a tiez
dozivotnym Cestnym ¢lenom Cirkevnej rady.

Ratz bol mimoriadne vSestranny. Ako turista navstivil norske fjordy a presiel aj
I'adovce v priesmyku Bernina, vySe 15 rokov viedol spevacke a hudobné teleso gym-
nazia a usporaduval vylety so svojimi Fiakmi 2

Laszlo Ratz

IRatz velmi &asto pouzival rychlo poloZeny sled otazok, ktoré mal mimoriadne dobre premyslené
a pripravené, ale nepouzival Sokratovsku iréniu.

2Vo svojom ruéne pisanom Zivotopise starostlivo uviedol vietky miesta, ktoré so svojimi Ziakmi
navstivil: Fiume (dnes Rijeka v Chorvatsku), Pula, Triest, jaskyiia v Adelsbergu (dnes Postojna v Slo-
vinsku), Benatky, Florencia, Pisa, Szeged, Temesvar, KoSice, Zadielska dolina, Dobs$ind, Krasna Horka,
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Vsetkym svojim ziakom bol k dis-
pozicii v podstate nepretrzite, ale ob-
zvlast s velkym nasadenim sa veno- il
val tym mimoriadne nadanym. Mal totiz
schopnost’ rozpoznat nevidany talent.
Jancsimu (Neumannovi) daval mimo-
riadne hodiny, za ktoré nevzal peniaze
od Neumannovho otca, ktory bol ban-
karom, Jencimu (Wignerovi) pozi¢iaval
matematické knihy, ktorych obsah po-
tom na d’alSom stretnuti spolu podrobne
prebrali. Ked’ si R4tz myslel, Ze uz nedokéze tymto vynimocnym Studentom ni¢ nové
z matematiky povedat’, urobil to, Co by spravil maloktory stredoskolsky profesor: po-
ziadal dvoch univerzitnych profesorov, Jozsefa Kiirschaka (1864 —1933) a Mihalya
Feketeho (1886 —1957), aby sa tymto Studentom venovali. Ked” boli Wigner a Neu-
mann uz vo vyS$sich roénikoch gymnazia, tak ich Ratz neraz pozval v sobotu popo-
ludni do kaviarne, kde si dali kavicku v spolo¢nosti univerzitnych profesorov (Beke,
Szegd, Fekete), o bolo pre mladych Studentov obzvlast’ velké vyznamenanie.

V roku 1894 Daniel Arany (1863 —1945), mlady ucitel’ gymnazia v Gyori podla
vzoru Casopisu Mathematikai Lapok vydavaného Mad’arskou matematickou spolo¢-
nost’ou zacal tplne sam vydavat’ ¢asopis KoMaL (K6zépiskolai Mathematikai Lapok,
teda Stredoskolské matematické listy). Jeho cielom bolo ,,dat’ do ruk ziakov aj ucite-
I'ov matematiky obsahovo bohatt zbierku prikladov.“E

V roku 1896 zacal Arany ucit’ v Budapesti a o vydavanie ¢asopisu poziadali najuz-
navanejsieho stredoskolského profesora, teda Ratza. Na Ratzovu Ziadost’ v§ak Arany
pokracoval ako hlavny spolupracovnik ¢asopisu. Ratz zaviedol niektoré zmeny a od
roku 1896 az po rok 1914 redigoval a vydaval tento Casopis, pricom mu venoval
enormne vel'a ¢asu a nemalo vlastnych financii. Ukazalo sa, ze jeho praca mala ne-
ocenitelny vyznam a aj dlhodoby dosah — spominal sa dokonca tzv. mad’arsky mate-
maticky a prirodovedecky zazrak. Do rieSenia vypisanych tloh sa totiz zapojil vel’ky

Fasori v roku 1905

Banska Stiavnica, Kremnica a na plachetnici oboplavali Balaton. Skola finanéne podporovala vydaje
chudobnejsich Studentov.

3Déniel Arany vys$tudoval Univerzitu v Budapesti, potom pracoval ako asistent na lesnickej akadémii
Selmecbanya (dnes Banska Stiavnica). V rokoch 1893 — 96 pracoval ako stredoskolsky profesor v Gy6ri
a potom v Budapesti. Dnes je po lom pomenovana vel'mi kvalitna sutaz pre Ziakov 1. a 2. ro¢nika
gymnazii. Napisal viacero kvalitnych stredoskolskych ucebnic a tiez ¢lanky o poist'ovani, o Simsonove;j
priamke a z tedrie pravdepodobnosti. Zomrel spolu so svojou manzelkou v r. 1945 v ghette pri utoku na
Budapest. Este pred odchodom do ghetta stihol venovat’ svoju vel'ku a vel'mi cenni odborni kniznicu
Mad’arskej matematickej spoloc¢nosti.
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pocet buducich Spi¢kovych matematikov, fyzikov, prirodovedcov a inzinierov, pri-
¢om mnohi z nich sa vyjadrili tak, ze prave K6MaL ich naucil rozmyslat’ a nebyt
KoéMalL-u, ur€ite by robili v zivote nieco iné. Na zaklade nizsie uvedeného zoznamu
si dovolime dodat’, Ze pre svetovi vedu by to bola skoda H

Planovany ciel’ vydat’ kvalitnu zbierku prikladov splnil Ratz aj tym, Ze knizne
vydal vynikajuco spracované priklady z prvych 10 ro¢nikov KéMaL-u, a to Algebru
v roku 1904 a Geometriu v roku 19058

Ukézka geometrickych prikladov KéMaL spred vySe 120 rokov:

Priklad 1. 'V danom pravouhlom trojuholniku A BC' zostrojte bod N tak, aby platilo
|[<NAB| = |<NBC| = |[<NCA|. (KoMaL, november 1895, ur¢ena pre 14—15
ro¢nych, 'ahka.)

Priklad 2. Do gule s objemom V vpiSeme pravidelny Stvorsten, do neho gul'u, do neho
zase Stvorsten a tak d’alej az do nekonecna. Vypocitajte sucet objemov vsetkych guli
a tiez sucet objemov vSetkych pravidelnych Stvorstenov. (K6MaL, m4j 1896, uloha
¢. 198, uréena pre maturujuci ro¢nik, stredna obt'aznost’.)

Priklad 3. Dany je trojuholnik ABC' a l'ubovolny bod F . Priamky AF, BE, CE
pretinaju strany trojuholnika postupne v bodoch A", B', C'. Dokazte, Ze priese¢niky
C", A", B" priamok ABa A'B', BC a B'C',CAaC A lezia na jednej priamke.
(KoMalL, september 1897, uloha €. 391, ur¢ena pre 16-17 ro¢nych, tazka.)

4Skrateny zoznam najvyznamnejsich rieitelov uloh KéMaL-u po 2. svetovil vojnu: Lip6t Fejér
(1880— 1959) — matematicka analyza, Frigyes Riesz (1880 —1956) — funkcionalna analyza, Todor Kar-
man (1881 —1963), znamy pod menom Theodor von Karmén — inZinier, tedria pradenia, Dénes Konig
(1884 —1944) — autor prvej monografie z tedrie grafov, Alfréd Haar (1885 —1933) — funkcionalna ana-
lyza, Marcel Riesz (1886 — 1969) — funkcionalna analyza, Jené Wigner (1902 —1995) — Nobelova cena
za fyziku, Janos Neumann (1903 —1957) — matematik, fyzik a tvorca modernych pocitacov (podla
mnohych nositelov Nobelovych cien za fyziku mohol a mal za svoj vedecky prinos dostat’ tri No-
belove ceny, len pre pomalost’ ich udel'ovania by musel zit" dlhsie), Ferenc Karteszi (1907 —1989) —
— geometer, Ede Teller (1908 — 2003) — tvorca vodikovej bomby, Pal Turan (1910—1976) — matematik,
Gyorgy Szekeres (1911 —2005) — chemicky inzinier, spolu s Erdésom spoluautor slavnej kombinatoric-
kej vety z roku 1935, Tibor Gallai (1912 — 1992) — matematik, Gyorgy Hajos (1912 — 1972) — matematik,
Pal Erdés (1913 —1995) — matematik, Béla Székefalvi-Nagy (1913 —1998) — matematik, Janos Sura-
nyi (1919— 2006) — matematik, Imre Lakatos (Lipschitz) (1922 —1974) — matematik, Janos Harsanyi
(1920—-1995) — Nobelova cena za ekondomiu (ale rozvinul aj tedriu hier). Medzi tispeSnymi riesitel'mi
boli aj ziaci z Lu€enca (prvy ro¢nik 1894 vyhral Mihaly Seidner z Lucenca), PreSova, Nitry, Levoce,
Novych Zamkov, Prahy...

SL. Ratz, A Mathematikai Gyakorlokdnyv, A Kozépiskolai Matematikai Lapok tiz évfolyaméban
megjelent feladatok gyiijteménye, [Zbierka tloh z prikladov publikovanych v prvych 10 ro¢nikoch
KoMalL] I. kotet: Algebra, Franklin Tarsulat, Budapest 1904; I1. kotet: Geometria, Franklin Tarsulat,
Budapest 1905.
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V roku 1914 ¢asopis zanikol, obnovil ho az v roku 1925 Andor Farago, ktory
predtym spolupracoval s Ratzom. Do prace v tomto obnovenom ¢asopise sa ale Ratz
uz nezapojil.

V dosledku celoeurdpskych snah o jednotnt platformu prirodovedného vzdela-
vania sa otazka modernizacie vyu€ovania stala aktualnou aj v Mad’arsku. V tvorbe
novych stredoskolskych osnov sa angazovali a vel’ky podiel prace urobili mnohi z naj-
poprednejsich matematikov tej doby, napr. Henri Poincaré a Felix Klein. V roku 1906
bola preto aj v Mad’arsku zvolena reformna komisia za matematiku, ktorej predsedom
sa stal univerzitny profesor Man6 Beke (1862 —1946), tajomnikom Ratzov gymna-
zidlny kolega (fyzik) Sandor Mikola (1871 —1945), a tretim clenom komisie sa stal
Laszl6 Ratz. Ako oficialny ¢len tejto komisie sa zucastnil konferencii ICMI (Interna-
tional Comission on the Teaching of Mathematics), ktoré sa konali 18.—21. septembra
1911 v Miléne, 21.—27. augusta 1912 v Cambridge (v ramci svetového kongresu ma-
tematikov) a 1.—4. aprila 1914 v Parizi. Neskor sa ukazalo, ze prave Ratz odviedol
obrovsky kus prace, pretoze sa schvalili a pouzivali u¢ebné plany, ktoré on vypra-
coval a pouzival na svojej Skole uz od prvych rokov XX. storocia. V roku 1910 ho
franctizske Ministére de I instruction publique et des beax —arts uctilo titulom Officier
dAcadémicb.

V spoluautorstve s Mikolom vznikla uc¢ebnica L. Ratz, S. Mikola Az infinitezi-
malis szamitas elemei a kozépiskolaban [Prvky infinitezimalneho poctu na stredne;j
skole], I. vydanie: Franklin Térsulat, Budapest 1910; II. vydanie: Franklin Tarsulat,
Budapest 1914. Zaradenie diferencialneho a integralneho poctu do osnov malo ne-
smierny vyznam aj pre vyucbu fyziky, pretoze bolo mozné ovela presnejsie a efek-

8Je pozoruhodné, Ze tato globalizacia zagala uz v roku 1893. Téza reformy: Nech je vyutba matema-
tiky taka, aby si Student uvedomil nesmierny kultirny vyznam matematiky. V takom pripade je nadej,
ze matematické myslenie sa dostane aj do kazdodenného spolocenského zivota. Maturant musi vidiet’
prepojenie matematiky so zivotom, s roznymi vedami a s celkovym chapanim sveta, preto musi byt ma-
tematika pretkand meraniami a praktickymi skusenostami. Délezité je pocitanie naspamaét’ a trénovanie
odhadov. (Pre lepsie pochopenie odporti¢am citatel'ovi kapitolu 0 z knihy Alex Bellos: Alexova dobro-
druZstvi v zemi &isel, Dokof4n s.r. 0., 2015. Citatel’ sa okrem iného dozvie, Ze intuitivne sa u Gloveka
vyvinuli odhady podielu, ale nie rozdielu, pricom aj podiel vnimaji mnohi len na vel'mi nizkej Girovni,
teda pre malé pocty: milionar aj miliardar su proste vel'mi bohati, ale malokoho napadne, ze ten druhy
ma 1000-krat viac penazi, ako ten prvy.) Od prvej triedy gymnazii treba rozvijat’ samovolne ziskané
poznatky a predstavy Ziakov s dérazom na funkéné myslenie, ktoré ma byt hlavnou nit'ou. U¢itel’ sa
musi snazit' o vytvorenie jasnych pojmov. Uz v 2. a 3. triede gymnazii presadzovali pojem zlomku,
ktory je intuitivne detom jasny. Uz sem zaradili aj jednoduché grafické vyjadrenia. V 4. triede pridali
praktické funkcie — hodnota cennych papierov v zavislosti na Case, ¢as a teplota, tlak a zrazky, percento
umrti v zavislosti od veku. V 5. triede sa riesili kvadratické nerovnosti, v 6. triede percentudlne vynosy
a vynosy z vynosov, logaritmické a trigonometrické funkcie, do 7. triedy bola zaradena synteticka aj
analytickd geometria a tiez zéklady diferencidlneho poctu, do 8. triedy integralny pocet s dorazom na
vypocet objemu a obsahu objektov suvisiacich s gul’ou.
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tivnejsie pracovat’ s pojmami rychlost’, zrychlenie, potencial... Ukazka prikladov zo
zbierky Ratz-Mikola z roku 1910:

Priklad 1. Do rovnostranného trojuholnika vpiSte rovnostranny trojuholnik minimal-
neho obsahu.

Priklad 2. Z plechu chceme urobit’ valcovitii nadobu s objemom 1 liter. Aké maju
byt jej rozmery, aby sme spotrebovali ¢o najmenej plechu?

Priklad 3. Ktory z valcov vpisanych do gule ma maximalny objem? Urcte pomer
objemu gule a toho valca s maximalnym objemom!

Priklad 4. Zo $tyroch rovnakych dosiek treba urobit’ odvodiiovaci kanal maximal-
neho objemu. Dve dosky musia byt’ zvislé. Aky by mal byt uhol zvysnych dvoch?

V roku 1923 pri stom vyroci zaloZenia Skoly sa byvali absolventi Fasori gimna-
zium rozhodli, Ze ,,opierajlc sa o storo¢nu tradiciu humanistického ducha tohto evan-
jelického gymnaézia, s cielom dusevne aj hmotne podporovat’ Ziakov gymnazia aj po
ich odchode na univerzity zalozia Spolok byvalych absolventov. Pan profesor Ratz
sa stal podpredsedom Spolku. O dva roky neskor, po svojom odchode do déchodku,
chodieval Ratz za byvalymi kolegami a mal obzvlast’ vel'ka radost, Ze sa mohol cez
Spolok Casto stretdvat’ so svojimi byvalymi ziakmi a tesit’ sa z ich uspechov. Zaciat-
kom septembra 1930 cestou z Karlovych Varov ho postihla nahla mozgova prihoda.
Zomrel v sanatoriu v Budapesti 30. septembra 1930.

Takto sa vyjadril Wigner, ale po-
dobné vyjadrenia mali vSetci Ratzovi
ziaci: ,,Fasori gimnazium bola zrejme
najlepsia Skola v Mad’arsku a urcite pat-
rila k najlep$im na svete. Zapadné Skoly
ucili separované vedomosti, na mojej
strednej Skole boli vedomosti z jed-
notlivych predmetov silne previazané.
Jej ucitelia boli mimoriadne erudovani
a vyucovali s neuveritelnym nadSenim.
A vobec najlepsi ucitel, ktory ma kedy
ucil, bol Laszl6 Ratz, ktorého fotku mam
stale pred sebou v mojej pracovni.*

Wignerova pracovia,
fotka Ratza je na stene uprostred
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Zadania uloh
36. ro¢nika Olympiady v informatike

Informacie a pravidla
Pre koho je sutaz urcena?

Do kategorie B sa smu zapojit’ len ti Ziaci zakladnych a strednych $kol, ktori eSte ani
v tomto, ani v nasledujiicom skolskom roku nebudu kon¢it’ strednt skolu.
Do kategorie A sa mdzu zapojit’ vSetci ziaci (zakladnych aj) strednych §kol.

Odovzdavanie rieseni domaceho kola

Riesitelia domaceho kola odovzdéavaju rieSenia sami, v elektronickej podobe, a to
priamo na stranke olympiady: http://oi.sk/.

RieSenia kategorie A je potrebné odovzdat’ najneskdr /5. novembra 2020.

Riesenia kategorie B je potrebné odovzdat’ najneskdr 30. novembra 2020.

Priebeh sutaze

Za kazdu ulohu domaceho kola sa da ziskat’ od 0 do 10 bodov. Na zaklade bodov
domaceho kola stanovi Slovenska komisia OI (SK OI) pre kazdu kategoériu bodovu
hranicu potrebnu na postup do krajského kola. Ocakavame, Ze tato hranica sa bude
priblizne rovnat’ tretine maximalneho poctu bodov.

V krajskom kole riesitelia rieSia Styri teoretické ulohy, ktoré mozu tematicky nad-
vdzovat na ulohy domaceho kola. V kategorii B stitaz tymto kolom konc¢i.

V kategorii A je priblizne najlepsich 30 rieSitel'ov krajského kola (podla poctu
bodov, bez ohl'adu na kraj, v ktorom sutazili) pozvanych do celostatneho kola. V ce-
lostatnom kole ucastnici prvy dei riesia teoretické a druhy den praktické ulohy. Naj-
lepsi rieSitelia st vyhlaseni za vitazov. Priblizne desat’ najlepSich rieSitelov nasledne
SK OI pozve na tyzdnové vyberové sustredenie. Podl'a jeho vysledkov SK OI vy-
berie druzstva pre Medzinarodni olympiadu v informatike (IOI) a Stredoeuropsku
olympiadu v informatike (CEOI).

Ako maju vyzerat riesenia uloh?

V praktickych tlohach je vasou tlohou vytvorit’ program, ktory bude riesit’ zadant
ulohu. Program musi byt’ v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte
aby bol ¢o najefektivnejsi.


http://oi.sk/
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V kategorii B mozete pouzit’ l'ubovolny programovaci jazyk.

V kategorii A musite rieSenia praktickych tloh pisat’ v jednom z podporovanych
jazykov (napr. C++, Pascal alebo Java). Odovzdany program bude automaticky otes-
tovany na viacerych vopred pripravenych testovacich vstupoch. Podl'a toho, na kol'’ko
z nich da spravnu odpoved’, vam budu pridelené body. Vysledok testovania sa do-
zviete kratko po odovzdani. Ak va$ program neziska plny pocet bodov, budete ho
moct’ vylepsit’ a odovzdat’ znova, az do uplynutia terminu na odovzdavanie.

Presny popis, ako maju vyzerat rieSenia praktickych uloh (napr. realizaciu vstupu
a vystupu), najdete na webstranke, kde ich budete odovzdavat.

Ak nie je v zadani povedané indc, rieSenia teoretickych uloh musia v prvom rade
obsahovat’ podrobny slovny popis pouzitého algoritmu, zdévodnenie jeho sprdavnosti
a diskusiu o efektivite zvoleného rieSenia (t.j. posiudenie ¢asovych a pamétovych
narokov programu). Na zaver rieSenia uved’te program. Ak pouzivate v programe ne-
trivialne algoritmy alebo datové Struktiry (napr. rézne sti¢asti STL v C++), stiastou
popisu algoritmu musi byt’ dostato¢ny popis ich implementacie.

Usporiadatel sutaze

Olympiadu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci so
Slovenskou informatickou spolocnostou (odbornym garantom sttaze) a Slovenskou
komisiou Olympiady v informatike. Sutaz organizuje Slovenska komisia OI a v jed-
notlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI. Na jednotlivych Skolach ju zaistuji
ucitelia informatiky.

Celostatne kolo OI, tla¢ materialov a ich distribuciu po organizacnej stranke za-
bezpecuje IUVENTA v tesnej su¢innosti so Slovenskou komisiou OI.

Covid-19

Krajské kolo sttaze je planované na 19. januara 2021 a celoStatne na 24. — 27. mar-
ca 2021. V sucasnosti este nevieme zarucit, ¢i tieto kola prebehnt1 tradi¢nou prezenc-
nou formou.

Slovenska komisia OI ddsledne sleduje aktualny vyvoj epidemiologicke;j situacie
a v pripade potreby mu prispdsobi organizaciu sut'aze. Doméace kolo sutaze urcite
prebehne v tradi¢nej podobe, ked’Ze nan v sti¢asnosti platné opatrenia nemaju ziaden
vplyv. O presnej forme a spésobe organizacie d’alSich kol sut'aze budi postupujuci
sut'aziaci informovani priebezne.
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A-I-1 Zatopené mesto

Toto je prakticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny
program.

Koctrkovom sa prehnala burka a ¢ast’ mesta zatopila. Kubik sa teraz potrebuje
dostat’ zo Skoly domov. Plavanie zatopenymi ¢astami mesta mu nerobi problém, ale
nechce prechladnut’. Presnejsie, nesmie byt prili§ dlho mokry vonku — ked’ uz sa raz
namoci, potrebuje sa pondhl'at’ domov.

Kocurkovo pozostava z n krizovatiek (o¢islovanych 0 az n—1) am obojsmernych
ulic. Kazdé ulica spaja dve krizovatky. Prejdenie l'ubovolnej ulice trva 1 minutu.

Kubik sa potrebuje dostat’ z krizovatky 0 na krizovatku n — 1. Niektoré krizovatky
(mozno aj 0 a/lebo n — 1) st zatopené vodou.

Dalej je dané ¢&islo k, hovoriace, e akonahle sa Kubik prvykrat namo¢i, musi sa
dostat’ domov za nanajvys k£ mintt. (Napr. ak k& = 1, tak na Kubikovej ceste domov
mozu byt zatopené nanajvys posledné dve krizovatky, pricom poslednou je urcite
krizovatka ¢islon — 1.)

Zistite, ¢i sa Kubik vie dostat’ domov, a ak ano, ako najrychlejSie to vie spravit’.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu su ¢isla n, m a k. Druhy riadok obsahuje ¢isla zg, 21, . . ., 2n—1,
priCom z; = 0 ak je krizovatka ¢ suché a z; = 1 ak je zatopena. ZvySok vstupu tvori
m riadkov, v kazdom su ¢isla dvoch krizovatiek spojenych ulicou. Kazda ulica spaja
dve rézne krizovatky. Kazda dvojica krizovatiek je spojena nanajvys jednou ulicou.

Vypiste jeden riadok a v flom jedno celé Cislo: ak sa Kubik vie pozadovanym
spdsobom dostat” domov, vypiSte najmensi pocet minut, za ktory to ide, inak vypis-
te —1.

Obmedzenia a hodnotenie

Vo vsetkych vstupoch platin >2,m>0al <k <n.

sada body n m k d’al§ie obmedzenia

#1 2 10 45 10

#2 1105 105 1

#3 1 10° 105 10° m-k <106

#4 1 10> 10° 10° nanajvys 100 zatopenych
krizovatiek

#5 1 10° 10 10° nanajvys 100 zatopenych
krizovatiek

#6 4 10° 10 10°
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Odovzdané rieSenie bude otestované na Siestich sadach vstupov. Body a maxi-
malne hodnoty n, m, k pre ne udavame v predchadzajucej tabul’ke.

Priklady
vstup vystup
54 2 -1 \
8 1 000 Zo Skoly domov vedie Kubikovi len jedna
1o cesta. Na krizovatke 1 sa namodi a na-
5 3 sledne sa nevie dostatocne rychlo dostat
32 domov (k = 2, ale mokrému Kubikovi to
bude trvat’ 3 minuty).
vstup vystup
541 (4 \
8 (1) 011 Tento raz je Kubikova cesta domov v po-
{0 riadku, mokry bude len minutu. Celkovy
cas cesty su 4 minuty.
5 3 ty ty
3 4
vstup vystup
771 4 \
8 1 00100 Zo Skoly domov vedu dve cesty. Cesta 0-
1o 1-2-6 je kratsia, ale nevyhovuje — Kubik
56 bude pridlho mokry vonku. Musi preto ist
dlhsou cestou: 0-3-5-4-6.
0 3
35
4 5
4 6
A-I-2 Roman

Toto je praktickauloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny

program.

Roman prave dopisal svoj prvy roman. Ked’ vydavatel’ uvidel rukopis, zalomil
rukami a povedal, Ze je toho tak vel’a, ze to budu musiet’ rozdelit’ na viac knih a vydat’
postupne. Tu ale vyvstala zdvazna otazka: ako presne Romanov roman rozdelit™?
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Roman ma n kapitol. Kazda z nich je vesela, smutna, alebo neutralna. Vydavatel’
si mysli, ze je najlepsie, ked’ je kniha vyvazena — teda ked’ veselych kapitol obsahuje
rovnako vel'a ako smutnych.

Vasou tlohou je rozdelit’ cely Romanov roman na knihy tak, aby ¢o najviac z nich
bolo vyvazenych.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je ¢islo n. V druhom riadku vstupu je postupnost’ n Cisel
popisujuca jednotlivé kapitoly: 1 je veseld, O je neutrdlna a —1 je smutna kapitola.
Kapitoly st dané v spravnom poradi a toto poradie nesmiete menit’.

Na vystup vypiste jediny riadok a v iom jedno ¢islo: najvac¢si dosiahnutelny pocet
vyvazenych knih.

Obmedzenia a hodnotenie

Odovzdané rieSenie otestujeme na Styroch sadach vstupov. Body a maximalne hod-
noty n pre ne su nasledovné:

sada body n d’al§ie obmedzenia
#1 1 2
#2 2 500 ziadna kapitola nie je smutna
#3 3 500
#4 4 10°
Priklady
vstup vystup
4 E |
-1-111

Nevieme vyrobit viac ako jednu vyvazenu knihu. Su dva rozne optimalne sposoby
delenia: bud’ dame vietky kapitoly do jednej knihy, alebo romdan rozdelime takto:
-1 -11] 1

vstup vystup
10 |3 \
0110-1-1-1-11-1

Jedno optimalne delenie na knihy:0 | 1 1 0 -1 -1 | -1 -1 | 1 -1. Tretia
kniha nie je vyvazena ale zvysné tri su. Viac ako tri vyvazené knihy sa neda dosiahnut.
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A-I-3 Celta

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formate
PDE, obsahujuci riesenie, spliajuce poziadavky uvedené v pravidlach.

Na trhovisku stoji n stankov v jednom rade. Ich priecelia su rdzne Siroké: i-ty
stanok zl'ava ma a; centimetrov.

Mame celtu obdiznikového tvaru, ktorou by sme chceli stanky zakryt’ pred daz-
dom. Celta ma prave taku §irku, aby dosiahla od prednej hrany stankov po zadnu.
DiZka celty je k centimetrov. Celtu nie je dovolené nijak delit’.

Sutazna uloha
Zadané su ¢islaay, . . ., ay aCislo k. Chceme tplne zakryt’ Co najviac stankov. Navrh-
nite co najefektivnejsi algoritmus, ktory najde 'ubovolné jedno optimalne rieSenie.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu su kladné celé ¢isla n a k. V druhom riadku vstupu st me-
dzerou oddelené kladné celé ¢isla a, . . ., a,. MOZete predpokladat’, Ze ich stcet sa
zmesti do beznej celodiselnej premenne;.

Vypiste jeden riadok a v nom dve Cisla. Ak sa neda zakryt’ ziadny stanok, vypiste
,»0 0. Ak je optimalne zakryt' d stankov zacinajuc ¢-tym zlava, vypiste ,,d £.

Obmedzenia a hodnotenie

Plnych 10 bodov mdzu ziskat’ len rieSenia s optimalnou casovou zlozitost'ou. (Neza-
budnite na zdovodnenie spravnosti a odhad casovej zlozZitosti.)

ZarieSenia, ktoré efektivne vyriesia lubovolny vstup s n < 108, mozete ziskat do
7 bodov. Za riesenia, ktoré efektivne vyriesia l'ubovolny vstup s n < 5000, mdzete
ziskat’ nanajvys 4 body. Cubovol'né funkcéné riesenie, bez ohl'adu na rychlost’, méze
dostat’ aspon 2 body.

Priklady
vstup vystup

7 600 (32 \

200 100 200 300 200 200 100

Stanky cislo 2, 3 a 4 maju dokopy Sirku 100 + 200 4 300 = 600 cm, mame teda
presne dost celty na ich zakrytie. Iné tiez spravne vystupy pre tento vstup su ,,3 1
a,, 35" Voboch tychto pripadoch ide o trojicu susednych stankov, ktorée maju dokopy
len 500 cm.
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vstup vystup

3 10 00
100 100 100

A-I-4 Externa pamit’

Toto je teoreticka wloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formdte
PDE, obsahujiici riesenie, splnajiice poziadavky uvedené v pravidlach. K tejto iilohe
patri Studijny text uvedeny na nasledujucich strandch. Odporiucame najskor precitat
ten a az potom sa vratit' k samotnym sutaznym ulohdam.

V pamiti mame ¢islo n. Na zaciatku disku mame ulozent maticu rozmerov n X n.

Matica je ulozend po riadkoch: teda najskor su ulozené prvky z jej prvého riadku
(zlava doprava), potom prvky z druhého riadku (opdt’ zl'ava doprava), a tak dale;.
Pre jednoduchost’ mézete predpokladat’, Ze n je nasobkom b (velkosti bloku).
Poduloha A (2 body): Rozcvicka: vypiste prvky tejto matice po riadkoch.
Podiiloha B (3 body): Vypiste prvky tejto matice po stipcoch — teda najskor jej prvy
stipec zhora dole, potom druhy stipec zhora dole, a tak d’alej.
Podiloha C (5 bodov): Otocte celti maticu o 90 stupiiov doprava. Teda napr. jej
Pavy horny prvok mé skoncit’ v pravom hornom rohu, pravy horny prvok ma skoncit’
vpravo dole, a tak d’alej. Na konci musi byt’ oto¢ena matica ulozena na disku tam, kde
je teraz ulozena p6vodnd matica.

Ak vam to pri pisani programu pomoze, mdzete v tejto podulohe predpokladat,
7e do pamiite sa vam zmesti az rddovo b blokov — teda 7e mozete pouzit’ az O(b?)
pamate.

Studijny text: Externa pamat’

V tomto ro¢niku olympiady budeme pracovat’ s datami, ktoré su tak vel'ké, ze sa nam
naraz vSetky nezmestia do paméte. Budeme teda pisat’ programy pre pocitac, ktory
ma internt aj externd pamét’. Tie budeme pre jednoduchost volat’ pamdt’ a disk. Praca
s diskom je omnoho pomalsia ako praca s pamatou.

K datam v paméti mozeme pristupovat’ priamo, tak ako sme zvyknuti z beznych
algoritmov. Pamit’ je vSak obmedzend, naraz sa do nej zmesti len m udajov. Kazdy
udaj je nejaké rozumne vel'ké celé &islo D

"Udaj si mozete pre jednoduchost’ predstavovat’ ako 32-bitovii celodiselnti premennii. Formalne
zvykneme dovolit’ do tychto premennych ukladat’ ¢isla ktorych velkost je nanajvys polynomialna od
velkosti vstupu — teda napr. &islo n® sa este do premennej zmesti ale 2™ uz nie.
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Disk je neobmedzene velky. Je rozdeleny na bloky. Kazdy blok obsahuje b udajov.
K tymto udajom nevieme pristupovat’ priamo. Vieme robit’ len dva typy operacii:
nacitat’ blok z disku na konkrétne miesto do paméte a ulozit’ konkrétny kus pamite
ako blok na disk.

Ak nebude povedané ina¢, tak jediné, ¢o mdzete predpokladat’ o parametroch m
a b, je, ze pamit je dostatocne velka na to, aby sa do nej naraz zmestilo konstantne
vel'a blokov. Cubovolny program, v ktorom pouzijete O(b) pamite, je teda v po-
riadku.

Praca s diskom a iné technické detaily

Konstantu b (vel'kost’ bloku) pozname a mézeme ju pouzivat’ v programoch.

Na citanie z disku budeme v programoch pouZzivat’ funkciu Read (blok), ktora
dostane poradové ¢islo bloku, ktory ma nacitat’, nacita jeho obsah do pola a toto pole
vrati na vystupe.

Na zapis na disk budeme pouzivat’ funkciu Write(blok, pole), ktora obsah
daného b-prvkového pol'a zapiSe do daného bloku na disku.

Analyza algoritmov

Pri analyze algoritmov v tomto modeli nas buda zaujimat’ dva hlavné druhy zlozitosti.
Prvym je klasicka casova zloZitost’ — poCet krokov vypoctu. Druhym je komunikacna
zloZitost' — pocet volani funkcii Read a Write.

Budeme sa snazit’ hl'adat’ algoritmy, ktoré budi mat’ (asympoticky) rovnaku ¢a-
sovu zlozZitost’, ako by mal optimalny algoritmus na klasickom po¢itaci (t.j. taky, ktory
ma k dispozicii neobmedzené mnozstvo pamite). Samozrejme, ak mame dva takéto
algoritmy, lep$i z nich je ten, ktory ma (asympoticky) mensiu komunikac¢nu zlozitost'.

Aby sme sa nemuseli zaoberat’ malymi patologickymi pripadmi, staci sa pri ana-
lyze algoritmov zaoberat’ situaciou, kde velkost’ vstupu je rddovo vicsia ako vel'kost’
jedného bloku.

Teda ak napriklad spravime nanajvys n/b + 3 volani funkcie Read, mézeme +3
prehlasit’ za zanedbatel'ne malé v porovnani s n/b a konstatovat, ze komunika¢na
zlozitost' je O(n/b).

Zvlast vas eSte chceme upozornit’ na programy pouzivajuce rekurziu. Nezabud-
nite, ze kazdé volanie funkcie potrebuje zadznam na zasobniku, a ten sa tiez nachadza
v pamiti. Pri rekurzivnych algoritmoch treba teda aj hibku rekurzie ratat’ do paméto-
vej zlozitosti a hlavne si treba dat’ pozor na to, aby ste samotnou rekurziou neminuli
privel’a pamite.
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Priklad: maximum

Pracu s diskom si vyskasame na jednom z najjednoduchsich moznych prikladov.
V pamiti mame ¢islo n. Na zaciatku disku madme postupnost’ n kladnych celych &isel.
Nasou tlohou je najst’ najvacsie z Cisel na vstupe.

Pre nazornost’ explicitne pripominame, ze postupnost’ na disku je rozdelena do
blokov: v prvom bloku je prvych b ¢isel, v druhom d’alSich b, a tak d’alej. Dokopy
teda vstup zabera [n/b] blokov na disku.

RieSenie bude priamociare: postupne po jednom prejdeme vsetky bloky. Kazdy
blok nacitame do paméte a prejdeme vsetky tidaje v nom. Nasledne ho uz nebudeme
potrebovat, takze pamat’, kde bol ulozeny, jednoducho prepiseme nasledujicim blo-
kom.

Nizsie uvadzame ukazkovl implementaciu tohto rieSenia v jazyku Python. (Vo
svojich rieSeniach mézete pouzit’ lubovol'ny bezny programovaci jazyk, detaily pou-
zitia funkcii Read a Write si vhodne zvol’te.)

# v pamdti uZ mame:

# - premennd N obsahujicu pocet idajov na vstupe
# - konStantu B oznacujicu velkost bloku na disku
s =0 # poCet uZz spracovanjch blokov zo vstupu

odpoved = 0 # doterajSie maximum

while s*B < N: # kym sme eSte nespracovali cely vstup
data = Read(s) # nacitaj dalsi blok z disku
pocet = min( B, N - s*B ) # zisti, kolko idajov z neho e3te patri do vstupu
for i in range(pocet): # prejdi tie tdaje a porovnaj s doterajS$im maximom
odpoved = max( odpoved, datal[i] )
s +=1 # posufi sa na nasledujici blok
print (odpoved)

O tomto programe vieme povedat’ nasledovné:

- Jeho Casova zlozitost je O(n), teda linearna od velkosti vstupu. Na kazdy prvok
vstupu sa raz pozrieme.

- Jeho komunikaéna zlozitost’ je presne [n/b].

- Naraz mame v paméti len jeden blok a konstantne vel'a pomocnych premennych,
pamétovu zlozitost’ teda mame naozaj len O(b).

Priklad.: test symetrie

V pamiti mame ¢islo n. Na zaciatku disku mame postupnost’ n kladnych celych ¢isel.
NasSou tlohou je zistit', ¢i ide o palindrom — teda ¢i tato postupnost’ ¢itand odzadu
vyzera rovnako ako odpredu.
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Ak by n bolo ndsobkom b, bola by implementacia rieSenia celkom prijemna: sta-
¢ilo by porovnat’ prvy blok s poslednym, potom druhy s predposlednym, a tak d’ale;.

So v8eobecnym pripadom bude o Cosi vacsia ostara. Nech teda n dava po deleni b
nejaky nenulovy zvySok z. Potom prvy blok chceme porovnat’ s¢asti s poslednymi z
udajmi (na zaciatku posledného bloku) a scasti s predchadzajucimi b — z Gdajmi (na
konci predposledného bloku vstupu).

Predstavme si, ze mame dvoch pracovnikov. Prvy ¢ita vstup zl'ava doprava, druhy
zéaroven rovnakym tempom sprava dolava. Vzdy, ked obaja precitaju ¢islo, porovnaju
si ich. Takto implementujeme aj naSe rieSenie, s tym, Ze kazdy pracovnik si vzdy, ked’
sa mu minu Cisla v paméti, vyziada prislusny d’alsi blok z disku. Prestaneme, ked’ sa
obaja pracovnici stretn v strede postupnosti.

Takéto rieSenie bude zjavne mat’ ¢asovi zlozitost’ O(n), pamatova zlozitost’ O (b)
a komunikaénu zlozitost’ O(n/b).

Priklad: reverz postupnosti

Na zaver studijného textu sa pozrieme na priklad podobny tomu predchadzajicemu.
Ako by to vyzeralo, keby sme chceeli postupnost’, zadantl na vstupe, v paméti obratit™?
Zjavne staci robit’ to isté ako v predchadzajicom rieSeni, s dvoma tipravami. Namiesto
porovnania si pracovnici svoje ¢isla vymenia. A vzdy pred tym, ako by nacitali d’alsi
blok z disku, tak najskor do toho minulého zapisu cisla, ktoré dostali od kolegu.

ESte si vS§imnime, Ze musime byt opatrni pri spracovani stredu postupnosti, aby
sme zapisali sprdvne vyzerajuci prostredny blok.

NizSie uvadzame jednu moznu implementaciu jednoduchsej verzie tejto ulohy.
V tejto implementacii predpokladdme, Ze n je ndsobkom velkosti bloku, a teda len
reverzujeme a medzi sebou vymiename celé bloky.

assert N ), B ==
pocet_blokov = N // B # N celo&iselne vydelené B

# kym mame asponi dva bloky, vymenime a reverzneme prvy a posledny z nich
for i in range(pocet_blokov // 2):

lavy = Read(i)

pravy = Read(pocet_blokov-1-i)

Write( i, reversed(pravy) )

Write( pocet_blokov-1-i, reversed(lavy) )

# ak nam v strede zvySil jeden blok, ten len reverzneme
if pocet_blokov % 2 ==

stredny = Read( pocet_blokov // 2)

Write( pocet_blokov // 2, reversed(stredny) )"

Pre ulohovi komisiu Olympiady v informatike spracovali Michal Anderle
(zaba@ksp.sk) a Michal Forisek (misof@ksp.sk).
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Groundwater Physics

Sés Katalin, Bartyik Tamas, Nanai Laszlo

Abstract: Our series of articles [1-5] named “Physical Processes in the Nature”,
launched from 2014 have the aim to provide concrete help to teachers in integrated
science education. In the series, we gather phenomena and processes that illustrate the
intertwining and fundamentally unified view of physics, biology and geography. The
first article explained the soil physics, the second one the physical and chemical prop-
erties of water, the third the physics of oceans, seas, the fourth the physics of lakes
and the fifth the rivers. In this article, we discuss the characteristics and processes of
deep waters and their explanation.

Key words: water, groundwater, hydrogeology

Sihrn: Sériou nasich ¢lankov [1-4], ktoré sme zahégjili v roku 2014 sme mali v amys-
le pomoct’ ulitelom vyucujlcich prirodné vedy integrovanym spdsobom. V sérii
¢lankov sme popisali javy a deje, ktoré ilustruji prepojenie fyziky, bioldgie
a geografie, ako aj ich jednotné chapanie vychadzajiice zo samotnych zakladov pri-
rodnych vied. Prvy ¢lanok objasnil fyziku pddy, druhy objasnil fyzikalne a chemické
vlastnosti vody, treti fyziku ocednov, Stvrty fyziku jazier a piaty sa venoval riekam.
V predkladanom ¢lanku sa zaoberame s charakteristikami a procesmi podzemnych
vod, ktoré vysvetlujeme.

KPucové slova: voda, podzemna voda, hydrogeologia
MESC: M50

Groundwater

Hydrogeology is the science of groundwater, which deals with, among other things,
the appearance, physical chemical characteristics of groundwater, the forces acting
on them, and the movements formed by the forces.

The importance of groundwater is shown by the fact that it accounts for 21,8%
of the Earth’s total freshwater supply and is still an important base for use.

In terms of depth layers, a significant part of the groundwater is above a depth
of 30 km, deeper, than this, the water temperature is already above the critical tem-
perature. The components of water are still found in the outer mantle, but neither
water nor his constituents are present in the inner mantle and the nucleus.

The time for the water to be reached the surface layer is best measured by using
isotope techniques.
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The best known way to do this is to use cosmogenic isotopes (*H, *C), when
the time to reach subsurface layer is given based on the decrease in activity relative
to surface waters. But it is also possible to determine by isotopic technique whether
the groundwater receives the supply from the direction of the surface or from the
deep waters. If it comes from the surface it contains cosmogenic tritium, as its half-
time life is relatively short (12,26 years), and tritium cannot reach water at depth.
(6]

A wide variety of groupings of groundwater are known, based on the grouping,

according to [7]:

— Juvenilis water entering into the hydrogeological cycle first time.

— Wild water (also known as meteoric water, which is already involved it the
water cycle, i.e. it is deposited from the atmosphere on the surface of the Earth
and sinks from here.

Juvenile water can be grouped as:

— Water from inside of the Earth rising to the surface by any of reason. The most
frequent in the exhalation of water vapour from volcanoes.

— The solar water hydrogen arriving from the sun combines with atmospheric
oxygen forming water. This is confirmed by the cloud layer at altitude of 60
km; the water from the Earth surface is not able to reach so high altitude.

Wild water densification:

— Condensation water is the water that is carried by the air entering into the Earth
core, cooking there and condenses. This water has a great importance on the
desert coast and small importance in the temperate soil.

— In filtration water which from keep from surface into the Earth’s crust and
leaves over a time. It has great importance in the supply of ground water.

— Fossil water was present as pre water and remained there. The oil’s accompa-
nying water could be called fossil water. This may leave his original place dur-
ing consolidation or due to earthquakes.

— Crystalize water means water bounded in rocks in front of hydroxide or hydro-
silicate.

—  Sweat water is water that is formed on the way: the surface binds water chemi-
cally or physically then the rock sinks and the water content is distilled. Of
course the distillation takes place in the layer where the temperature is between
Ehe boiling point and the critical temperature of the water i.e. 100 'C and 375

C.

New theories for grouping are also existed: one of most important is the Deming

theory (2002) with volcanism as main origin of juvenile water are appearing being

caused new focus of grouping [8]:

— ocean waters,
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— meteoric (atmospheric) water,

— water transformed from them.

Groundwater can also be grouped according to the determinants of water, such as

— in the case of crystalline water on base of determining bind,

— in the base of pore water on capillary forces and on the location of gaps be-
tween the particles e.g. second order binds,

— the fissure water located in the cracks of rocks the gravitational force is deter-
mining,

— the water belonging to cavities and caves, the role of gravity is significant.

More grouping are available also:
on base of water movement are stagnant, flowing vapour forms and leaking
waters

— on base of temperature; see several definitions on concepts for cold, hot and
lukewarm water

— on base of chemical composition we see simple, mineral, medicinal water

— inthe case of mineral water this consists more then 1000 mg/I solid particles or
detectable amount of biologically active elements or highly dissolved gas com-
pounds used for pharmaceutical purposes.

In practical sense the more important is the grouping by location:

— groundwater: below the surface but above the first impermeable layer which is
significantly affects by meteorological factors,

— layer water trapped between two watertight layer is ~ 100 m deep therefore in
a Hungarian practice the groundwater limit is determined at 20 m deep.[9]

Also groping could be done on base of supply and groundwater depth.[10] Types

originated by rain, the groundwater level is a function of precipitation, located near

the surface up to max. 1 m:

— infiltration type: water level is at 1-2 m, the water low fix and balanced,

— medium normal type: located at 2-4 m below the surface,

— deep depth normal type: The groundwater level is 5-8 m deep. This annual
fluctuation is small, evaporation is no longer expected, only infiltration and
outflow prevail,

— uninterrupted type: the groundwater level is 7-10 m deep evaporation and infil-
tration are negligible only underground influences are acting.

Fig 1. shown each type of typical depth. Also it can be seen that the yearly level
due to level raising and decreasing, shows a sin type curve.



42

the perception well:

the ground level

feeds directly on precipitation
affected by excess evaporation

affected by infiltration and evaporation

ffected by infiltration

undisturbed groundwater

XooLomoVeoVL X XL L VoW, X

Depth of groundwater level (m)

hydrological years

Fig. 1. Annual change in groundwater level related to each section.[10]

The stratification of the soil profile in term of water content is as follow:
— in the upper part there is a so-called aeration zone in which the water appears
mainly as hanging water or hydrate cover,
—  below this is the capillary zone,
— near the surface, the capillaries contain air in addition the water i.e. the pores
are unsaturated when viewed against water,
— the capillaries of the deeper layers now contain only water i.e. they are saturat-
ed with respect to water.
The groundwater level, by precise definition is the depth of which unsaturated
and saturated levels separate in the capillary.

i/,
R B8 BB B

aeration unsaturated saturated aquifer watertight
zone capillary zone layer layer

Fig. 2. Soil profiles based on water content.
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The groundwater level is measured with specially installed wells or with wells
not yet used for water supply. The water surface formed in the wells is always the
same as the free surface of the groundwater in the environment. The annual water
level fluctuation (in Hungary) is about 0.70-0.90 m, while the max. 2.30 m.

Floods of course results in greater level fluctuation, although this effect is not
far from the rivers: usually 3-4 km along the Danube and 1,0-1,2 km along the
Tisza.[9] The groundwater level depends on numerous external conditions, with the
amount of precipitation and evaporation being the most important, but inflows and
runoff can also play a role. In Hungary the max soil moisture is usually in early
spinning, because from the middle of autumn to spring the amount of precipitation
exceeds the water lost caused by evaporation, and the soil is filled. Despite meteor-
ological events, vegetation-related effects should also be considered, especially
during the summer months, when the water consumed by vegetation is significant.
Therefore, the annual fluctuation of groundwater levels is highly region-dependent.
[10]

The depth profile of soil moisture changes throughout the year. From autumn to
spring, the so-called wetting profile is important: the moisture content of the soil
decreases from top to bottom. The infiltrating water later reaches the deeper layers.
The dehydration profile is typical from spring to autumn when the humidity in-
creases downwards. [10]

The moisture content of the soil based on the restraining forces can be divided
as:

— Hygroscope moisture content — this is the amount of water bound by the elec-
trostatic forces of soil colloids. This multi-molecular water layer coats the sur-
face of the soil’s elementary particles. These include tightly bound water enve-
lopes (adsorbed water) and looser adhesive water envelope (adhesive water).

— Water retained by the capillaries against the effect gravitational force is the
capillary water and the pore water having a similar nature. They are weak so
plants can partially absorb them.

— Water moving downwards due to gravity is the leaking (gravity water). It bare-
ly attaches to the ground so it is able to move by gravity downward.

In more compact, fine-grained soils (clay soils), most of the soil moisture is
strongly bound to the soil particles because this part of the moisture is difficult to
leave the soil. Looser soil have large particle sizes, large inter partial pores, so
much of the water content is in the poorly bounded form.

The infiltration process is determined by these forces. In the case of precipita-
tion the water first wets the soil particles forming water film on their surface. Upon
further precipitation, the thickness of the water layer, the adhesive force decreases,
and the water filling the gaps also appears. The downward movement starts when
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the adhesive binding force of the film and the surface tension of the cover water
become smaller than the effect of the gravitational force.[11]

The ground water can be open-mirror type. In that case the surface of that water
is the contact with an air with pressure normal. Also could be sorted as mirror type,
in that case on the surface water level on find a permeable layer.

If the groundwater layer is higher than the upper plane of the barrier layer, the wa-
ter is under pressure.

In the case of double groundwater a lens barrier layer is built into the aquifer
therefore part of the groundwater may be under pressure.

The surface of the groundwater roughly follows the topography as shown in
Fig 3., but the particle size of rocks, the vegetation cover and the meteorological
factors they are also determinants. If the case of coarse particle size and large roots
or intensively evaporating roots, the groundwater level is lower.[12]

surface

-
R e, = -1

the ground level 7"~

watertight layer

s
35t

Fig. 3. Depth of the groundwater level and topography.[10]

The flow of groundwater can be determined by the method so-called ,,Hydro-
logical triangle”. The water level waves measured at three points (wells) forming
whose slop gives the direction of flow. Isotope tracer is also widely used to deter-
mine the velocity and direction of the flow:

— in the case of several well methods they are measuring the activity of central
well related to out surrounding wells

— in the one well method we conclude data for velocity from the well activity
changes.[9]

In addition the flow time of natural surface water flow could be determined by
isotope technique, even the location of inflow. To do that, we have to know the
activity of rainwater on a cosmogenic isotope. The measurements can be made at
difference distances with sampling wells. For deep flow the activity decreases and
the direction of flow can be given quite accountably based on the flow rates.[6]

The site of inflow can be determined by chemical methods, but it is necessary to
take into account how the anion composition of the water changes from inflow to
outflow. Initially the bicarbonate content is significant, then the sulphate and final-
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ly the chloride content becomes predominant, while the oxygen content gradually
decreases and the pH gradually increases.[13]
The groundwater movement — experimentally- is described by Darcy’s law:

hy—h
Q=KA"—2, (1)
L
where @ is the volume of the water flow per unit time, A is the cross section of the
flow field, L is the distance along flow between points A and B and K presents the
leakage factor.[14]

oy

Z

Fig. 4. Interpretation of Darcy’c law.[14]

The leakage factor depends on the characteristics of the liquid and rock and deci-
sive:

— the density of the liquid (p),

— the viscosity of the liquid (1),

— soil structure and particle size factor (C is determined experimentally),

— the diameter of the particles (d),

— gravitational acceleration at given location (g),

— The leakage factor is:

K = Cd? % @)

By expressing K from (2) the Darcy’s law become as
_ ACd? (hy — hp)pg
== - ,

The larger the flow cross section, the particle size (and thus the pore size) and
the hydrostatic pressure gradient, and the less viscous the fluid, the more intense

©)
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the flow. With regards to the soil type, generally can be said the high permeability
causes high flow and low permeability causes low flow.

The law, of course, is valid with high neglects i.e. takes into account only the
internal friction. It does not take into account other forces influencing motion and
is true only for laminar flow and can only be prescribed for steady states. However
the real deep water flows correspond to these significations, so this law can be used
very well in practical life.

An important feature is the temperature of groundwater which is known to be
very high in Hungary where the stratified water is colder than 35 °C as drinking
water. The warmer water is considered thermal. Water from wells with outlet tem-
perature higher than 30°C called thermal water (wells of thermal water source “hé-
viz”). Héviz’s are located about in 70% territory of Hungary, thanks to the large
geothermal gradients which is about one and half times more than world average
50 °C/km. This is due to the thin crust of the Pannonian Basin and the good ther-
mal insulation sedimentary rock (sand, clay).[15] It should be mentioned that these
water endowments are great promises as renewable energy utilizations., but it’s
uses lags behind its importance. Connection to the heating system is the most
common, but even in these cases geothermal energy can be considered an inex-
haustible source of energy. After all, while capacity needs to be protected.[16]

Fig. 5. Coastal filtered waters of Hungary — the grey area is the location of coastal filtered wells.
The number refer to the amount of water that can be extracted.[18]
The practical significance of coastal filtered waters is given by the fact that they
provide a very good drinking water based, and their professional interest is that
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they form a transition between surface and groundwater. These can be extracted
from aquifers located next to surface watercourses, at which point they becomes
groundwater. The condition of coastal filtered water is the close and direct connec-
tion of the water supply system with the water flow, the adequate permeability of
the rock and good filtration capacity. The extracted water is essentially filled from
the water stream. Thus, in the production of coastal filtered water, surface waters
are filtered only by gravel, gravelly sand and sand in contact with them. Hungary’s
most significant coastal water resources are located along the Danube, Raba,
Drava, Ipoly, Sajo and Hernad rivers (Fig 5).[17]

Mention should also made of the sources. Most springs are located where the
waterproofing layer comes to the surface, at the boundary of which both groundwa-
ter and stratum water can burst to the surface. Three main types of resources are
dlstlngmshed [19]:

Falling springs: steams from steep rock walls. They are rich in water, their
subsoil is story and poor in vegetation. They most often occur in limestone
mountains, e.g. the Szalajka Valley Rock Spring in Biikk.

— Breaking up springs: basin-like springs that are filled with water from below or
from the side. They have a medium water circulation, their beds are sandy-
muddy and rich in vegetation. They are common in volcanic bedrock moun-
tains e.g. sources of the Zemplen Mountains.

— Swamp springs or spring bogs: they sweep through a thick layer of soil and
therefore the area of the spring becomes swampy or flattened. They usually
have low water yields and their beds are rich in vegetation. Typical mid moun-
tains and hills, e.g. the Létrasi spring in Biikk.

— Artesian wells which are also very common in Hungary represent important
water acquisition sites. The first artesian well was drilled in 1126 (France, city
Lille) country Artois giving the name to artesian wells. The water from artesian
wells comes from stratified water of average depth of 300-400 m. In contrast,
wheeled wells produce groundwater containing much more contaminants with
varying water quality. Water would move from the basin-like aquifers to the
surface under hydrostatic pressure, so if the upper barrier layer is drilled
through, the aquifer will burst to the surface. If the resting water level rises to-
wards the field level, we are talking about a positive artesian well, if it doesn’t
reach the field we are talking about a negative artesian well. Layered waters
serve as very good drinking water as they are the least polluted waters due to
the waterproofing layer and even contain minerals. It should be noted however,
that the water supply of an artesian basin develops from precipitation over tens



48

of thousands of years, so a high degree of water uptake would consume the en-
tire water supply.

Due to basin nature of Hungary, roughly half of the 2,7 million m® of deep
water extracted annually is stratified water. The first artesian well was drilled
in Transdanubia in Ugod in 1830. The area of the Great Plain is rich in artesian
wells, as it consists of several sub-basins, and when the strata settled, a signifi-
cant amount of water was trapped in the aquifers..[20]

A2 TT

artesian well

artesian water

Fig. 6. Extraction of artesian water.[20]

Conclusions

The behaviour and status of groundwater, as explained above, depends on many
physical factors. It also plays a significant role in agriculture and drinking water
supply, making it an important topic in our daily lives. With this article, we have
tried to help colloquia: how to connect the science of physics (including radioactiv-
ity) and geography. We also showed an example of how this knowledge can be
applied in practice.
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Texty uloh 1. kola 62. ro¢nika Fyzikalnej
olympiady (Sk. r. 2020-2021) kategorie A,B,C,D

Kategoria A

1. Sikmy vrh

Ak vrhneme teleso v bode O $ikmo nahor rychlostou v, pod uhlom «, pohybuje

sa po zakrivenej trajektorii —balistickej krivke.

a) Znazornite trajektoriu telesa a pre 'ubovolna polohu telesa nakreslite vektory
sil, ktoré na teleso pdsobia. Jednotlivé sily pomenujte a vyjadrite pomocou zod-
povedajucich vztahov. Uvedte a fyzikalne zdovodnite podmienky, ktoré treba
splnit,, aby bolo mozné povazovat trajektoriu za symetricka podl'a zvislej osi.
Na dokumentovanie vasho rieSenia uved’te niekolko pripadov roznych telies
v tvare gule.

V d’alsom predpokladajte, Ze su splnené podmienky pre symetricka trajektoriu

Sikmého vrhu telesa.

b) Napiste pohybovu rovnicu telesa a vyjadrite zvislé a vodorovné zlozky rychlosti
a suradnice telesa pocas jeho pohybu.

¢) Urcte vzdialenost’ r od bodu vrhu O, radialnu rychlost’ v, telesa (rychlost’ zme-
ny vzdialenosti r) a uhol B, ktory zvieraju vektory r a v, v 'ubovol'nom bode
trajektorie telesa ako funkcie Casu t.

d) Uréte podmienku pre uhol vrhu @, aby sa teleso pocas celého pohybu vzd’al'ova-
lo od bodu vrhu O.

e) Zostrojte grafy funkcii 7(t), v(t) a f(t) pre hodnoty @ = 60°, v, = 10 m - s %
a presvedcte sa, ze vzdialenost’ r poc¢as celého pohybu rastie.

Uvazujte g = 9,8 m - s 2, teleso povazujte za hmotny bod. Pre konstrukciu grafov

pouzite vhodny pocitacovy program, napr. EXCEL.

2. Chladenie ¢aju

Ziaci vo fyzikalnom krazku dostali za ulohu ¢o najviac ochladit’ horuci ¢aj so za-
¢iato¢nou teplotou t; = 90 °C studenou vodou s teplotou t, = 10 °C, a pritom obe
kvapaliny nemiesat. Caj ivoda srovnakymi objemami ihmotnostami m su
v termoskach poloZenych na stole, obr. A—1. Okrem toho maju k dispozicii dve
tenkostenné nerezové nadoby, ktoré mozno zasunut’ do termosiek a teplomer. Po
ponoreni nerezovej nadoby do termosky az na dno obsah termosky cez okraj nevy-
tecie.
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Obr. A-1

Najprv pouzili najjednoduchsie rieSenie. Studenti vodu naliali do nerezovej nado-

by, ti ponorili do ¢aju a pockali, aZ sa teplota vody v nerezovej nadobe ustali.

a) Uréte teplotu t5 ¢aju po ustaleni teplot.

Potom jeden zo ziakov dostal napad pouzit’ studenti vodu v dvoch davkach. Najprv

naliali ¢ast’ studenej vody s hmotnost'ou m; do nerezovej nadoby a ponorili ju do

¢aju. Po ustaleni teploty, vodu preliali do druhej prazdnej nadoby a do prvej naliali
zvySok studenej vody, s ktorou opakovane chladili ¢aj. Po ustaleni teploty opat
priliali vodu do druhej nadoby k vode z prvého chladenia.

b) Dokazte vypoctom, Zze tymto spdsobom sa dosiahne vysledna teplota caju
tyy < t3. Uréte pomer hmotnosti x = m, /m davky studenej vody, pre ktory sa
dosiahne najnizSia teplota t,,. Urlte vyslednu teploty t,, Caju ats, vody
Vv druhej nadobe po ukonceni chladenia pre optimalny pomer m, /m. Zistite, ¢i
mozno druhou metédou dosiahnut’ vyslednu teplotu t, ¢aju nizsiu, ako je vy-
sledna teplota t5 chladiacej vody.

Potom druhého ziaka napadlo, ze by mohol byt vysledny efekt eSte vacsi, ak by sa

studena voda rozdelila na viacero rovnakych davok a chladenie sa vykonalo po-

stupne jednotlivymi davkami, podobne ako v predchadzajucom pripade.

c) Odvodte vztah pre vyslednu teplotu t, Caju pri pouziti n rovnakych davok.
Urcte najnizsiu hranicu t4ni, ku ktorej sa blizi teplota t4, ak sa pouzije tato me-
toda chladenia pre rozdelenie chladiacej vody na vel’ky pocet davok.

d) Po kazdej davke sa voda vyleje do druhej nadoby. Urcte vyslednt teplotu tspmax
vSetkej chladiacej vody v druhej nadobe po ukonceni chladenia.

Predpokladajte, ze tepelna kapacita vSetkych nadob je ve'mi malé a ze nedochadza

k vymene tepla s okolim. Hmotnostna tepelna kapacita ¢aju a vody st rovnaké

a tiez hustota ¢aju a vody st rovnaké.

n
Pozn. : Pre velké hodnotyn — oo plati (n + %) — e = 2,718 (Napierova konstan-
ta —zdklad prirodzenych logaritmov).
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3. Guld6cka na valcovej stene

Na vodorovnu podlozku hladko nadvéa-
zuje pol valcova stena s polomerom R,
obr. A-2. Po vodorovnej podlozke sa
pohybuje valivym pohybom (bez pre-
Smykovania) ocelova gul'6¢ka s polo-
merom r < R s rychlostou v, postup-
ného pohybu.

Obr. A2 a) Analyzujte pohyb gul'6¢ky a uvazte,
aké moznosti mozu nastat pre rdozne
hodnoty rychlosti v,. Nakreslite obra-

zok a pre uvedené moznosti, oznacte polohu gul'6¢ky a nakreslite a opiSte vek-
tory sil, ktoré pdsobia na gul'6¢ku v inercidlnej sustave spojenej s podlozkou.
b) Uréte vysku h nad vodorovnou podlozkou, do ktorej zostava guldcka
v kontakte so stenou.
¢) Ur¢te maximalnu vysku H, do ktorej gul'6¢ka vystipi pocas pohybu.
Rieste vSeobecne a potom pre R =30cm, g = 9,8 m-s~2 atri rézne hodnoty
Vo1 =1,3m-s, vy, =2,6m-s, vy =39m-s 1. Moment zotrvacnosti
gul'ocky vzhladom na os prechidzajicu jej stredom J = (2/5)mr?, kde m je
hmotnost” a r polomer gul’6cky.
Predpokiadajte, ze gulocka sa pohybuje valivym pohybom bez presmykovania aj
pocas celého kontaktu s valcovou stenou.

Vo

4. RC mostik

Na obr. A-3 je schéma RC mostika, ktory sa pouZiva na upravu frekvené¢ného
spektra signalu zdroja s napédtim U, S konStantnou efektivnou hodnotou U;. Vy-
stupny signal U, sa privadza na vstup operacného zosiliovaca OZ s vel'mi vyso-

Ull() ' 0. 3

Obr. A-3

kym vstupnym odporom, takze mostik mozno povazovat za nezatazeny.
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V protil'ahlych stranach mostika st zapojené dva kapacitory s rovnakymi kapaci-
tami C arezistory s odpormi R; a R,. Charakteristické uhlové frekvencie vetiev
obvodu su w; = 1/(R,C) a w, = 1/(R,0).

a) Urcte ¢inny vykon P zdroja ako funkciu frekvencie f, resp. uhlovej frekvencie
w napitia U, zdroja.

b) Uréte komplexny napétovy prenos Ay = U, /U, filtra pomocou charakteristic-
kych uhlovych frekvencii w4, w, ako funkciu uhlovej frekvencie w zdroja napa-
tia.

C) Zostrojte grafy frekvenénej zavislosti P(w), absolitnej hodnoty Ay(w)
aargumentu ¢@(w) napitového prenosu mostika pre hodnoty U; =12V,
R=100Q,w; =2n X 100rad-s ™t aw, = 2r X 1,00rad - s 1.

d) Uvedte, o aky typ filtra ide (horny priepust, dolny priepust, pasmovy priepust,
pasmova zadrz). Urcte medzné frekvencie filtra pre pokles prenosu o 3 dB
z maximalnej hodnoty.

5. Pozorovanie kameia vo vode

Plavecky bazén ma zvislé steny a konstantnti hibku H = 1,5 m. Bazén je naplneny

aZ po horny okraj vodou. Dno bazéna je vydlazdené od okraja Stvorcovymi kach-

lickami s dizkou strany a = 30 cm. Medzi kachli¢kami su vel'mi izke medzery.
Chlapec sedi nad okrajom bazéna a pozoruje dno v smere kolmo na okraj bazé-
na. Jeho o¢i st nad zvislou stenou vo vySke b = 70 cm nad hladinou.

a) Nakreslite obrazok a znazornite v fiom vsetky dolezité veli¢iny. V obrazku zna-
zornite lace vychadzajuce z urcitého bodu A na dne a zostrojte zdanlivy obraz B
tohto pozorovaného bodu.

b) Chlapec pozoruje obraz sledovaného bodu A pod uhlom a vzhl'adom na kolmi-
cu k hladine vody. Odvod'te funkciu x = f(a), ktora vyjadruje vzdialenost’ x
bodu A od steny bazéna ako funkciu uhla . Zostrojte graf tejto funkcie.

¢) Odvod'te vztah pre zdanlivi hibku h obrazu B bodu A ako funkciu uhla a. Zo-
strojte graf zavislosti zdanlivej hibky h od vzdialenosti x bodu A od steny.

d) Odvod’te vztah pre zdanlivi vzdialenost’ d obrazu B bodu A od steny ako funk-
ciu uhla a. Zostrojte graf zavislosti zdanlivej vzdialenosti d od vzdialenosti x
bodu A od steny.

e) Uréte zdanlivé hibky h; a hyo a zdanlivé vzdialenosti d; a d;, od steny spojov
medzi prvou a druhou a desiatou a jedenastou kachlickou.

Index lomu vody n = 1,33; index lomu vzduchu n, = 1,00.

6. Kmity cievky s prudom v magnetickom poli
Na zvislom vodivom a pruznom vlakne je upevnend obdlznikova cievka s vyskou

a, sirkou b, z medeného drétu s priemerom d s poétom N — 1/2 zavitov (posledny
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zavit je iba polovicny), obr. A—4. Cievka sa moze vychylovat' okolo zvislej osi
danej vldknom.

i s Cie\{ka sa ne_ach_édza v homogénnom
| magnetickom poli s indukciou B vo vodo-
- Il (N-1)  rovnom smere. Cievka je pripojend na
elektricky zdroj s napdtim U. Prad [ ciev-

ky je dany odporom R rezistora.
T Pri vypnutom spina¢i S v pokojovom

j/’& > stave zviera rovina cievky so smerom
N]l R B magnetického pola nulovy uhol «
: (g = 0). Ak cievku vychylime z rovno-
l U vaznej polohy 0 maly uhol a auvolnime,
/ bude kmitat’ okolo rovnovaznej polohy
s frekvenciou f,.

I Po zapnuti spinaca zacne elektrickym

B obvodom prechadzat prad /.
a) Po ustaleni kmitov cievky nova rovno-
Obr. A4 vazna poloha cievky je dana uhlom a;
vychylenia zo zaciato¢nej polohy. Napiste

rovnicu pre uhol ;.
b) Po malom vychyleni z novej rovnovaznej polohy a uvolneni za¢ne cievka kmi-
tat’ s frekvenciou f;. Uréte frekvenciu f; ako funkciu uhla a;.
¢) Pre dany prad I; uhol a; = f,(B) je funkciou indukcie B a frekvencia
f1 = fi(ay) je funkciou uhla a; . Zostrojte grafy oboch funkcii pre dané hodnoty.
d) Uvedenym spdsobom mozno merat’ horizontalnu zlozku By, indukcie magnetic-
kého pola. Urcte indukciu By, S pouzitim zostrojenych grafov z nameranych
hodnét I; = 2,0 A, f; = 10 Hz a f; = 300 Hz a pre dané parametre cievky.
Ulohu rie§te vSeobecne apre hodnoty: N=5 a=10cm, b= 10cm,
d =0,20mm, I; = 2,0 A.

7. DVD - video disk — experimentalna iloha
Medzi vysokokapacitné média na ukladanie dat patri DVD (Digital Video Disc).
Data sa ukladaju na Spiralova stopu pomocou laserového luca. Ked'ze schopnost’
zaostrenia lic¢a je obmedzena vinovou dlzkou. CD (Compact Disc) vyuziva vinova
dizku 780 nm, DVD 650 nm a Blue-Ray 405 nm. Jednotlivé média maju rastacu
kapacitu na 1 cm? plochy.

Standardny DVD mé kapacitu C = 4,7 GB (Giga Byte) dat ulozenych v jednej
vrstve. Spiralova zaznamova stopa sa zadina na priemere d; = 40 mm a kon&i sa
na priemere d, = 115 mm a da sa na iu ulozit’ 4,7 GB dat. DVD mechanika vyu-
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Ziva na zapis a Citanie zaznamu systém CLV (Constant Linear Velocity) pri ktorom
sa laserovy 1G¢ postva po zaznamovej stope konstantnou rychlostou vy, pri ktorej
sa data v objeme C ulozia na disk za dobu T = 55 min. Podl’a toho sa prispdsobujt
otacky disku aktudlnemu polomeru stopy od najvéacsej hodnoty N; pre priemer
stopy d, po najmensiu N, pre polomer stopy d,.

Uloha:

1. Na zéklade merania poétu n zavitov zdznamovej $piraly uréte dizku L zazna-
movej stopy a dizku I Gseku stopy, na ktorom je zaznamenany 1 byte dat.

2. Uréte rychlost v, posunu laserového luca pozdiz stopy pri zdzname dat
a otacky N; a N, disku.

Metoda:
Zavity zaznamovej stopy v danom mieste predstavuju priestorovi periodickt Struk-
taru s periodou &. Na periodickej Struktire dochadza k difrakcii vinenia.
S ohl'adom na rozmery Struktiry je vyhodné pouzit’ svetlo lasera. Pouzite Cervené
laserové ukazovadlo s vinovou dizkou 1a¢a 2 = 650 nm. Pri kolmom dopade luca
na povrch disku dochadza k difrakcii, priCom pre uhol ¢ odchylenia prvého dif-
rak¢éného maxima plati sin ¢ = 1/6.

Navrhnite vhodné usporiadanie experimentu a zmerajte uhol ¢. Meranie nie-
kol’kokrat opakujte a meranie vyhodnot'te. Po ur¢eni hodnoty § vypocitajte vSetky
pozadované hodnoty veli¢in.

Kategoria B

1. Pad kvapKy v elektrickom poli ’ Gistie kvapkad-
Vynaliezavost'  Ziakov nepozna medze. Ulohou, i re——— 4y
ktoru mali riesit, bolo urcenie hmotnosti kvapky Q  kvapka
vody z kvapkadla. Jedna z moznosti je predpokla- h !

dat, Ze kvapky maju rovnaku hmotnost, a staci tak B /
spocitat’ pocet kvapiek a zvazit nakvapkanu vodu.
Maju vSak kvapky rovnaku hmotnost? Na overenie
vymysleli nasledujiicu metédu. Vyrobili si zariade-  d
nie podla obr. B-1.

Ku kvapkadlu je pripojeny elektricky zdroj, kto- Y
ry kvapky =zelektrizuje na rovnaky potencial !
@ =1800V. Kvapka po uvolneni z kvapkadla H i
pada volnym padom. V hibke h = 15 cm vnikne : 0

i
" U

medzi dve rovnobezné zvislé dosky so vzajomnou

vzdialenostou a = 6,0 mm, na ktoré je pripojeny _
zdroj konstantného napitia U = 1000 V. Dizka : Obr. B-1
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dosiek d = 10 cm. Od konca dosiek kvapka pad4 do hibky H = 20 cm na podloz-

ku a dopadne vo vzdialenosti x od osi ststavy.

a) Opiste pohyb kvapky a uved'te sily, ktoré na kvapku posobia pocas pohybu.

b) Uréte naboj Q kvapky a vyjadrite ho ako funkciu hmotnosti m kvapky. Predpo-
kladajte, Ze kvapky majua tvar gule.

¢) Uréte hmotnost’ m kvapky ako funkciu vzdialenosti x dopadu kvapky na pod-
lozku.

d) Ziaci zistili meranim odchylku x = (3,5 + 0,5) mm. Pre dané hodnoty uréte
hmotnost’ m = m + Am kvapky. Uréte stredny polomer r kvapky a overte, ¢i sa
kvapka nezachyti na dolnom okraji dosky.

Hustota vody p = 1,00 X 103 kg- m™3, g = 9,81 m - s72, elektrické pole medzi

doskami povazujte za homogénne, okrajové efekty a odpor vzduchu neuvazujte.

2. Miska vo vode

Na pokus pouZijeme $iroki nadobu s rovnym hladkym dnom a vyrazne menS$iu
sklenent misku so §tvorcovou podstavou, s vonkajsou dizkou a =50 mm strany
podstavy, vyskou h =40 mm, a hrubkou steny i dna d = 5,0 mm. K dispozicii ma-
me mosadzné zavazie shmotnostou m,=20g. Okraj misky je pogumovany
a hladky (ale nie lepkavy. i

(a) (b) (©) (d)
Obr. B-2 (obrazky si len ilustracné).

V prvom pripade misku postavime na dno nadoby hore dnom, a okraje dokonale

priliehaji ku dnu nadoby..

a) Uréte vel'kost F; sily F, ktorou posobi miska na dno nadoby.

b) Potom misku zatazime zavazim, obr. B-2 (a). Do nadoby nalejeme do vysky
H = 25cm vodu tak, Ze miska izavazie su pod volnou hladinou vody
v nadobe, obr. B-2 (b). Dotyk misky s dnom nadoby je vzduchotesny a vodo-
tesny. Uréte silu F,, ktorou posobi miska na dno nadoby. Urcte silu F3, Ktorou
pOsobi miska na dno nadoby po odstraneni zavazia.
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Potom misku z nadoby vyberieme nad hladinu vody, obr. B—2 (c), pomaly ju pono-

rime dnom nahor naspit’ na dno nadoby a zat'azime zavazim, obr. B-2 (d).

c¢) Urcte silu F,, ktorou posobi zatazena miska na dno nadoby.

d) Urdéte silu Fs dosadenim m, = 0 do vztahu pre F,, ¢o zodpoveda odstraneniu
zavazia. Co sa stane s miskou po odstraneni zavazia?

V pripadoch a) az d) predpokladajte, ze vySka H hladiny sa pri pokusom meni za-

nedbatelne.

Potom predchadzajtci pokus opakujeme s tym, Ze menime vySku H hladiny vo-
dy v nadobe.

e) Silu Fs vyjadrite ako funkciu vysky H hladiny vody v nadobe. Zostrojte graf
tejto funkcie a z grafu uréte minimalnu vySku Hy, vody, pri ktorej zostane mis-
ka po odstraneni zavazia lezat’ na dne.

Ulohu rieste veobecne a potom pre hodnoty: hustota vody p, = 1,00 g - cm™3,

hustota skla ps = 2,23 g - cm~3, hustota mosadze p,, = 8,73 g- cm 3, tiazové

zrychlenie g = 9,81 m - s 2, atmosféricky tlak p, = 101 kPa. TiaZzovu silu vzdu-
chu v miske neuvazujte.

3. Nadoba na naklonenej rovine

Ak postavime fl'asu s mineralkou na dosku a zacneme jeden koniec dosky zdvihat,

pri urc¢itom uhle sklonu dosky s vodorovnou rovinou sa fl'asa prevrati. Ak vedla

seba postavime tri rovnaké fTase, jednu prazdnu, druht naplnent do polovice vys-

Ky a tretiu plnu, pri naklanani dosky za¢nu padat’ v uréitom poradi.

a) Urobte jednoduchy pokus s tromi rovnakymi flaSami od mineralky a zistite,
v akom poradi sa prevratia.

Vysledok pokusu zdovodnite vypoctom. Pre jednoduchost” uvazujte tenkostenni

nadobu vtvare pravidelného Stvorbokého hranola srovnakou hribkou steny

i podstavy (dna), dizkou hrany §tvorcovej podstavy a = 10 cm, vyskou hy = 25 cm

a hmotnost'ou my = 100 g.

Do nadoby nalejeme vodu do vysky H a naddobu uzatvorime tenkou a pevnou
foliou, aby voda nemohla pri naklanani z nddoby vytiect. Nadobu postavime na
dosku tak, Ze dve strany podstavy sl rovnobezné s okrajom dosky, ktory po nakla-
nani lezi na vodorovnej podlozke. Potom za¢neme druhy koniec dosky pomaly
dvihat’ a sledovat’ uhol a sklonu dosky vzhl'adom na vodorovnt podlozku. Pri do-
siahnuti ur¢ittho medzného uhlu a,, sa nadoba prevrati. Uvazujte tri pripady:
H; = 0 (prazdna nadoba), H, = hy (plnd nadoba) a H; = hy/2.

b) Uréte vzt'ahy pre polohu t'aZziska nadoby v jednotlivych pripadoch vzhl'adom na
nadobu (vzdialenost’ h od dna a vzdialenost’ x od geometrickej osi nddoby) ako
funkcie uhlu @ naklonenia dosky. Dokazte, ze pre dané hodnoty posunutie t'azi-
ska spdsobené naklonenim hladiny mozno zanedbat'.
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¢) Uréte medzny uhol a,, prevratenia nadoby v jednotlivych pripadoch. V tretom
pripade pouzite zjednoduSujuci predpoklad, Ze zmena polohy taziska
v dosledku naklonenia vysledok podstatne neovplyvni.

d) Porovnajte vysledky vypoctu s vysledkami tvodného pokusu.

Hustota vody p = 1,0 g- cm™3. Hmotnost' félie uzatvarajucej nadobu je velmi

mala. Nadoba sa pri naklanani dosky na jej povrchu nepreSmykuje.

4. Zohrievanie elektrického vodica

K dispozicii mame dva plné valcové Zelezné droty z rovnakého materialu s rovnakou

dizkou [ = 50 cm. Prvy mé priemer d; = 0,20 mm, druhy d, = 0,10 mm. Na za-

¢iatku maju dréty rovnaku teplotu rovnu teplote vzduchu v miestnosti ty = 20 °C.

a) Po pripojeni prvého drotu na zdroj konstantného napétia U, = 1,0 V sa teplota
drotu ustali na hodnote t; = 80 °C. Urcte hodnotu koeficientu y prestupu tepla
medzi drétom a okolitym vzduchom a prad I; zdroja.

b) Droty spojime paralelne a pripojime na rovnaky zdroj napétia ako v pripade a).
Urcte hodnoty teploty t, prvého drotu a t; druhého drotu po ustaleni a prad I,
zdroja.

c) Droty spojime sériovo a pripojime na rovnaky zdroj napédtia ako v pripade a).
Urcte hodnoty t, a tg teploty drotov po ustéleni.

Rezistivita zeleza pri teplote to je pao = 9,9 X 1078 Q - m, teplotny koeficient od-

poru Zeleza a = 6,5 x 1073 K. Koeficient y prestupu tepla medzi povrchom dro-

tov a okolim je vo vsetkych pripadoch rovnaky. Na povrchu drotov je vel'mi tenka
izola¢na vrstva oxidu. Teplotnll roztaznost’ drotov neuvazujte, teplotu drotov uva-

Zujte rovnakua v celom ich objeme.

5. Skateboardova rampa
Na hladkej skateboardovej

U-rampe svyskou H = 2,7 m

<>

Ma 4 zakondenej na oboch stranich
Stvrt'valcovymi stenami,

B Mg H  obr. B-3, urobili pokus, na

v ktory pouzili dva malé voziky

Obr. B-3 A a B s hmotnostami m, a mg.

Pomer hmotnosti  vozikov
oznacime p = my /mg.
Na zaciatku vozik B stal na dne rampy, vozik A bol volne spusteny z okraja
rampy, ako je znazornené na obr. B-3. Potom na dne rampy dojde k zrazke vozi-
kov.
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V prvom pripade pri pomere p = 3,0 vozik B vystupi po zrazke k okraju rampy
do vysky H.
a) Urcte pomer q = Q/E,, kde Q je strata mechanickej energie pri zrazke a E
zaClatoCna potencialna energia vozika A.
b) Uréte vysku h; nad dnom rampy, do ktorej po zrazke vystupi vozik A.
V druhom pripade voziky vymenime a pokus opakujeme. Predpokladajte rovnaky
pomer q pri zrazke.
c) Urcte vysky hyp a hg vozikov A a B, do ktorej vystupia po zrazke.
Pozn.: Straty mechanickej energie pri pohybe vozikov neuvazujte.

6. Telieska na disku
Pevny disk v tvare kuzela s vrcholo-
vym uhlom 2« a stranou a, ktory sa
moéze otacat’ okolo zvislej osi, je
posypany  drobnymi  telieskami,
obr. B—4. Faktor trenia medzi telies-
kami a povrchom disku je f. Disk sa
zac¢ne vel'mi pomaly roztacat’, pricom
telieska z jeho povrchu postupne odpadavaja.

a) Nakreslite obrazok s jednym telieskom leZiacim na povrchu rotujiceho disku
a znazornite sily ako vektory, ktoré posobia na teliesko v neinercialnej vztaznej
sustave spojenej s diskom. Vysvetlite, preco niektoré telieska z disku odpadéava-
ju a iné sa na disku udrzia.

b) Uréte maximalnu uhlova rychlost’ w,, otaéania disku, do ktorej nebudu telieska
z disku odpadavat.

€) Pri zvySovani uhlovej rychlosti w > wy, sa postupne zvic¢Suje pas v dolnej Casti
disku vyprazdneny od teliesok. Odvod'te vztah pre dizku L strany &asti kuzela,
na ktorej zostavaju telieska, ako funkciu uhlovej rychlosti w.

Ulohu riedte vieobecne apotom pre hodnoty a = 75°a = 20 cm, f = 0,35,

g=98m-s? w=23,0rad-s.

Pozn.: Roztacanie disku je velmi pozvolné, takze vplyv uhlového zrychlenia disku

na telieska je zanedbatelny.

7. Magnetické pole Zeme — experimentalna loha

Vektor B; = Byzy, + By, indukcie magnetického pola Zeme je superpoziciou hori-
zontalnej a vertikalnej zlozky, lezi v rovine, ktord prechadza magnetickymi polmi
Zeme adanym miestom pozorovania. Na povrchu Zeme zviera urcity uhol
S vodorovnou rovinou. Na orientdciu pomocou kompasu sa vyuziva zlozka horizon-
tdlna.
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Uloha:
Urcte velkost By, horizontalnej
Zavit zlozky indukcie By magnetického

pola Zeme pomocou skladania (su-
perpozicie) magnetického pola Zeme
a magnetického pola vytvoreného

Ihi

(= elektrickym pradom kruhového zavi-
i tu.

i R

| Metoda:

w\ Ako indikator smeru magnetického
A gl— T pola pouzite zmagnetovanu ihlu jem-
ro ne poloZzent na hladinu vody

Obr. B-5 v nadobke, obr. B-5,

Na vytvorenie magnetického pola
vytvorte kruhovy zavit z hrubého medeného drdtu s priemerom priblizne r =

25 cm. Zavit spojte so zdrojom konStantného napétia cez reostat na regulaciu pradu
1. Do obvodu zapojte ampérmeter. V strede zavitu ma vektor B indukcie magnetic-
kého pol'a smer kolmy na rovinu zavitu a velkost’

1

- 2[107" ’

kde py ~ 4m x 1077 H- m™ je permeabilita vikua (magnetick konstanta).

Misku s ihlou umiestnite tak, aby stred ihly bol v strede zavitu. Urobte si vhod-
nt podlozku z dreva alebo papiera. Pri nulovom prude nastavte zavit tak, aby ihla
bola v rovine zavitu. Potom nastavujte rdézne hodnoty pradu I a merajte uhol ¢
odchylenia ihly z povodného smeru.

Vzijomne kolmé magnetické polia zavitu a Zeme sa skladaji, priCom plati

tan 5 ! kil
N B ZuorBan '

Merania zapiste do tabul’ky a zostrojte graf tan ¢ ako funkcie prudu I. Ukazte,
Ze namerané body lezia na priamke a urcte konstantu k priamky.

Ur¢te hodnotu By, a porovnajte ju s hodnotou z internetu:
http://www.ngdc.noaa.gov/geomag/magfield.shtml (Magnetic Field Calculator)
Pozn.: Pri merani odstrante z blizkosti zavitu predmety ovplyviujiice magnetické

pole. Na napdjanie zavitu pouzite dvojlinku alebo dva vodice tesne pri sebe, aby sa
potlacilo magnetické pole privodov.



http://www.ngdc.noaa.gov/geomag/magfield.shtml
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Kategoria C

1. Baron Prasil

V roku 1786 vysla v Nemecku kniha Gottfrieda
Augusta Biirgera 0 neuveritelnych prihodach
vojaka a cestovatela barona von Miinchhausen,
ktoré rozpraval priatel'om pri pive. U nas je zna-
my ako Baron Prasil a bol predstaveny najmi vo
filme Karla Zemana z roku 1962.

Jeden z pribehov rozprava o tom, ako sa Baron
Présil dostal do nepriatel'ského tabora na delove;j
guli, na ktora pri vystrele naskocil. Zamyslime sa
nad touto prihodou. A

Z vyvyseniny vo vyske hy = 60 m nad vodorovnym terénom, na ktorom sa na-
chadzal nepriatel'sky tabor vo vodorovnej vzdialenosti d, = 800 m, vystrelovali
kanény pod uhlom a = 35° vzhl'adom na vodorovny smer tazké Zelezné gule
s priemerom D = 20 cm, ktoré dopadali do tabora. Baron Prasil rozpraval, ze sa
dostal do nepriatel'ského tabora tak, Ze v okamihu vystrelu na gulu naskocil
a nechal sa na guli odniest’ do tdbora. Posud’te tento pribeh za predpokladu, ze by
sa mu skuto¢ne podarilo na gul’'u nasko¢it’. Uvazujte hmotnost’ baréna M = 80 kg.
a) Urcte rychlost’ vy, ktorou gul’a opusta hlaven.

b) Urcte, v akej vzdialenosti a od tabora by gul'a s baronom dopadla.
Pozn.: Hustota Zeleza p = 7,8 X 103 kg - m~3, odpor vzduchu neuvazuijte.

2. Moskovské metro
Jednou z najzaujimavejsich stanic moskovského metra je stanica Majakovského.
Jej charakteristickym prvkom st nosné obliky vystuzené ocel'ou, obr. C—1 (a).

B
/\ A
A 'y
H
T”" ha
Cl v

(b)
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Ziaci pouzili ¢as ¢akania na vlak experimentom s mincou. Vo vyske hy = 1,50 m

mincu prilozena tesne k stipu bo¢ného oblika vyhadzovali pozdiz stipa nahor.

Skumali, akou minimalnou rychlostou vy, musia mincu vyhodit, aby presla po

obliku najvyssim bodom B vo vyske H = 4,00 m a dopadla na podlahu v bode C

na druhej strane oblika, obr. C-1 (b).

Na obrazku (b) vidime geometrické usporiadanie boc¢ného oblika. Zvisla stena
stipa prechadza v bode A vo vyske h, = 2,30 m hladko do obluka s polomerom
krivosti r, = 1,40 m. Polomer krivosti obluka sa postupne zvySuje az do maximal-
nej hodnoty g = 2,10 m v najvys$som bode B. Obluk je symetricky podla zvislej
osi prechadzajuci bodom B.

a) Prekreslite obr. C—1 (b) do vasho rieSenia. V obrazku nakreslite vektory sil,
ktoré posobia na mincu v bodoch A a B obluka v inercialnej vztaznej ststave
spojenej s podlahou.

b) Uréte najmensiu hodnotu v, zaciatoénej rychlosti v, aby minca presla celym
oblukom a dopadla do bodu C na podlahe.

c) Urcte uhol a, 0 ktory sa zmeni smer vektora zrychlenia mince v bode A pri
prechode z povrchu stipa na povrch obluka pri zagiatoénej rychlosti vrhu vgyy,.
Tiazové zrychlenie g = 9,81 m - s 2, povrch oblitka je velmi hladky a ;trenie medzi

mincou a oblitkom je velmi malé.

3. ZrazZka strely s gul’ou

Na vlakne je v pokoji zavesena homogénna gul’a s hmotnostou M. Do gule narazila

strela s hmotnostou m rychlost'ou v, ktora sa pohybovala vo vodorovnom smere po

priamociarej trajektorii prechadzajucej stredom gule. V dosledku zrazky sa rych-
lost’ v strely zmenila na vyslednti polovi¢nt hodnotu v/2 v pé6vodnom smere pohy-
bu.

Uvazujte dva pripady:

1. strela preletela cez gulu,
2. strela do gule neprenikla.

a) Pre jednotlivé pripady uréte rychlost’ V gule po zrazke, pomer p tepla Q uvol-
neného pri zrazke a zaCiatocnej kinetickej energie Ey, Strely a podmienky, za
ktorych mozu jednotlivé pripady nastat. Urcte tiez rozsah hodndt, ktoré moze
nadobudnit’ pomer p pre obidva pripady.

b) Co mozno povedat o vlastnostiach materialov strely a gule v jednotlivych pri-
padoch?

c) Uved'te, ktory z pripadov nastane, ak pomer ¢ = m/M ma hodnotu g, = 0,50,
q> = 1,0, g3 = 2,0 aq, = 3,0. Pre jednotlivé hodnoty urcte hodnoty pomeru p
arychlosti V gule po zrazke.

Predpokladajte, Ze pri zrazke sa hmotnosti telies nezmenia.
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4. TaZisko nadoby

Ak postavime fl'asu s mineralkou na posuvny pas pri pokladni v obchode, stava sa,

Ze pri zapnuti posunu pasu sa fl'aSa prevrati. Vedla nej stojaci pohar s kompotom

sa vSak neprevrati.

a) Strucne uvedte, od coho zavisi, ¢i sa nadoba prevrati? Aky pohyb pasu sposobi
prevratenie? Odpoved fyzikalne zdovodnite. Situaciu znazornite na obrazku
a vyznacte v nom sily posobiace na fT'asu pri zapnuti pasu.

Uvazujme tenkostenni sklenenti valcovii nadobu, ktora ma rovnaka hribku

d = 2,0 mm dna i valcovych stien, vnitorny polomer v = 50 mm a vysku H = 25 cm.

b) Uréte hmotnost’ m,, prazdnej nadoby.

¢) Nadoba stoji podstavou na vodorovnom stole. Uréte vysku h, taziska nadoby
nad povrchom stola.

Do nadoby za¢neme nalievat’ vodu a vodorovnu hladinu zaistime tenkym piestom

s veI'mi malou hmotnost'ou.

d) Uréte vysku h taziska nadoby s vodou ako funkciu vySky x vody v nadobe.

e) Zostrojte graf vysky taziska h ako funkcie vysky x vody v nadobe.

f) Z grafu urcte vysku x,, vody v nadobe, pri ktorej je vySka h taziska najmensia.
Porovnajte stabilitu nadoby prazdnej, plnej a naplnenej iba do polovice jej vysky.

Uvazujte d < r ad < hy. Hustota vody p = 1,0 g- cm™3, hustota skla nadoby

3

ps =2,6g-cm™>,
5 Balénik
Jurko sa v skole ucil o vznasani balonov naplnenych héliom. Rozhodol sa, ze na
principe vznasSania baldénu si urobi jednoduchy barometer. Obstaral si balonik
zvelmi jemného materidlu, sietku ztenkého nerozt'azného vlakna upletenu na
povrchu gule s priemerom r = 15 cm. Balonik vlozil do sietky. Z bombicky do
balonika napustil hélium na tlak p; = 104 kPa, ktory je vacsi ako atmosféricky
tlak okolitého vzduchu. Balonik naplneny héliom vyplnil priestor vymedzeny siet-
kou, gul'u s polomerom r.
K baloniku pripevnil jednym koncom dlhu retiazku s diZkovou hmotnostou
u =5,0g-m L. Volni ¢ast retiazky dal do krabice na zem, odkial’ ju mohol balé-
nik pri svojom stupani vytahovat. Po uvolneni balonik pomaly vystapil do ustale-
nej vysky, pri ktorej bola dizka retiazky medzi balénikom a zemou h. Jurko ogaké-
val, Ze pri zmene atmosférického tlaku sa bude menit’ dizka h zvislého Giseku re-
tiazky.
a) Urcte dizku h, retiazky, ak je balonik v rovnovaznej polohe pri normalnom
atmosférickom tlaku okolitého vzduchu p, = 101 kPa a teplote t, = 20,0 °C.
b) Uréte dizku h, retiazky, ak atmosféricky tlak klesne na hodnotu p, = 98 kPa
pri teplote t, = 20,0 °C.
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¢) Uréte dizku h, retiazky, ak sa zmeni teplota na hodnotu t, = 25,0 °C pri tlaku p,.
Predpokladajte, ze hmotnost prdzdneho baldnika so sietkou je velmi mala
V porovnani s hmotnost'ou visiacej retiazky. Teplota hélia i okolitého vzduchu je
rovnaka. Mélova hmotnost’ vzduchu M, = 29,0 g - mol™, mélova hmotnost’ hélia
My = 4,00 g - mol L.

6. Elektricky obvod

Na obr. C-2 je schéma elektrického obvodu, ktory
je tvoreny zdrojom konsStantného napétia U, = 12V
a deviatimi rezistormi s rovnakym odporom R.
Vo vetve BC je zapojeny ampérmeter s vnutornym
odporom Ry = 32 Q.

a) Prad ampérmetra I, = 40 mA. Urcte prad I,
zdroja a odpor R rezistorov.

b) Potom rezistor oznaceny Srafovanim z obvodu
vyradime. Uréte prad I,, ampérmetra a prad I,,
zdroja v tomto pripade.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre dané hodnoty.

Obr.C-2

7. Tepelna kapacita — experimentalna tiloha
Na Zemi je teplotne prijatelné prostredie pre Zivot aj vd'aka tomu, Ze zmeny teploty
medzi driom a nocou nie su velmi velke. Je to sposobené jednak pomerne kratkou
periodou rotacie Zeme okolo jej osi a znacnou schopnostou zemského povrchu
akumulovat’ teplo. Najvdcsi podiel na tejto schopnosti ma voda. Je zndame, zZe na
mori kolise teplota medzi diiom a nocou iba o niekolko °C, zatial’ ¢o v pusti to méze

byt az 30 °C. Vasou ulohou je preverit tento jav v laboratornych podmienkach.

Uloha 1: Na zéklade merania uéte objemovi tepelnt kapacitu vody. Ziskana hod-
notu porovnajte s tabulkovou hodnotou c¢* =4,2x 10°]-m™=3 K™
a rozdiel zdovodnite.

Uloha 2: Na zaklade merania uréte objemovu tepelnt kapacitu piesku.

Uloha 3: Porovnajte rychlost’ chladnutia vody a piesku okolitym vzduchom. Vy-
sledky merania posudte a zdovodnite v tvode spomenuté teplotné pome-
ry v pusti.

Metoda:

K ulohe 1

Na meranie tepelnej kapacity vody pouzite vyhrievacie teliesko ponorené do
vody. Ako vyhrievacie teliesko pouzite cievku z odporového drotu alebo rezistor
priblizne 10 /10 W pripojeny na zdroj konstantného jednosmerného napétia pri-
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blizne 10 V. Vodu so zmeranym objemom nalejte do termosky z penového polysty-
rénu. Vykurovacie teliesko vlozte do vody, pripojte zdroj a pomocou multimetra
zmerajte prad. Pocas merania udrzujte prud konstantny. Teplomerom vlozenym do
vody merajte teplotu. Zdroj nechajte zapnuty az kym sa teplota zvysi priblizne
0 20 °C aurcte dobu zohrievania vody. Z nameranych hodndt uréte objemovu te-
pelnu kapacitu vody.

K ulohe 2

Pripravte si suchy jemny piesok. Zvazené mnozstvo piesku nasypte do odmer-
ného valca. Urcte hmotnost’ a objem pisku. Piesok nechajte vo valci v miestnosti
aspoii 1 hodinu, aby sa teplota piesku ustalila na teplote miestnosti. Teplotu miest-
nosti zmerajte. Do termosky nalejte vodu zohriatu na teplotu priblizne 60 °C. Zme-
rajte hmotnost’ vody a jej teplotu. Do vody nasypte pripraveny piesok a zmerajte
vyslednt teplotu po ustaleni. Zvolte hmotnost piesku priblizne polovicni
v porovnani s hmotnostou vody. Z nameranych hodndt urcte objemovu tepelnu
kapacitu piesku.

K ulohe 3

Pouzite dve rovnaké plastové vanicky od potravin. Do jednej nasypte suchy pie-
sok az po okraj. Potom piesok vysypte do mikroténového vrecka a to vlozte do
vaésej nadoby so zohriatou vodou (priblizne 60 °C), aby sa piesok zohrial na teplo-
tu vody. Teplotu vody s pieskom udrziavajte priblizne hodinu na rovnakej teplote.
Teplotu vo vnutri piesku a teplotu vody kontrolujte teplomermi a sledujte, aZz sa
teploty vyrovnaju. Ked’ sa teplota ustali, vysypte piesok do jednej vanicky a do
druhej nalejte po okraj vodu z nadoby (vanicky nechajte otvorené, aby mohli byt
chladené vzduchom). Tak sa dosiahne rovnaky objem vody a piesku a rovnaka
zaCiatoCna teplota. Potom merajte v urcitych ¢asovych intervaloch teplotu piesku
avody. Zaznamenajte i teplotu v miestnosti. Hodnoty zapisujte do tabul’ky a po
skonceni zostrojte graf z&vislosti teploty piesku a vody od casu. Urcte Cas, za ktory
poklesne rozdiel zaCiatocnej teploty a teploty miestnosti na polovicu pre piesok
a pre vodu.

Pomdcky: Odporové teliesko s odporom priblizne 10 Q a zatazitelnostou 10 W,
laboratorny zdroj konstantného jednosmerného napétia priblizne 10 V, multimeter.
Polystyrénova termoska, odmerny valec, elektronické vahy, dva teplomery, varic,
dve plastové vanicky, mikroténové vrecko, jemny suchy piesok (priblizne 1 kg).
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Kategoria D

1. KriZovatka

Do krizovatky vzdjomne kolmych ciest sa blizia dva automobily. Po hlavnej ceste

automobil A konstantnou rychlostou v, = 90 km/h, po vedl'ajsej automobil B

rychlostou vg = 85 km/h. Vodi¢ automobilu B zbada automobil A v okamihu

t = 0, ked bola jeho vzdialenost’ od krizovatky dg = 350 m. V tomto okamihu

bola vzdialenost’ automobilu A od krizovatky d, = 400 m.

a) Vodi¢ automobilu B usudil, ze krizovatkou prejde bezpeéne, ak bude pokraco-
vat’ nezmenenou rychlost'ou vg. Urcte, ¢i automobily prejdu bezpecne krizovat-
kou. Za bezpetny povazujeme prejazd krizovatkou, pri ktorom je vzajomna
vzdialenost’ automobilov v okamihu prejazdu jedného z nich krizovatkou naj-
menej dpyin = 40 m.

b) Ak vodi¢ automobilu B vo vzdialenosti d; = 100 m zisti, ze by prejazd nezme-
nenou rychlost’ou nemusel byt bezpecny, rozhodne sa dat’ prednost’ automobilu
A a zacne rovnomerne brzdit. Urcte zrychlenie a automobilu B, aby presiel
krizovatku za automobilom A vo vzdialenosti, aby bola splnena podmienka
bezpecnosti prechodu automobilov krizovatkou, dy;,. Urcte rychlost’ vg, ktora
mal automobil v tomto pripade pri prichode na krizovatku.

Rozmery automobilov v rieSeni Gilohy neuvazujte.

2. Ty¢ opreta o zvisla stenu
Homogénna ty¢ stoji na vodorovnej podlahe opretd o hladki
zvisla stenu. Uhol medzi ty¢ou a vodorovnou podlozkou je «,
obr. D-1.
a) Nakreslite obrazok tyCe opretej o stenu. Nakreslite v fiom
vektory vSetkych sil, ktoré na ty¢ posobia v podmienkach sta-
o tickej rovnovahy.
Obr. D1 b) Uréte maximalnu hodnotu @,, uhla medzi ty¢ou a podlahou,

pri ktorej zostava ty¢ opreta o stenu.

Faktor statického trenia medzi tyCou a podlahou f = 0,25, trenie medzi zvislou

stenou a tyCou neuvazujte.

3. Satelit

Satelit sa pohybuje okolo Zeme po kruznicovej trajektorii v rovine rovnika,

V smere otaCania Zeme. Medzi dvomi po sebe nasledujucimi preletmi nad rovna-

kym miestom na rovniku uplynie doba At; = 3 h 26 min.

a) Uréte polomer r orbitalnej trajektorie a vyjadrite ho v nasobkoch polomeru
Zeme R.
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b) Uréte orbitalnu rychlost’ v, druZice a vyjadrite ju v nasobkoch prvej kozmicke;j
rychlosti v;.

c) Aky Cas At, uplynie medzi dvoma po sebe nasledujicimi preletmi satelitu nad
rovnakym miestom na rovniku, ak sa satelit pohybuje po kruznicovej trajektorii
s rovnakym polomerom r V rovine, ktora obsahuje os Zeme.

Polomer Zeme R ~ 6,4 x 10° m, gravitaéné zrychlenie v oblasti rovnika Zeme
2

g=~=98m-s“.

4. Gul’a vo vode hladina

Duta gula s vonkajsim polomerom R sklada-

juca sa z dvoch pologal’ pléva

vV homogénnej kvapaline tak, Ze sa najvysSim

bodom trvale dotyka vodorovnej vol'nej hla-

diny, obr. D-2.

a) Uréte tlakovu silu F;, ktorou posobi kva-
palina na hornt1 pologul’'u, tlakovu silu F,,
ktorou posobi kvapalina na dolna pologu-
l'u, a tlakovu silu F3, ktorou posobi dolna
pologula na hornu. Sily vyjadrite ako
funkcie polomeru R gule a hustoty p kva- Obr. D-2
paliny.

b) Uréte pomery sil q; = F,/F; aq, = F3/F;.

¢) Uréte hodnoty veli¢in Fy,F,, F3,q; @ q, pre p=1,0g-cm™3,R =5,0cm a
g=98m-s2

5. Skuska pravosti

Bohaty staroveky panovnik si nechal zhotovit u zlatnickych majstrov Sachové
figurky z cistého zlata. Dopocul sa vsak, Ze majstri cheeli usetrit, a preto vyrobili
figurky tak, ze do zlata pridali aj lacnejsie striebro. Panovnik poveril svojho radcu,
aby toto podozrenie preveril.

Ten nahodne vybral jednu figarku. Vazenim zistil, ze ma hmotnost M = 82,0 g.
Potom figurku zavesil na nitku a cela ju ponoril do valcového pohara s vniutornym
priemerom d = 56,0 mm naplneného vodou. Meranim urcil, Ze hladina vody
vV pohari pritom stipla o h=1,8mm. Na ziklade tychto udajov vypocital
hmotnost’ zlata vo figrke.

a) Uréte hustotu pg, figurky, ktort dostal na overenie.

Zasadny vplyv na vysledok ma presnost’ merania. Veli¢iny S velkymi hodnotami
M a d boli zmerané dost’ presne. Najvacsi problém bol s meranim malej hodnoty h
posunutia hladiny. Radca urcil hodnotu h s odchylkou Ah = + 0,3 mm.
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b) Uréte rozsah hustoty ziskany vypoftom so zohladnenim nepresnosti Ah
merania.

Potom uvazil, Ze vazenie s odchylkou Am = +0,1 g je podstatne presnejsie, a tak

zvolil pre kontrolu este druhi metdédu. Do pohara s hladkym rovinnym okrajom

nalial vodu az po vrch tak, ze hladina bola v désledku povrchového napitia nad

uroviiou okraja. Potom na pohdr prilozil sklenenti dosticku, ktora zakryla cely

povrch pohara, pricom pod sklom nezostala Ziadna bublinka. Vodu, ktord po

prilozeni skla z pohara vytiekla dokladne vysusil. Pohar s vodou a sklom odvazil

a dostal hodnotu m; = 253,6 g. Potom zdvihol sklo, do pohara opatrne vlozil

figarku a opat’ prilozil sklenent dosticku tak, aby pod fiou nezostala Ziadna

bublinka. Vodu, ktora vytiekla z pohara dokladne vysuSil. Pohar opét’ odvazil

a dostal hodnotu m, = 331,0 g. Z nameranych hodndt opat’ ur¢il hustotu figurky.

¢) Uréte vypocitani hodnotu hustoty pr, figlirky arozsah hodndt vysledku
s ohl'adom na chybu merania.

d) Bol radca schopny posudit,, ¢i je figurka z ¢istého zlata na zaklade merani prvou
a druhou metodou?

e) Urcte, aka Cast' n objemu figarky predstavuje striebro. Vysledok vyjadrite
Vv percentach.

Hustota zlata p, = 19,3 g- cm™3, hustota striebra p, = 10,5 g - cm™3, hustota

vody p = 1,00 g - cm™3. Predpokladajte, Ze vo figlrké. e nie st Ziadne dutiny.

6. Sustava telies spojenych vlaknom

P U V praxi sa stretavame s pripadom, ked’
Im‘ my K potrebujeme z podlozky leziacej na stole
1 zosunut' nejaky predmet, napr. taniere
d D Z obrusu. Ak podlozku (obrus) potiahneme
dostatocne rychlo, predmet (taniere) zoS-

tane na stole.
ms Uvazujte predmety podla obr. D-3.

Obr.D-3

Vodorovnu silu F pdsobiacu na podlozku
(dosku) s hmotnost'ou m, a dizkou d reali-
zujeme tahovou silou vldkna, na ktorom je cez kladku K zavesené zéavazie
s hmotnostou ms. Na podlozke sa nachadza predmet P s hmotnost'ou m,. Zavazie
podrzime napr. rukou tak, ze vlakno je napnuté, pricom vzdialenost’ predného okra-
ja podlozky od okraja stola je D. V istom okamihu zavazie uvolnime.

a) Uréte zrychlenie a; pohybu podlozky po uvolneni zavazia. Uvazte vSetky moz-

nosti pohybu a urcte hmotnost’ m5 zavazia, pri ktorej tieto moznosti nastanu.

b) Urcte zrychlenie a, predmetu na podlozke po uvolneni zavazia.
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c) Aka musi byt hmotnost’ m3 zavazia, aby t'azisko predmetu P dosiahlo koniec
podlozky skor, ako predny okraj podlozky dosiahne okraj stola?

Faktory trenia f medzi podlozkou a stolom i medzi podlozkou a predmetom st

rovnaké. Vplyv kladky na pohyb telies neuvazujte. Na zaciatku t'azisko predmetu

sa nachadza nad stredom podlozky.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre hodnoty: g = 9,81 m - s2, m; = 200 g,m, =

500g,d =30cm, D =40 cm, f = 0,35 a pre dve r6zne hodnoty hmotnosti zava-

Ziamgp = 450 gamzg =900 g.

7. Skimavka — experimentalna tloha

Ked do velkej nadoby s vodou vlozime prazdnu skiimavku, prevrati sa nabok. Aby
zostala plavat’ v zvislej polohe, treba do nej naliat’ trocha kvapaliny. Pri nalievani
kvapaliny sa meni ponor skimavky.

Navrhnite a realizujte metédu na uréenie hmotnosti m skamavky a hustoty p do-
liatej kvapaliny.

K dispozicii mate: vel’ka nadobu s vodou, tenkostennt skimavku, prazok mili-
metrového papiera a meranu kvapalinu — odporticany je roztok soli vo vode.
Postup:

Potrebné vzt'ahy odvod’te.

Zmerajte prislusné veliCiny pre tri rozne kvapaliny (napr. roztoky soli s r6znou
koncentraciou) a hodnoty zapiste do tabulky.

Vypocitajte hodnoty p a m pre kazdé meranie.

Pozn.: Rozdiel vnutorného a vonkajsieho priemeru skumavky neuvazujte. Priemer
skumavky mozete merat’ mm mierkou, ale pre vicsiu presnost’ mozete pouzit po-
suvne meradlo. Pre dosiahnutie c¢o najvdcsej presnosti pracujte s ¢o najvacsim
rozsahom vysky stipca kvapaliny v skiimavike.

62. roénik Fyzikalnej olympiady — Ulohy domdceho kola kategérie A, B, C, D

Autori navrhov uloh: Ivo Cép A1,4,6,7,B3,7,C7,D1,
Lubomir Konrad A1,3,5,6,B1,4-6,C1,3-6,D2-7,
Patrik Lamos§ C2, Aba Teleki A2,B2

Recenzia a iprava uloh a riefeni: Daniel Kluvanec, ubomir Mucha, Ivo Cap

Redakcia: Ivo Cap

Vydal: Slovenska komisia fyzikalnej olympiady
IUVENTA — Slovensky institat mladeze, Bratislava 2020
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INFORMACIE

61. Medzinarodna matematicka olympiada

19.-29.9. 2020

Tento rocnik Medzinarodnej matematickej olympiady (IMO) sa mal povodne ko-
nat’ v tradi¢nom julovom termine v Petrohrade, tieto plany vsak skrizila pandémia.
V silnejlicej prvej vine ruski organizatori najprv tento termin posunuli na septem-
ber, no postupne bolo Coraz jasnejSie, ze ani v novom termine sa matematicki
olympionici nestretnti. Riadiaci vybor IMO sa preto rozhodol pre bezprecedentny
krok zorganizovat' IMO online. Celkovo sa ho napokon zicastnilo 616 sutaziacich
zo 105 krajin, ¢o v oboch ukazovatel'och (azda trochu prekvapivo) atakovalo exis-
tujuce rekordy.

Jarnym vyvojom pandémie bola zneistena aj Slovenska komisia MO. Tradicné
marcové celostatne kolo kategdorie MO bolo totiz zrusené a vyzeralo to, Ze sa neus-
kutoéni vobec. Po majovom a junovom uvolneni protiepidemickych opatreni sme
sa (po dohode s Ceskymi kolegami, ked’ze vSetky tlohy su tradi¢ne spolo¢né) pred-
sa len rozhodli, ze celostatne kolo sa bude konat’, a to posledné dva dni $kolského
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roka, samozrejme, diStancnou formou. Regularnost’ sutaze pritom zabezpecovali
doveryhodni uéitelia povereni ¢lenmi prislusnych krajskych komisii. Cez prazdni-
ny potom pod patronatom Patrika Baka prebehlo aj vyberové ststredenie, ktorého
vysledkom bola tato naSa IMO zostava:

Viktor Csaplar, Gymnazium H. Selyeho, Komarno, 2. ro¢nik,

Jozef Fiilop, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 4. ro¢nik,

Matej Hanus, Gymnazium Postova, Kosice, 4. rocnik,

Lucia Kraj¢oviechova, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 4. ro¢nik,

Dévid Pasztor, Gymnéazium J. A. Raymana, PreSov, 4. ro¢nik,

Matej Urban, Gymndzium Grésslingova, Bratislava, 3. ro¢nik.

Veducim druzstva SR bol predseda SKMO Peter Novotny a jeho zastupcom
Stanislav Kraj¢i. Na hodnoteni rieSeni sa vyrazne podielali Marian Poturnay
a Martin Vodicka. Riesitelia pracovali na pdde Fakulty matematiky, fyziky
a informatiky Univerzity Komenského, ktor zabezpecila Monika Dillingerova,
a na regularitu procesu riesenia dohliadol Pavol Klein. O d’al§ie administrativne
zalezitosti sa postarali zastupcovia Iuventy, Specidlne jej pracovnicka a tajomnicka
SK MO Barbora Knaperkova.

Ziaci riesili poGas dvoch dni (21. a 22. septembra) dve trojice tloh, za kazdu
ulohu bolo mozné dostat’ najviac 7 bodov. Plny pocet 42 bodov ziskal jediny sut'a-
ziaci, ato Jinmin Li z Ciny. Vysledky &lenov druzstva SR na IMO su uvedené
v tabul’ke:

Meno 1 |2 [3 |4 |5 |6 |sucet | Cena
Viktor Csaplar 7 10 |1 |7 |0 |O 15 bronz
Jozef Fiilop 7 10 10 |7 |1 |0 15 bronz
Matej Hanus 710 |0 |7 |1 |0 15 bronz
Lucia Kraj¢oviechova |7 (4 (1 |6 |1 |0 19 bronz
David Pasztor 717 |0 |7 |7 |1 29 striebro
Matej Urban 712 |0 |6 |7 |1 24 striebro

Hranice na ziskanie bronzovej, striebornej a zlatej medaily boli tento rok (na
naSe §t’astie) postupne 15, 24 a 31 bodov. Podla pravidiel IMO medaily ziskava
priblizne polovica ucastnikov, ati si delia zlaté, strieborné a bronzové v pomere
1:2: 3. Cestné uznanie ziskavaju ti riesitelia, ktori sice nedosiahli na medailu, ale
vyriesili aspon jednu tlohu na plny pocet bodov.

V neoficialnom poradi krajin, ktoré vznikne séitanim bodov celého druzstva,
sme sa umiestnili so ziskom 114 bodov na 40. mieste, ¢o je oproti minulému roku
pokles 0 1 prie¢ku. V tradi¢nom derby nas tentoraz Cesko so 145 bodmi na 23.
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mieste vyrazne zdolalo, s d’al§imi partnermi z V4 Pol'skom a Mad’arskom na 6.,
resp. 13. mieste uz, zial, prehrdavame tradi¢ne. Prva pétku tvorili postupne Cina,
Rusko, USA, (Juzna) Korea a Thajsko. Kompletné vysledky a Statistiky mozno
najst’ na internetovej stranke IMO http://imo-official.org.

Tentoraz vyber Sestice sitaznych iloh nebol zvereny olympijskému ,,parlamen-
tu®, ktorého ¢lenmi byvaji veduci vsetkych delegacii, ale zabezpecil ho vybor
IMO. Ulohy st volené vzdy tak, aby v nich boli ¢o najrovnomernejsie zastiipené
vSetky Styri olympijské oblasti, a to algebra, geometria, kombinatorika a tedria
¢isel. V jednotlivych diioch st ulohy obvykle radené podla predpokladanej naroc-
nosti. Velkym tspechom je, Ze do uzsiecho vyberu uloh (tzv. shortlistu) sa dostali
az tri slovenské ulohy — dve od Patrika Baka a jedna od Martina Melichera.

Po odrieknuti organizacie zo strany USA sa buduci ro¢nik IMO bude konat’ (du-
fajme, Ze uz naozaj) v Petrohrade v termine 7. — 17. jala 2021. Nasledovat’ by mali
Norsko (2022) a Japonsko (2023).

Stanislav Krajéi1

! Ustav informatickych vied, Prirodovedecka fakulta UPJ S, Jesenna 5, 040 01 Kosice,
stanislav.krajci@upjs.sk.


http://imo-official.org/
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extrapolacie
N PZOZO

historia a buducnost IT na Slovensku

Extrapolacie su podujatim, ktoré sa od roku 2015 organizuje v slovenskych
mestach a jedno z nich sa stane hlavnym mestom. Hlavné mesto informatiky na
Slovensku je dominantné v prezentacii svojej vlastnej Grovne, svojich mozZnosti a
IT organizécii vo svojom meste a regidne. Podujatia sa zucCastiiujii aj ostatné
slovenské mesta. Ich zapojenie dokazuje celoslovensku tiroven Extrapolacii.

Ciel'om podujatia je najma

e prezentovat historiu slovenskej vypoctovej techniky, predstavit
sucasny stav vyskumu, stidia a produkcie v informatike a IT a
hovorit’ o viziach v blizkej buducnosti,

o motivovat’ mladych l'udi k $tadiu a préci v oblasti IT,

e rozvijat diskusie o informatike vo vSetkych jej dimenziach a
vplyvoch na spolo¢nost’.

Aktivitami st motivacné prednasky, prezentacie, exkurzie a workshopy
organiz&cii posobiacich v oblasti vzdeldvania a vyskumu v IT (akademické
pracoviskd, vyskumné ustavy, Studenti, verejné a Statne instittcie, IT firmy, d’alej
firmy tvoriace softvér, hardvér, produkujice a prevadzkujiace informacné systémy
a komunikacie).

V roku 2020 ndm pandemicka kriza nam neumoznila usporiadat’ podujatie v
takom rozsahu, na aky sme boli zvyknuti v predchadzajucich ro¢nikoch. Na jar sme
dufali, Ze jesen po prazdninach bude priaznivejsia, no pri§la druha vina — skor ako
sme ocakdvali a postihla aj tradi¢né aktivity, ktoré sme organizovali v rdmci
Extrapolacii. Prijimame to vSak ako vyzvu a rozhodli sme sa zamerat’ na to, ¢o v
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stiéasnosti najviac rezonuje v akademickych kruhoch — narudenie vzdelavacieho
procesu na vsetkych stupiioch $kol. Preto cielom Extrapolacii 2020 je vytvorit
priestor pre diskusiu o aktudlnych témach a podporit’ pedagdégov pri tvorbe
materidlov z informatickych predmetov, a to na strednych aj vysokych Skolach,
vratane SkOl s netechnickym zameranim, vytvorenim platformy pre zdielanie
Studijnych textov, kurzov, prezentécii a skdsenosti pri distanénom vyucovani
informatiky. Privitame aj zapojenie pedagdgov na nizSich stupiioch vzdeldvania,
ktori by mohli prispiet’ svojimi skusenostami s aktudlnym stavom a rozvojom
digitalnych zru¢nosti u najmladsich skolakov.

Nevahajte a napiste ndm na 2020@extrapolacie.sk

Viac informacii najdete na stranke
http://ww.extrapolacie.sk/2020/


http://www.extrapolacie.sk/2020/
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